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PROBLEMI CURIOSI 
E BIZZARRI 


GHERSI. — Matem. dilett. 


СЕТОТ @ 


GABINET MATEMATYCZNY 
[неги Naukowego Warszawskiego 


I PROBLEMI- TRANELLI 


Il gatto e i topi. 


Un gatto e mezzo mangiano un topo e mezzo in un minuto e 
mezzo. Quanti gatti occorrono per mangiare 60 topi in 30 
minuti? (1). 


1 ragionamento che molti faranno sarà questo: se 1 gatto 
e !/, mangiano 1 topo e Ч, in 1 minuto e !,, un gatto mangia 
un topo in 1 minuto, con relative conseguenze, L'errore con- 
siste nel far variare oltre che il numero dei felini e quello dei 
rosicanti rosicati anche il Zempo impiegato a rosicarli il quale 
evidentemente non deve variare. 

La risposta è dunque: 3 gatti, che a quei molti di cui sopra 
sarebbero sembrati troppo pochi per mangiare i 60 topi, per- 
ché la condizione dei 30 minuti concessi si fa passare facil- 
mente in seconda linea. 5 

E poi, trattandosi d'un problema di matematica, non è il 
caso di scendere alle volgari considerazioni di capacità sto- 
macale, есс,, dalle quali la scienza pura astrae. 


La cordicella. 
Una cor'dicella è lunga 28 metri; ogni giorno se ne tagliano 
2 metri; in quanti giorni si sarà finito di tagliare? 
In 13 evidentemente, та... 13 su 14 risponderanno invece: In 14! 
(1) Questo problema si trova nel periodico « Omnia» fascicolo dell'11 giugno 
1910, insieme ad altri ben noti e indicatl più oltre in questo volume, e ad uno 


(quello della ruota) basato sulla supposizione d'una ignoranza che svisa l'in 
dole dello scherzo geometrico. 
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La lumaca viaggiatrice. 


Una lumaca, per affari suoi particolari, vuol trasferirsi da 
un orto in un altro, valicando il muro di separazione, 
alto 7 metri; essa sale lungo il muro (sempre vertical- 
mente) percorrendo ogni giorno 4 metri in ascesa, e ridi- 
scendendo (capricci di lumaca!) ogni notte di 3 metri, co- 
sicchè ogni giorno percorre effettivamente 1 metro del suo 
viaggio. In quanti giorni arriverd essa in cima al muro? 


Risposta..... in coro: in 7 giorni! No, signori, in quattro so- 
lamente..... 


1” orologio reumatizzato. 


Un orologio, a motivo delle variazioni della temperatura, an- 
ticipa di 30" durante il giorno e ritarda di 20 durante la 
notte. Supponiamo che segni l’ora esatta al mattino del 
1° maggio. In qual momento aerà un anticipo di 5 minuti ? 


Si fa presto il calcolo: l’anticipo nelle 24 ore è di 
30” — 20" = 10"! = Г di minuto 


dunque: 


5:17 2:80 


ossia, al mattino del 31 maggio l’anticipo sarebbe di 5 minuti..,. 
та..... Osserviamo che al mattino del 28 maggio l’anticipo sarà 
di minuti à x = З e quindi alla sera di detto giorno sarà 
appunto di 5 minuti. Cosicchè ?!. 


Un passatempo marinaresco. 


Fra due città di mare A e B esiste un regolare servizio di 
battelli a vapore; il tragitto richiede otto giorni. Ogni 
giorno, alla medesima ora, parte un battello da ciascuna 
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delle due città. Si domanda, uno dei battelli partiti da A 
per ез., quanti ne incontrerà sul percorso, supponendo na- 
turalmente che il sercisto funzioni da tempo. 


La risposta «otto» che qualcuno potesse dare, troppo attret- 
tamente, non è esatta poichè il battello non incontrerà sola- 
mente i battelli partiti contemporaneamente ad esso e dopo 
di esso, ma anche quelli partiti nella settimana che ha prece- 
duto la sua partenza; cioè in totale 16 e non otto. 


L’ eredità dell'arabo. 


Un arabo morendo lasciò 17 cammelli ai suoi tre figli da ri- 
partirsi per metà al primo, per un terzo al secondo e per 
un nono al terzo. 


Siccome la spartizione presentava difficoltà, gli eredi si ri- 
volsero al cadi (giudice) che risolse la questione nel modo se- 
guente. Si fece prestare un cammello e fece la spartizione sui 
18 cammelli, in modo che ne toccarono 4 al primo, 6 al se- 
condo e 2 al terzo. Il cammello preso ad imprestito venne re- 
stituito e i tre figli furono lietissimi dell’opera del loro giudice, 
poichè ognuno di essi aveva ricevuto in più di quanto il loro 


— 


padre aveva stabilito, rispettivamente ——, A ed я. аі сат- 


mello. 
Questo curioso risultato che a tutta prima sembra parados- 
sale deriva dall’essere la somma : 


t 1 i 17 
stg tg : 
dimodoché qualora la spartizione fosse stata fatta secondo il 


testamento sarebbe rimasto 3 dell’eredità, cioè 17 di cam- 


mello non ripartiti. 


Un problema da osti. 


Due recipienti A e B, contengono quantità eguali, il primo 
di vino, il secondo d’acqua. Si preleva da A una certa quantità 


P | ai vino, e si versa in В; poi si preleva da В la stessa 
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quantità di miscela e si versa in A. Si domanda se la quantità 
di vino così tolta dal recipiente A sia maggiore o minore della 
quantità di acqua tolta da B. 

In generale verrà affermato che la quantità di vino prelevata 
è maggiore di quella dell’acqua, mentre le due quantità sono 
uguali. 


Sia infatti m il contenuto tanto di A che di B ed 1 la quan- 
tità prelevata, In A rimarrà una quantità di vino espressa da 


m m ! 
п» HP б n41 


e in B una quantità d'acqua espressa da 


m m n 
n°‘nt+ti 


che sono quantità eguali. 


Le teste capellute. 


Dimostrare ehe ci sono sulla Terra almeno due uomini che 
hanno lo stesso numero di capelli. 


Un uomo paziente e sfaccendato ha contato o calcolato che 
una testa umana contiene, in media, 164 capelli per cmq. Es- 
sendo la superficie della testa all’incirca di cmq. 780 sarà prov- 
vista (considerando i calvi come..... capelluti normali) di circa 
127920 capelli. Dunque ogni individuo dovrà avere da un mi- 
nimo di 1 ad un massimo di 130000 capelli. Ogni 130000 individui 
dovrà dunque ripetersi uno stesso numero di capelli per una 
nuova testa..... 

Si può naturalmente estendere una simile considerazione & 
generi diversi dai capelli, come le penne degli uccelli, le foglie 
degli alberi, i fiori, i frutti, i caratteri delle pagine di un 
libro, ecc, 
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| Un epitaffio singolare. 


È rimasto famoso il seguente epitafflo del Medio Evo: 


Ci-git le fils avec la тёге; 
Ci-gît la Alle avec le père ; 
Ci-gît la sceur avec le frère; 
Cíi-git la femme et le mari; 
Et ne sont que trois corps ici. 


Si può dimostrare l'impossibilità che i tre corpi corrispon- 
dessero alle tante condizioni di tale epitaffio, nel seguente 
modo. Sopprimiamo il primo verso, poichè anche senza di esso 

| l'impossibilità sussisterà egualmente. Abbiamo ora due casi 
| da esaminare, cioé un solo uomo o una sola donna, ciascuno 
| dei quali casi si suddivide a sua volta in altri due. 

1.° Il marito A di una B delle defunte è in pari tempo il 
padre (o il fratello) dell’altra C. Ora A non è il fratello (o il 
padre) della propria moglie B, né di sua figlia (o di sua so- 
rella) C. Questi due casi sono dunque impossibili. 

2.° La moglie с «di uno dei defunti b è in pari tempo la 
figlia (o la sorella) dell'altro c; ora a non è la sorella (o la 
figlia) di suo marito 5 né di suo padre (o di suo fratello) c. E 
abbiamo anche quì impossibilità. 


Parentele curiose. 
[A 


Due donne, ciascuna con un bambino in braccio, interrogate 
di chi fossero quei bimbi, ebbero a rispondere: Sono figli 
dei nostri figli e fratelli dei nostri mariti. 
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Ecco la soluzione dell’intricata quistione di parentela: Le 
due donne avevano preso marito ed avevano avuto ciascuna 
un bambino; questi loro figli crebbero, divennero adulti, ma 
le due donne rimasero vedove; esse sposarono dipoi l'una il 
figlio dell'altra e ne ebbero rispettivamente due figli ch'erano 
appunto quelli che portavano in braccio quando alla lecita do- 
manda diedero la sibillina risposta. 

- 


Possono due uomini essere ad un tempo zio e nipote Vuno 
dell’altro ? 


Consideriamo due vedovi V e W che hanno ciascuno una 
figlia F ed f, (fig. 1) — W sposa la figlia F di V ed hanno un 
figlio Y. — V sposa la figlia f di W ed hanno un figlio X. Ora, 


V W 


JA Y 


Fig. 1. 


X figlio di V, è fratello di F che è la madre di Y ; quindi X è 
lo zio di Y. Cosi X è figlio di f che è sorella di Y, per cui X è 
é nipote di Y. 

Lo stesso sarebbe se У e W fossero due vedove ed F, firi- 
spettivi figli maschi. ecc. 

L'esempio addotto dà luogo ad altri curiosi legami di paren- 
tela. — Infatti F, figlio del vedovo V, ha sposato W, cioè !а ma- 
dre della moglie f di suo padre: ma la madre della moglie di 
suo padre è sua nonna ; dunque F è ammogliato con sua nonna: 
inoltre il marito di sua nonna è suo nonno; dunque F è il 
nonno di se stesso. 
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Consideriamo ora il caso di un vedovo V e di una vedova W 
aventi il primo un figlio F ela seconda una figlia f. — V sposa 
la figlia f di W ed hanno un figlio X; W sposa il figlio F di V 
ed hanno un figlio Y. 

Il figlio X di V è fratello di F che è il padre di Y ; dunque X 
è zio di Y. 

Il figlio X di f, sorella di Y è ugualmente il nipote di Y. 

Si puó variare il problema considerando i casi di parentela 
seguenti: Zia e nipotina — Zio e nipotina — Zia e nipote. 


IV. 
È possibile che due uomini abbiano una medesima sorella e 
non siano parenti tra loro? 


Un uomo U sposa D ed hanno una figlia F (fig. 2. — Ue D 
divorziano — U si riammoglia ed ha un figlio M — D si ri- 


U D 


Fig.2. M F R 


marita a sua volta ed ha un figlio R. Per via del padre, M e 
fratello di F; per via della madre R é pure fratello di F e non- 
dimeno M ed R non sono tra di loro parenti. 


Indovinare l'ora pensata. 


I. — S'inviti una persona a pensare un'ora а, e a disegnarne, 
sul quadrante dell’ orologio, un'altra b. Partendo allora do 
quest'ultima ora la persona dovrà, precedendo in senso con- 
trario a quello delle sfere, toccare successivamente le ore con- 
tando mentalmente а, а +1,a+2,.....fino a 54-12; l'ora 
sulla quale verrà in tal modo a fermarsi sarà appunto l'ora 
pensata. 
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Se, per es., l'ora pensata è la VIII, la persona che l’ha pen- 
sata dovrà designarne un’altra, per es. V, e contare 8 - 9 - 10 
-M - 42 ..... Япо a V 2-12 = 17, toccando successivamente le 
ore V-IV- II -II- I — XII- NI- X- IX - УШ; quando avrà 
contato fino a 17 sarà giunto precisamente sull'ora pensata, VIII. 

La spiegazione di tale regola è facile. 

Contando mentalmente si perviene in ultimo alla (b +12 — a) 
esima ora; ma, poiché si precede a rovescio delle sfere, si deve 
passare su (b — а) ore per arrivare all'ora a e l' aumentare 
tale differenza (b — a) di 12, non ba altro effetto che di far 
fare un giro completo del quadrante. 

Essendo poi l'espessione 0 -- 12 — a sempre positiva, poiché 
а < 12, facendo puntare alla persona le ore fino alla (b + 12 — а) 
esima, si dà aila regola una forma generale per tutti i casi, 
cioè tanto per b >a come per b < a. 

II. — Una persona A pensa un’ora, per esempio IX, e conta 
mentalmente a partire dall'ora pensata, fino a 20, nel mentre 
la persona B che deve indovinare l'ora pensata punta le ore 
sul quadrante a partire da una fissa VII, e procedendo in senso 
contrario al movimento delle sfere. Cosicché quando A dirà 10, 
B punterà sul VII e così via. Quando A arriva al 20, B si tro- 
verà a puntare sull'ora pensata IX. 

Sia infatti г l'ora pensata, 1 8% puntata sarà fatta sull’ ora 
XII e viene contata mentalmente da A come la (a +8)» ora; 
la puntata (2 + 9"а viene fatta sull'ora XI e in generale la 
puntata contata соте In (æ -+ py»* ora è fatta sull'ora 20 — p. 
Quindi se si fa p —20 — 2, quando A ё alla 20" ora, B segna 
l'ora pensata a. 

Quando si voglia ripetere con le stesse persone questa ri- 
creazione conviene cambiare lora fissata (che era VII nel no- 
stro esempio) ma occorre cambiare in pari tempo il numero 
N fino al quale A deve contare; esso si stabilisce cosi, chia- 
mando 77 l'ora di partenza prescelta : 


NAH- 12-41. 


Cosi se si sceglie come ora da cui partire, puntando sul qua- 
drante la V, si dovrà far contare tino a 18. 

Nota. — Questo gioco può applicarsi ad un numero qualsiasi 
m <20 di oggetti, come carte, domino, ecc. Supponiamoli in- 
fatti disposti su di un tavolo in un certo ordine numerico e 
che una persona A ne scelga uno di posto n, 
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Se, partendo dall’oggetto che occupa il posto 19 —7n si ri- 
sale in senso contrario a quello primitivamente seguito, di 
20 — т posti, si ricade alla fine sull’ emmesimo oggetto; di 
modo che se in pari tempo B tocca l'oggetto di posto 19 — m, 
A conta n--1; quando B tocca l'oggetto di posto m (proce- 
dendo in senso inverso) A conterà mentalmente (n + 20 — m) e 
infine l'oggetto di posto n, cioè quello scelto da A, sarà toc- 
cato da B quando avrà contato fino ad (т -- 20 — n) ossia 
fino a 20. ` 


І evasione del pretendente. 


In una cella O d’una prigione è rinchiuso un nuovo Luigi Na- 
poleone. Le celle di questa prigione, d'un genere un po’ singo- 
lare se si vuole, comunicano l’una coll’altra per mezzo di 
porte che sì possono aprire nel senso indicato dalla fig. 3 e 


"n 


Fig. 3. 
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sono semplicemente chiuse a saliscendi; ma vi sono poi le 
porte A, B, C, D, E, F, le cui chiavi sono rispettivamente nelle 
celle а, 0, с, d, e, f. П prigioniero è riuscito a procurarsi la 
chiave che apre le tre porte della sua cella: quale percorso 
dovrà seguire per riuscire ad evadere per la porta esterna G ? 

Egli comincerà coll'uscire per la porta 1 e seguirà 1° itine- 
rario che indichiamo coi numeri delle porte secondo la nume- 
razione della figura, prendendo gradatamente nelle varie celle 
le chiavi per aprire le porte A, B, ecc. 

Avrà dunque dovuto passare per 84 porte prima di giungere 
a quella della libertà, e prepararsi prima per bene alla fuga 
con un accurato studio sulla pianta della prigione, fornitagli 
naturalmente da un amico. 


Decimazione. 


Ecco un antico problema presentato sotto forme diverse, in 
generale toppo ingenue per i nostri tempi. 

Così Egesippo narra che il biblico Giuseppe salvò la propria 
vita con questo strattagemma. Presa dai Romani la città di 
Jotopat, Giuseppe con 40 de’ suoi correligionari cercò rifugio in 
una caverna. Con sua grande sorpresa, Giuseppe dovette consta- 
tare che, nonostante le sue esortazioni, tutti i suoi compagni, 
uno eccettuato. erano decisi a darsi la morte per non cadere 
in mano ai vincitori. Temendo d’eccitare la loro collera insi- 
stendo oltre nel tentativo di dissuaderli dal compiere un tale 
atto di disperazione, finse di condividerne le intenzioni, ma li 
esortó a procedere con ordine. Fu quindi deciso che tutta la 
comitiva si disporrebbe in circolo e che ogni terzo uomo sa- 
rebbe ucciso fino a che non ne restasse più che un solo che 
si sarebbe ucciso da sé. Secondo Ја leggenda, Giuseppe e il 
suo compagno si sarebbero collocati al 31% e 16»» posto e sa- 
rebbero quindi rimasti salvi dopo l’ecatombe dei compagni, 
come è facile rilevare eseguendo un apposito diagramma. 

Daremo la forma sotto la quale i problemi di questo genere 
sono piü generalmente noti: Una nave trasportava 15 passeg- 
geri turchi e 15 cristiani quando venne a trovarsi in una 
grande tempesta, tale che il capitano dichiarò non potersi sal- 
vare la nave se non geltando a mare metà dei passeggieri. 
Per fare la scelta delle vittime venne deciso che, disposti i 
passeggieri in circolo (con quel tempaecio!) e contandoli a 
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partire da un punto determinato, ogni uomo occupante ii nono 
posto sarebbe stato precipitato a mare. Si tratta di disporre i 
passeggieri in tale ordine da salvare i 15 cristiani. 

Non si puó formulare una regola per la soluzione dei pro- 
blemi di questo genere. Nel caso indicato i cristiani debbono 
occupare i posti 1, 2, 3, 4, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 20, 21, 25, 28, 29; 
per ricordarli Bachet hn indicato questa frase nella quale l'or- 
dine da seguire icominciando coi cristiani) è dato dalla vocale 
contenuta nella parola, convenendo di fnr contare а per 1, 
e per 2, i per 3, o per 4 ed u per 5. 


4 5 e 131 1 
Mort tu ne failliras pas 
2 2 31 2 21 
En me licrant le trépas 


Sicchè la disposizione sarebbe la seguente : 
СОСЕТ CCTCCCTCTTCCTTECTTCCT 


I ponti di Kœnigsberg. 


Siamo in Pomerania nel 1759, e precisamente a Kcenigsherg. 

Il fiume si divide in due rami formando un'isola che e colle, 
gata alle sponde con sette ponti a, b, с, d, e, f, 4. 

Da tempo é stato posto questo problema: È possibile fare una 
passeggiata attraversando non più d'una volta tutti i ponti ? 

Non siamo in grado di precisare quanto questa grave qui- 
stione abbia preoccupato finora i buoni abitanti di Kcenigsberg ; 
ma in compenso possiamo dire che molto se ne sono occupati 
diversi matematici i quali hanno finito col concludere che oecor- 
rerebbe fare un altro ponte per rendere possibile il problema. 

Un abitante di quella graziosa città s'era proposto di risol- 
verlo praticamente percorrendo in tutte le maniere possibili 
i sette ponti, ma siccome sul percorso si trova un manicomio 
pare che si sia dovuto rinchiudervi il perseverante pomera- 
nese, dopo che aveva già percorso un numero strabiliante di 
di chilometri. Evidentemente non era quella la maniera da se- 
guire non solo sul terreno, ma neanche sulla carta da scrivere. 

Non ci sarebbe un metodo semplice per giudicare senz'altro 
della possibilità o impossibilità di risolvere il problema ? Qui 
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calza un’ osservazione d'Eulero, che è applicabile ad un gran 
numero di problemi nella geometria di situazione: essere 
cioè, in generale, più facile scorgerne l’inipossibilità che la 
possibilità. 

Molto dipende dalla più o meno felice scelta delle notazioni 
che si adottano per lo studio del problema. 

Nel nostro easo abbiamo quattro zone territoriali A, B, C, D, 
e chiameremo А B il percorso per recarsi dalla regione A alla 
B, sia per il ponte a che per quello 5; la prima lettera indi- 


cherà la regione di partenza. La notazione indicherà tanto il 
percorso A U Bf D come quello Aa Bf D. 

La lettera intermedia B denota dunque, in questo caso, tanto 
regione d’arrivo che di partenza. Analogamente dicasi per un 
percorso A B D , ecc. In generale, se il viaggiatore attraversa 
n ponti, il suo percorso conterrà n +1 lettere, а. la soluzione 
nel nostro caso dovrà contenerne otto, beninteso di regioni, 
senza contare quelle che designano i ponti. In tali notazioni, 
essendovi tra A e B come tra A e C due ponti, si dovranno 
trovare vicine (due volte le lettere A e B ed A e C, mentre 
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dovranno trovarsi vicine una sola volta C, D e B, D poiché le 
rispettive regioni non sono unite che da un solo ponte. 

Tutto si riduce dunque a formare con le quattro lettere A B 
CD una serie di otto lettere nella quale appariscono tante 
volte quante si è detto le coppie necessarie. È possibile tale 
combinazione ? Studiamoci di dimostrare in primo luogo tale 
possibilità. 

Consideriamo la regione A; se essa è unita a B con un punte 
а il viaggiatore che lo attraversa o si trovava già in A o vi si 
troverà dopo, quindi, in un caso come nell’altro, la lettera A 
dovrà figurare una sola volta nella combinazione. Se tra A e B 
vi sono tre ponti а, b, с, e il viaggiatore li attraversa tutti, la 
lettera A figurerà due volte nella notazione, sia che il viag- 
giatore sia partito da A o da un’altra qualsiasi. Con cinque 
ponti, A dovrà figurare tre volte, e in generale con numero 
dispari di ponti, 2n +1. A apparirà un numero di volte metà 


2 


ri ; T sa 2n " 
del numero dei ponti, aumentato di uno, cioé 3 . Ossia 


n-+1 volte. 

Nel caso particolare del ponte di Kcenigsherg in A fanno 
capo cinque ponti e tre in ciascuna delle regioni ВСР per 
eui A dovrà figurare tre volte nella combinazione e le altre 
tre lettere due volte ciascuna. Segue da ciò che tale combi- 
nazione dovrebbe contenere noce lettere e non otto epperò la 
soluzione del nostro problema non é possibile. Il nostro ra- 
gionamento ci ha dunque evitato la fermata, del solitario di 
Keenigsberg. 


Lo stesso ragionamento è applicabile a tutti quei casi nei 
quali il numero dei ponti che fanno capo alle diverse regioni 
sia sempre dispari. Quando il numero totale delle apparizioni 
di tutte le lettere non uguaglia il numero totale dei ponti au- 
mentato di uno, la soluzione è impossibile. 

Quando il numero dei ponti in A è pari, bisogna considerare 
due casi, secondo che il viaggiatore è partito da A o da una 
altra regione. Se due ponti conducono in A e se il viaggiatore 
è partito da A, questa lettera deve essere ripetuta due volte; 
ma se il viaggiatore è partito da un’altra regione la lettera A 
figurerà una sola volta. 
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Se in A fanno capo quattro ponti e da essa parte il viag- 
giatore, la lettera A figurerà tre volte, ma se egli è partito 
da un’altra regione, A sarà ripetuta due sole volte. In gene- 
rale, quando il numero dei ponti che fanno capo ad una re- 
gione è pari, la notazione corrispondente contiene la lettera 


È 1 WES n А a 
corrispondente = --1 volte se il viagggiatore è partito da 


tale regione ed "volte se è partito da un’altra regione. 


LI 
2 

Siccome la partenza non può effettuarsi che da una regione, 
si prenderà sempre come numero delle ripetizioni di una 
lettera la metà del numero dei ponti per una regione pari, e 
la metà del numero dei ponti aumentata d’una unità se la re- 
gione è impari. 

Nel caso in cui la partenza abbia luogo da una regione di- 
spari il problema sarà impossibile se il numero totale delle 
ripetizioni delle lettere non eccede di un’ unità il numero to- 
tale dei ponti. Nel caso di partenza da una regione pari il pro- 
blema sarà impossibile se il numero totale delle ripetizioni 
delle lettere non è eguale al numero dei ponti, poichè si dovrà 
aumentare d'una unità per la regione регі di partenza, e per 
essa soltanto, il numero delle ripetizioni della lettera che ad 
essa corrisponde. 

Regola pratica. — Consideriamo il caso di sette ponti, come 
nella figura relativa alla città di Koenigsberg. Si può disporre 
uno specchietto nel seguente modo, indicando con m il nu- 


| 
Regioni | Ponti т mp 
A 5 3 
B 3 2 
C | 3 2 
D | 3 2 
| ° 


mero dei ponti che fanno capo ad una data regione e con n 
il numero totale dei ponti. Il totale dell'ultima colonna è su- 
periore ad n 4-1 cioè ad 8, sicchè il problema è impossibile. 
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La fig. 4 si riterisce al caso di due isole e di 15 ponti, For- 
mando il quadro secondo la regola stabilita avremo: 


Regioni Ponti m | e +1 m 
A 8 — H 

B 4 аы 2 

€ 4 | — Э 

р 3 2 — 

Е 5 3 — 

F 6 | -—- 3 

5 11 

16 


Abbiamo n +1=16, sicchè la somma delle due ultime co- 
lonne essendo uguale a tale numero, il problema è possibile ¢ 
precisamente in questo modo: 

D/EgBpAnEmaAkKDIiIChRAGC 
[IFGCAGESBDFE. 


Fig. 5 
GuHERSI, — Matem. dilett. Li 
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Osservazione. — La somma della prima colonna è precisa- 
mente il doppio del numero dei ponti, perché ciascuno di essi 
é stato contato due volte, e tale somma dovrà dunque essere 
sempre pari. Perció non é possibile che il numero delle regioni 
dispari sía dispari; nelle due ultime colonne avremo dunque 
sempre un numero pari di numeri dispari ossia il numero delle 
regioni dispari é necessariamente zero od un numero pari. 

Il problema é dunque possibile se tutte le regioni sono pari, 
nel qual caso tutti i numeri delle due ultime colonne sono 
pari e 1a loro somma corrisponde al numero dei ponti, 

Se il numero delle regioni dispari fosse pari, la somma dei 
numeri delle due ultime colonne sorpasserebbe di due, tre, 
quattro... unità il numero totale dei ponti epperó il problema 
sarebbe impossibile. 

Concludendo, data una disposizione qualsiasi di regioni e di 
ponti, si dedurrà la possibilità del problema in questo modo : 
esso è impossibile quando le regioni dispari sono più di due; 
È possibile : 1° quando tutte le regioni sono pari, nel qual caso 
si può partire arbitrariamente da una regione qualsiasi ; 2° 
quando non vi sono che due regioni dispari, e allora il per- 
corso deve cominciare da una di esse e terminare all’altra. 

Quando si è constatata la possibilità del problema si stabi- 
lisce il percorso con la seguente regola: si sopprimono men- 
talmente quante volte è possibile le coppie di ponti che con- 
ducono da una regione ad un’altra, per modo che il numero 
dei ponti riesce notevolmente ridotto, e su questo numero si 
stabilisce il percorso. Ciò fatto si ristabiliscono i ponti al nu- 
mero primitivo, con un po’ d’attenzione. 

Tale è, sommariamente, lo studio fatto da Eulero sul pro- 
blema dei ponti e delle isole. 


I tracciati continui. 


Il problema dei ponti di Keenigsberg, trattato precedente- 
mente, si può ridurre schematicamente alla fig. 6. 

Se una figura di tal genere si può descrivere d’un sol tratto 
percorrendone tutti i tratti ma ciascuno una sola volta, il pro- 
blema dei ponti è possibile; non lo è nel caso contrario. 

In tali figure chiameremo nodi i punti come A, B, dai quali 
partono i tratti, i quali perciò vanno da un nodo ad un'altro. 


www.rcin.org.pl 


— 19 — 


L'ordine d'un nodo è dato dal numero dei tratti che vi fanno 
capo; cosi l'ordine del nodo D è 3, quello del nodo A è 5. 


Fig, б, 


Se in una figura geometrica di rette e di curve, sia nel piano 
che nello spazio, riusciamo a percorrerle tutte ma una sola 
volta, ritornando al punto di partenza, avremo percorso un 
circuito chiuso. La possibilità di poter effettuare tale percorso 
nelle condizioni indicate è soggetta alle seguenti leggi. 


A 


Le figure che non hanno nodi dispari si possono tracciare 
con tratto continuo partendo da un nodo qualsiasi. E noto il 
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teorema che le curve nelle quali il numero dei nodi uguaglia 
il grado si possono tracciare con moto continuo. 


Fig. 8. 


Quando una figura ha dei nodi dispari, ma due soltanto, si 
puó descrivere con tratto continuo partendo da uno di essi. 


Fig. 9). 


Così la flg. 7 si può descrivere in qualsiasi senso purché si 
parta da uno dei due nodi dispari B o D. La fig. 9 è nelle 
Stesse condizioni. 
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Le figure aventi più di due nodi dispari non possono essere 
descritte con tratto continno. Si puó aggiungere che una fl- 


Fig. 11, Fix. 13 


gura avente 2л nodi dispari e un più, può essere descritta 
completamente in n percorsi distinti. 

Le fig. 10 e I1 offrono il caso d'impossibilità testé indicato ; 
la fg. 10 si può descrivere in due percorsi e la fig. 11 in quattro. 
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La scacchiera usuale, di otto caselle di lato, contiene 28 nodi 
dispari e non si può quindi tracciarle in meno di 14 tratti con- 
tinui, e quella detta francese di dieci caseile di lato richiede 
18 tratti continui. 


Fig. 14. 


До 
Da 


/ 


AN 


È facile dimostrare che si possono descrivere con tratto con- 
tinuo tutti i poligoni, con le relative diagonali, di numero di- 
npari di lati, mentre il problema è impossibile per quelli d 
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Ж 
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Fig. 15, 


Fig. 17. 
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МАТЕМ А тм 7м 


CABINET 


Pra 


La fig. 13 rappresenta la cosidetta sigla di Maometto che la 
tradizione dice tracciata dal Profeta con la punta della scimi- 
tarra sulla sabbia, in un sol tratto. Infatti tale figura non pre- 
senta che nodi pari epperò si può tracciarla in modo continuo 
partendo da uno qualunque di essi. 

La fig. 14 non ha che due nodi dispari in A e Z, epperò si 
può tracciarla in un sol tratto partendo da uno di essi e ter- 
minando all’altro. 

Le fig. 15 - 16 - 17 offrono le medesime particolarità della 
figura anzidetta. 


/ 
@ V | 


y 


Fig. 18. 


Dividendo i lati d'un triangolo in un certo numero di parti 
uguali e conducendo per essi le parallele ai suoi lati s'ottiene 
un reticolato a nodi esclusivamente pari e quindi tracciabile 
in modo continuo (fig. 18). 

In modo analogo si potrebbe studiare il problema rispetto 
allo spazio, cioè per figure solide (lati e diagonali dei poliedri). 
Così, ad esempio, si può tracciare in un sol tratto l'insieme 
delle sostole dell’ottaedro regolare, il che non può farsi per 
gli altri quattro poliedri regolari (tetraedro, cubo, dodecaedro, 
icosaedro). 
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Si può anche considerare il problema correlatico per le fi- 
£ure del piano e dello spazio. Si puó, ad esempio, con un trac- 
ciato continuo attraversare unu sola volta tutte le costole del 
cubo, ma non altrettanto puó farsi con gli altri poliedri. 


I labirinti. 


La leggenda ha attribuito ai labirinti dell’antichità una ine- 
stricabilità paurosa che deve intendersi in modo assai relativo. 
I labirinti dei quali le opere antiche ci danno molteplici e par- 
ticolareggiate descrizioni erano costruzioni a gallerie nume- 
rose, le cui innumerevoli ramificazioni costituivano una grande 
difficoltà ad uscirne per chi vi si avventurava alla cieca. In 
generale servivano come sepolcri, ed oggi non ce ne restano 
più che poche tracce. 

Sono celebri quelli che esistevano in Egitto; uno, detto la- 
birinto di Mendes si trovava nell'isola del lago di Meris; l’altro 
a sud-est dello stesso lago, detto dei Dodici-Signori, costrutto 
da Psammetico circa il 700 а. С., era consacrato al sole e con- 
sisteva in una serie di tempii congiunti tra loro o sovrapposti, 
che occupavano un’enorme estensione ; le vie di intercomuni- 
cazione costituivano un aggrovigliamento inestricabile. 

Il più noto dei labirinti antichi è però quello di Creta che il 
re Minosse fece costruire per imprigionarvi il Minotauro e del 
quale così canta Ovidio nelle Metamorfosi (libro VII): 


Multiplicique domo, escisque includere tectis. 
Dædalus, ingenio fabre celeberrimus artis, 
Ponit opus; turbatque notas, et lumina flexum 
Ducit in errorem variarum ambage viarum. 
Non secus ac liquidus Phrygiis Meeandros in arvis 
Ludit; et ambiguo lapso refluitque fluitque ; 
Occurrensque sibi venturas adspicit undas; 
Et nunc ad fontes, nunc in mare versus apertum, 
Incertas exercet aquas ; ita Dredalus implet 
Innumeras errore vias; vixque ipse reverti 
Ad limen potuit: tanta est fallacia tecti ! 


La cui traduzione sarebbe : 


twee... V ел recinto 
Di mille e ciechi muri imprigionarla. 
Lo costruisce Dedalo, famoso 
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Per inventiva mente architettore ; 

E similianti l’un all’altro i calli 
V’apre, illudendo le pupille e il piede 
Con tortuosi error. Come trastulla 
Seco il Meandro nelle Frigie lande 
Che incerto vassi e torna e la corrente 
Mira venirsi incontro, e sta pensoso 
Se alle fonti risalga o cerchi pace 
Nell’ampiezza del mar; non altrimenti 
Fece il maestro serpeggiar le vie 
Dell’edificio ; sì fallaci e tante 

Ch'egli stesso ebbe impaccio e lunga briga 
A. trovarne l'uscita, . . 4 34 «+. 


Realtà o leggenda ? Fin dai tempi di Diodoro e di Plinio non 
se ne trovavano più vestigia di sorta, il che farebbe credere 
piuttosto alla leggenda sebbene i Cretesi vogliano ritenere 
come resti del labirinto ove si smarrì la bella Arianna, figlia 
di Minosse, certe caverne a gallerie coperte che trovansi nella 
loro isola rocciosa. 

Il laberinto di Creta era rappresentato in varii modi e, tra 
altri, in quello indicato nella fig. 19, sulle monete della città di 
Gnosse ; tale disegno corrisponde a quello della fig. 20 disposto 
in cerchio anziché in rettangolo. 

La fig. 19 venne d'altronde interpretata anche come la ma- 
niera in cui un certo numero di persone danzanti dovevano 
tenere in mano una certa corda. 

Disegni analoghi ma più complicati si trovano in molti mo- 
saici e gioielli romani, come pure ricamati su varii manti di 
gala degli imperatori romani. 

Esistono peró realmente rovine di altri labirinti a Lemno, 
Agrigento, Clusio. Quest'ultimo edificio fu sepoltura di Por- 
senna secondo Varrone, citato da Plinio, il quale lo dice un 
monumento della follia e della vanità umana. 

Le complicazioni geometriche del laberinto passarono nel 
Medio Evo nei pavimenti delle chiese gotiche; in alcuni casi 
la Via Crucis era posta appunto sotto forma di complicati ri- 
giri che conducevano alle varie Stazioni terminando al Cal- 
vario. In Francia sono di tal genere i pavimenti delle catte- 
drali di Reims, Chartres, Sens, Amiens, Bayeux, ecc. Quelli 
di Chartres e di Bayeux esistono ancora, come pure quelli di 
S. Maria in Trastevere a Roma e di S. Vitale a Ravenna. 
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Queste riproduzioni più o meno complicate di laberinti an- 
tichi si devono probabilmente alle applicazioni che se ne fe- 


cero, come si è detto, sotto l'Impero romano. Decorazioni di 
tal genere, costituite da una specie di nastro senza fine si 
trovano pure sui muri nel Duomo di Lucca, d'Aix (Provenza) 


9 di Poitiers. 
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In Inghilterra si tracciavano sentieri di tal genere in mezzo 
a prati confinanti con Conventi e probabilmente i frati dove- 
vano percorrerli per esercizio religioso. Se ne possono vedere 
ancora alcuni, per esempio, a Rocklitf Marshes (Cumberland), 
Asemby (Yorkshire), Alkborough (Lincolnshire) Wing (Rutlan- 
dshire) Bougliton-green (Northamptonshire), Comberton (Cam- 
bridgeshire), Satfron Walden (Cantone d'Essex») Chilcombe 
presso Winchester. 

I labirinti più moderni, introdotti in Inghilterra dall'Italia 
durante il Rinascimento, erano annessi ai palazzi od ai grandi 
castelli costrutti sotto i regni dei Tudor e degli Stuardi, Quello 
unito al castello di Hampton Court presso Londra (soggiorno 
prediletto di Guglielmo II) è abbastanza complicato (fig. 21) 


Fig. 21. 


ma siccome non contiene nadi d’ordine superiore al 3, si può 
percorrerlo abbastanza facilmente tenendo sempre la destra, 
per esempio. 

I laberinti, se anche non se ne conosca la pianta, si possono 
percorrere senza sinarrirsi tenendosi sempre vicino ad uno 
stesso lato, destro o sinistro, della via, gelleria, nastro, eco., 
che li costituisce. 

Passiamo ora a dare la dimostrazione di tale possibilità. 

La teoria dei labirinti rientra in quella dei percorsi continui 
studiata nel 8 precedente, poichè possiamo considerare i cro- 
ciechi di un labirinto come nodi d'una figura geometrica le 
cui linee sarebbero le congiungenti di tali nodi ossia le vie, 
gallerie, ecc, del labirinto, 
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Immaginando di percorrere due colte ciascuna delle vie del 
labirinto, ogni nodo della figura geometrica ad esso corri- 
spondente risulterà puri epperó, per la regola già enunciata, 
sarà sempre possibile percorrerlo tutto quanto, da qualsiasi 
punto si parta. In questa supposizione non si segue certamente 
la più breve via per percorrere il labirinto, ma si è certi di rag- 
giungerne il centro ad un dato momento e di non ismarrirsi. 

Sempre in base alla teoria dei persorsi continui, diremo che 
un labirinto si può sempre percorrere tutto quanto in un sol 
tratto quando non presenti altri nodi d’ordine dispari che 
l’entrata ed il centro. 

Le regole trovate da Trémaux per percorrere i labirinti si 
possono così riassumere, chiamando crocicchi vecchi, quelli 
che furono già percorsi una volta e nuoc: quelli che ancora 
non furono mai seguiti. 

1° Quando si perviene ad un crocicchio nuovo si puo se- 
guire una via qualsiasi. 

2,» Quando si perviene per una via nuova ad un erocicchio 
vecchio od all'estremità cieca d'un corridoio si retrocede se- 
guendo la via già percorsa. 

3.» Quando si perviene per una via vecchia ad un crocicchio 
vecchio, bisogna avviarsi per una via nuova se esiste, e in caso 
contrario si deve seguire una via antica. 

4° Ogni via già percorsa due volte deve lasciarsi da parte- 

Si può osservare ancora che, giunti ad un crocicchio qual- 
siasi di tutte le vie che le regole enunciate permettono di se- 
guire, è da preferirsi la più prossiama sia a destra che a sini- 
stra, il che corrisponde al percorso più semplice. 
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Linee geodetiche. 


Ecco un esempio semplice di ricerca di linee geodetiche cioè 
linee di minimo percorso fra due punti su di una data super- 
fieie. Nel nostro caso si tratta di superfici piane e quindi il 
problema non offre alcuna difficoltà. Eccolo sotto una forma 
piuttosto puerile. 


In una stanza di forma parallelepipeda il pavimento è un 
rettangolo di metri 5 per 7 e l'altezza è di m.4. Sulla oer- 
ticale del mezzo d'una delle pareti minori, a 50 cm. dal 
soffitto, sta un ragno che ha preso di mira una mosca si- 
tuata sulla parete opposta, sulla verticale nel mezzo di 
essa è distante em. 56 dal pavimento. Quale è la via più 
breve che possa seguire il ragno per raggiungere la moscu 
supposta immobilizzata dal terrore? 


La fig. 22 rappresenta lo sviluppo in piano delle facce del 
prisma costituente la stenza. Siano Z il pavimento Y e W le 
pareti maggiori, X il soffitto ed U la parete sulla quale, in M, 
trovasi la mosca. La parete opposta ad U potrà avere, nello 
sviluppo, una delle quattro disposizioni (1) (2) (3) (4) nelle quali 
R indica la posizione del ragno. Parimente, la parete U potrà 
avere una delle quattro posizioni I- H - Ш - IV. Si potranno 
dunque condurre da M ad R nelle varie posizioni 4X4 cioè 
16 rette che rappresenteranno i possibili percorsi del ragno. 
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Fra questi si tratta di determinare quale sia il minimo. Non sj 
puó stabilire per questo una regola generale, come vedremo. 

Indichiamo, in generale con a la distanza del ragno dal sof- 
fitto, cioè R, S e con c quella della mosca del pavimento M, G 
e, per semplificare, supponiamoli entrambi sulla verticale del 


Fig. 22. 


mezzo della parete rispettiva, come è indicato nel problema 
Siano b la lunghezza GH della stanza, m la larghezza DE, 
n l'altezza C D. 

Potremo cosi esprimere nel modo seguente le lunghezze 
delle 16 congiungenti di M con R, che indicheremo rispettiva- 
mente con I (1) - I(2)...... MII) ecc. 
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10 (+04 0) unn NM = kg 
1(2) (à + b + о? (т 4 п) = kg 
1(3) (++ о) (а-а + 1) ека 


I (4) c+b+n—a=k, 


I) (т + 0) (а т4л – с)? = К, 
, mM m Bs 
u (o o) +(f+n-0) = kg 

Il (3) (m +b} + (п a— с = k? 


Il (4) (n-a +0 +5) pn 


ша) (5-+ә+»-е] + (a+ A) =kg 
Ш (2) n_-c+b+a=kw 
III (8) us +04+n-0) (auus 


Ша) (п -а +0 + п – с)? 4 (т 4 п) = К, 


ІУ (1) (m {+ by 4 (п – с – а)? = Ку? 


IV) (ase) (nem te 


IV(3 (т +0) (п ефт 4 а) = ky? 


IV (4) (n-a+0+%) + (а-а 
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Valori di k? 


2330 


1600 


1658 


1764 


2969 


1873 


1961 


1849 


2845 


1845 


2197 


2501 


2385 


2385 


3385 


2197 


1845 


2845 


4517 


— ag 


Ora, a seconda dei valori di a, 0, е, m, n risulta minimo uno 
piuttosto che un'altro dei 16 percorsi. Basteranno due esempii: 


per: az b = 3) emi Ho = 15 
sì hanno per k i valori indicati nella prima colonna, e per: 
a b —30 ye m = 16 n=12 


si hanno quelli della seconda colonna; da essi risulta che, nel 
ri 

primo caso, il percorso minimo è la № = I(2)— V 1600 = 40 e 

nel secondo è invece A— 71/2) = ү 1681 = 41. 


Si dicidano i lati d'un quadrato in n parti uguali e si con- 
ducano per i punti di divisione altrettante parallele ai 
lati del quadrato, che risulterà così scomposto in п? qua- 
drelli uguali. Per passare da un vertice del quadrato dato 
а quello opposto, si possono seguire parecchie linee spezzate 
differenti, fra le quali ve ne sono di minime ed eguali fra 
loro; quante? 


Questi percorsi minimi sono tutti uguali alla somma di due 
lati del quadrato dato cioé di 2 n piccole divisioni. Inoltre essi 
comprendono tutti л divisioni orizzontali ed n verticali. Il pro- 
blema rinviene dunque a trovare il numero delle permutazioni 
con ripetizione, di due sorta di linee ripetute ciascuna n volte. 
Tale numero é dato dalla formola: 


P, n 
Pn P, 


тр e RIU OAV (п + 1) 
=С/„= E зія 


1.2.3 n 


Questo quoziente, è appunto uguale alla somma dei quadrati 
dei coefficienti del binomio di Newton e si può anche scriverlo 
sotto questa forma: 


2610-46 e (n 2) 
779 9S TERTIO 


Partendo da x (fig.23) per andare in y, toccando i punti a, b, 
€, d, e, e percorrendo soltanto delle diagonali, quale è il 
percorso minimo? Quale è il massimo? 

GuHERSI. — Matem, dilett. 3 
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I. — Notando che dai punti x, b, e, y, le diagonali possibili 
sono 5, e da a, с, d sono 6, si trova che i percorsi che soddi- 


Fig. 24, 


sfano alle condizioni stabilite sono 71 e fra essi il minimo 
è x, e, a, b, с, d, y eil massimo è x, €, b, d, e, a, y. 
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CNS 4 
BI. — Il percorso minimo, nella fig. 25 è x, a, е, d, с, by 
ed il massimo è x, c, a, d, b, e, y. 


Fig. 25. 


П problema della coloritura delle carte geografiche. 


Questo problema, che praticamente dovette essere risolto 
dai cartografi da molto tempo, si può ridurre a questa propo- 
sizione : 


Quattro colori sono sufficienti per colorire una carta geogra- 
fica divisa in tante regioni, in modo che due regioni con- 
tigue non siano del medesimo colore. 


In mancanza della dimostrazione rigorosa, che presenta 
gravi difflcoltà e che ancora non fu data, si può accertarsi 
dell’esattezza della proposizione col seguente ragionamento. 

Siano A, B, C, tre regioni continue ed una terza M contigua 
con A, Be C. La regione M non può avere che due posizioni, 
cioé: o completamente esterna ul perimetro esterno della 
figura A+ B+C, o completamente interna al perimetro in- 
terno di tale figura, posizione questa che indicheremo con M'. 

In entrambi i casi, ogni porzione libera della superficie del 
piano della figura è compresa nei contorni dj tre regioni sola- 
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mente e quindi non é possibile tracciare una nuova regione 
N contigua con A, B, C ed M. Il che vale quanto dire che è 
sempre possibile disegnare sul piano quattro regioni contigue 
ma che è impossibile disegnarne cinque. 
Se A, B, C, non sono contigue una con l'altra, o se M non é 
contigua con A, B, C, non è necessario colorirle tutte in modo 


Fig. 26. 


diverso, onde ne segue che quello considerato è il caso più 
sfavorevole. D'altronde il ragionamento fatto sussiste anche 
quando s'immogini una delle regioni ridotta ad un punto, 

Devesi inoltre considerare che sono rimasti infruttuosi i ten- 
tativi fatti finora per tracciare una carta sul piano per la quale 
sia necessario usare piü di quattro colori, il che costituisce 
un altro argomento favorevole all'esattezza della proposizione 
in questione. 
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PROBLEMI DIVERSI 
SULLA SCACCHIERA 


Regine. 


I. — Disporre otto regine sulla scacchiera in modo da co- 
mandare il minor numero possibile di caselle. 


Una soluzione del problema sarebbe la seguente, nella quale 
abbiamo undici caselle che non sono sotto scacco. Si può ot- 


tenere lo stesso risultato con altre disposizioni. Non si ha fl- 
nora una soluzione che lasci più di 11 caselle libere, nè una 
dimostrazione che ciò sia o no possibile. 


www.rcin.org.pl 


ig 


II. — Disporre su di una scacchiera n regine (n < 5) in modo 
da comandare il maggior numero possibile di caselle. 


Esempio. — Si possono disporre quattro regine in varie ma- 
niere, in modo da comandare 58 caselle oltre quelle che occu» 
pano, sicchè non ne restino che due sole che non siano sotto 
scacco. Ecco Je disposizioni: 


Fig. 29. 


Si potrebbe proporre un problema analogo in questi termini: 
Determinare il numero minimo di regine e le posizioni in 
cui occorrerebbe disporle su di una scacchiera di m? caselle 
perché tutte le caselle risultassero occupate. 


— 39 


Il problema delle otto regine. 


. Su di una scacchiera comune, cioè di 64 caselle, si tratta di 
collocare otto regine in modo che nessuna di esse possa 
esser presa da una delle altre, il che corrisponde a di- 
sporle in modo che due qualsiasi non si trovino mai su di 
una stessa retta parallela ad uno dei lati della scacchiera 
né ad una sua diagonale. 


«Questo problema venne proposto la prima volta da Nauck, 
fu risolto nel 1850 da Gauss che ne trovò tutte le 92 soluzioni. 
Molti altri matematici se ne occuparono, e il Prof. Glaisher 
dell’Università di Cambridge ne fece l’estensione al caso di 6-7 
regine per scacchiere quadrate di 36 o 49 caselle, 

Nel 1874 il Dr. Ginther ne diede una soluzione basata sulla 
teoria dei determinanti. Consideriamo, per semplicità, una 
scacchiera di 25 caselle. Otterremo le posizioni possibili delle 
cinque regine sviluppando il determinante 


Gy Dy Lg da es 
Bz а la cs de 


є % у # ds 


nel quale ciascun elemento rappresenta la corrispondente ca- 
sella della scacchiera e lasciando da parte tutti i termini nei 
quali, sia una stessa lettera, sia lo stesso indice figura più di 
una volta. 

Infatti ciascun termine del determinante contiene soltanto 
un elemento preso in ciascuna linea orizzontale e in ciascuna 
colonna verticale epperò indicheranno posizioni sulla scac- 
chiera nelle quali le regine non possono essere prese l'una 
dall'altra, limitandone i movimenti a quelli della torre. Inoltre 
nel determinante le lettere e gli indici sono disposti in modo 
che la medesima lettera e il modesimo indice figurano nel 
senso delle diagonali, cioè nel senso del movimento dell’alfiere; 
perciò se non conserviamo che i termini nei quali tutte le let- 
tere e tutti gli indici siano differenti, essi rappresentano le ca- 
selle della scacchiera sulle quali le regine non potranno esser 
prese tra loro con movimenti uguali a quelli dell'alflere. 
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Il determinante indicato contiene 120 termini, ma uno di 
8° ordine ne contiene 1+-2.3--.... 8 ossia 40320; ne segue che il 
metodo di Günther non é praticamente applicabile alla solu- 
zione del problema delle otto regine a meno di trovare una 
maniera semplice, rapida di riconoscere i 
termini da conservare nello sviluppo del 
determinante. 

Daremo alcune soluzioni, indicando con 
cifre la posizione delle regine sulla scac- 
chiera; così per una scacchiera di quattro 
caselle di lato, 2413 indicherà che la prima 
regina si trova nella seconda casella della 
prima colonna, la seconda nella quarta ca- 

Fig. 30. sella della seconda colonna, ecc. come ve- 
desi nella fig. 30. 

Le soluzioni fondamentali possono dar luogo a due, quattro 

od otto soluzioni, come vedesi nel seguente prospetto : 


Caselle Soluzioni fondamentali 
della  - 
scacchiera da 2 soluzioni | da 4 soluzioni da 8 soluzioni 
e | 3142 | Ta ES 
5? 25814 = 14253 
62 — ! 246135 = 
7% — 5724613 1357246 
— 2574136 3572461 - 4613572 
= 3162574 
35281746 46152837 - 61528374 


72631485 - 57263148 

16837425 - 48157263 

51468273 - 42751863 
51863724 


| 
8? | d | 
| 35841726 - 58417263 


Il problema delle otto regine consiste nello scegliere fra le 
soluzioni delle otto torri (v. oitre) le permutazioni nelle quali 
la differenza assoluta di due eifre qualsiansi non sia uguale 
alla differenza dei posti occupati da queste due cifre nella per- 
mutazione considerata ; il che rinviene a tener conto del mo- 
vimento dell'alflere unitamente a quello della torre. 
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Tutto si riduce dunque a trovare i numeri di otto cifre for- 
mati delle otto prime cifre, tutte diverse ina in un ordine qua- 
lunque, per modo che la ditferenza di due tra esse sia diversa 
dalla differenza dei posti clie esse occupano. 

Tali numeri, o soluzioni, in numero di 92, trovate separata- 
mente da Günther e Glaisher e da Bellavitis, sono riuniti nel 
seguente quadro, che si può costruire con un metodo assai 
semplice, dovuto a Gauss. 


] | Т 
1 | 1586 3724 | 24 | 3681 5724 | 47 | 5146 8273 | 70 | 6318 5247 
2 | 1683 7425 | 95 | 3682 4175 | 48 | 5184 2736 | 71 | 6357 1428 
3 | 1746 8253 | 26 | 3728 5146 | 49 | 5186 3724 | 72 | 6358 1427 
4 | 1758 2463 | 27 | 3728 6415 | 50 5246 8317 | 73 | 6372 4815 
5 | 2468 3175 | 98 | 3842 1625 | 51 | 5247 3861 ; 74 | 6372 8514 
6 | 2571 3864 | 29 | 4158 2736 | 52 | 5261 7483 | 75 6374 1825 
7 | 2574 1863 | 30 | 4158 6372 | 53 5281 4736 | 76 6415 8273 
8 | 2617 4835 | 31 | 4258 6137 | 54 , 5316 8247 | 77 6428 5713 
9 | 2683 1475 | 32 | 4273 6815 | 55 | 5317 2864 | 78 | 6471 3528 
10 | 2736 8515 | 33 | 4273 6851 | 56 5384 7162 | 79 | 6471 8253 
11 | 2758 1463 | 34 | 4275 1863 | 57 | 5713 8642! 80 | 6824 1753 
12 | 9861 3574 | 35 | 4285 7136 | 58 | 5714 2863 | 81 | 7138 6420 
13 | 3175 8246 | 36 | 4286 1357 | 59 | 5724 8136 | 82 | 7241 8536 
14 | 3528 1746 | 37 | 4615 2837 | 60 | 5726 3148 | 83 | 7263 1485 
15 | 3528 6471 | 38 | 4682 7135 | 61 | 5726 3184 | 84 | 7316 8524 
16 | 3571 4286 | 39 | 4683 1752 | 62 | 5741- 3862 | 85 | 7382 5164 
17 | 3584 1726 | 40 4718 5263 | 63 | 58И 3627 | 86 | 7425 8136 
18 | 3625 8174 | 41 | 4738 2516 | 64 | 5841 7263 | 87 | 7428 6135 
19 | 3627 1485 | 42 | 4752 6138 | 65 | 6152 8374 | 88 | 7531 6824 
20 | 3627 5184 | 43 | 4753 1682 | 6G | 6271 3584 | 89 8241 7536 
21 | 3641 8572 | 44 | 4813 6275 | 67 | 6271 4853 90 | 8253 1746 
22 | 2642 8571 | 45 | 4815 7263 | 68 | 6317 5824 | 91 | 8316 2574 
23 | 3681 4752 | 46 | 4853 1726 | 69 | 6318 4275 | 02 | 8413 6275 


Si colloca dapprima una regina nella prima casella della 
prima colonna a sinistra; se ne colloca poi una nella seconda 
colonna nella casella meno alta clie sia possibile, e cosi di se- 
guito, cercando sempre di collocare una regina in una nuova 
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colonna a destra il più basso possibile, tenendo sempre presente 
la regola del giuoco riguardo alla presa possibile da parte 
delle regine già collocate. 

Quando non si può più collocare nessuna regina nella sua 
colonna, si alza quella della colonna precedente di una, due 
caselle e si continua sempre, secondo lo stesso metodo a non 
alzare una regina che quando non vi sono più posizioni am- 
missibili per l'insieme delle regine da collocare a destra. 

Ogni volta che una soluzione è trovata la si scrive secondo 
la notazione convenuta, e le soluzioni risultano in tal modo 
allineate nell’ordine numerico della notazione. 

Se ne può fare una verifica riunendo in uno stesso gruppo 
tutte le soluzioni che si possono dedurre da una prima, me- 
diante la rotazione o il rovesciamento della scacchiera o ne- 
gli altri modi precedentemente indicati. 


Abbiamo accennato a soluzioni fondamentali e ad altre de- 
ricate. Queste si possono dedurre da quelle immaginando di 
far rotare la scacchiera d'un quarto di giro nel senso opposto 
51 movimento delle sfere dell’ orologio. Così dalla soluzione 
della fig. 31 si puó passare a quella della fig. 32. 

Le notazioni relative sarebbero 68241753 e 26174835. Si puó de- 
durre la fig. 33 dalla 32 e la 34 dalla 33 mediante nuove rotazioni 
della scacchiera, d'un quarto di giro; le relative notazioni si 
possono ottenere dalle due prime in questo modo. Scriviamone 
le cifre in ordine inverso : 

68241753 26174835 
35714286 53847162 
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prendiamo il complemento di ciascuna cifra al 9 
64285713 46152837 


e queste saranno le notazioni delle fig. 33 e 34, 


Fig, 33. 


La fig. 35 rappresenta una soluzione che dà luogo ad una 
sola soluzione derivata, poiché facendo rotare la scacchiera 


d’un mezzo giro si ritrova la stessa disposizione. La relativa 
notazione sommata col numero rocescíato dà per somma un 
numero di soli 9. 
46827135 
53172864 
999993999 
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Ahbiamo veduto che si possono avere soluzioni che non 
diano luogo a nuove soluzioni derivate quando si faccia ro- 
tare d’uno o più quarti di giro la scacchiera. Questa soluzione 
singolare non può presentarsi che quando il lato della scac- 
chiera contiene un numero di caselle multiplo di 4 o di 4+1. 
Questa regola soffre però eccezione per la scacchiera di otto 
caselle di lato. 

Sono esempi di queste soluzioni la 2413 per la scacchiera di 
16 caselle e 25314 per quella di 25 caselle. 

Si puó notare che ancora una qualsiasi delle disposizioni con- 
siderate si puó invertire come se se ne considerasse l'immagine 
in uno specchio, il che corrisponde allo scriverne la notazione 
8 rovescio. 


Cavalli. 


Qual ё il numero massimo di cavalli che si possono disporre 
su di una scacchiera di m? caselle, in modo che tutte le 
caselle siano occupate o vedute, senza che due cavalieri 
siano in mutua presa ? 

m? +i 


[ JR 


nel caso che т sia pari, ed 


А ga QI 
T; numero richiesto sarà —, 


nel caso in cui sia dispari. 

Venne pure proposto di: Trocare il minimo numero di са- 
valli che si possono disporre su di una scacchiera di M? cd- 
scile in modo che tutte siano occupate o vedute, senza che due 
cavalli siano in mutua presa. 


DET 
Р a a, 


Fig. 16.. | — — po ыла | 


Problema di Guarini. — Abbiasi una scacchiera di 9 caselle 
e si dispongano nelle caselle (fig. 36) perimetrali dei cavalli del 
gioco di scacchi nel modo seguente : 


« e d due cavalli bianchi 
bec » » neri. 
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Si tratta di spostarli in modo che i cavalli bianchi vengano 
ad occupare le caselle b, e e viceversa quelli neri le caselle a, d. 

La soluzione è assai semplice. Si portano i pezzi da а in A, 
da b in B, da cin C e da d in D. Poi da A in d, da B in a, 
da C in b e da D in c. Si ottiene così lo stesso effetto come 
con una rotazione della scacchiera di un quadrante. Si ripe- 
tono allora i ‘movimenti, ossia si spostano successivamente i 
pezzi da a in A, da b in B, da с in C e da d in D; poi da A 
in d, da B in a, da C in b e da D in c, e si ottiene cosi la so- 
luzione cercata. 

L’insieme dei percorsi dei cavalieri 
costituisce un'ottagono stellato (fig. 37) 
una metà del quale è descritta da cia- 
scuno dei cavalieri. 


Il salto di cavallo. — E’ ben noto 
questo problema geometrico che con- 
siste nell’ occupare successivamente 
una sola volta tutte le caselle della 
scacchiera facendo muovere un solo Fig. 37. 
pezzo, it cavallo. 

Numerosissime ricerche furono fatte in proposito, le quali 
stanno ad atfermare quanto sia arduo lo studio matematico 
del gioco di scacchi tentato dal russo Jaenisch; difficilmente 
la mente nostra può afferrare il complesso dell’intricata rete 
di movimenti possibili nella cerchia delle regole di gioco, 
coi 32 pezzi della scacchiera. 

Indicherò alcune fra le tante soluzioni del problema propo- 
ste dai molti che se ne occuparono (Eulero - De-Moivre - Warn- 
sdorff - Roget, ecc.). 

Se la scacchiera ha numero pari di caselle, il percorso da 
seguire può essere rientrante o no, ma se tale numero è di- 
spari il percorso non può essere rientrante perché l'ultima 
mossa del cavallo lo porta su di una casella dello stesso ca- 
lore di quella di partenza e quindi nessun movimento di salto 
potrà riunire tali due caselle. 

Nelle antiche soluzioni di De Montmort e De Moivre, appli- 
cabili a scacchiere d’un numero qualsiasi di caselle, si suppone 
la scacchiera divisa in un quadrato centrale di 16 caselle cinto 
da una fascia di 2 caselle. Se all’ origine il cavallo si trova 
sopra una casella della fascia, esso si sposta lungo tale fascia 
e sempre nello stesso senso, in modo da toccare ciascuna ca- 
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sella, non penetrando nel quadrato centrale che in caso di 
assoluta necessità. Quando le caselle della fascia sono state 


Fig. 39. 


occupate tutte è facile proseguire nel salto sino alla fine, Se 
il cavallo era all origine su di una casella del quadrato cen- 
trale, si procede in senso contrario. 
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La fig. 38 corrisponde ad una soluzione per scacchiera di 64 
caselle. La fig. 39 rappresenta una soluzione a percorso rien- 
trante, di Eulero, per scacchiera di 36 caselle. 

La regola data da Eulero, che è applicata nella fig. 40 ad 
uno dei casi piü difficili, consiste in questo. Si comincia a muo- 
vere il cavallo comunque, fino a che esso non possa più spo- 
starsi; sia 1-2-3 +... 60 il percorso cosi effettuato, іп modo 
che non restino più da occupare che quattro caselle a, b, c, d 


$5 | 58 | 29 | 40 | 27 | M | 19 | 22 


во | зо | 56 | 49 | 30 | 21 | 20. | 45 
SATYN 57 | 56 | 59 1 98 | 40 |18 |23! 20 


Fig. 40. 


Si comincia col rendere rientrante il percorso da 1 a 60. La 
easella 1 comanda una casella p che sarà 32, 52 0 2; la casella 
60 comanda una casella q che sarà 29, 59 о 51. Se due di tali 
valori di p e q differiscono tra loro d'una unità, come nel no- 
stro caso avviene per i valori р = 52 q = 51, la via può essere 
resa rientrante. Così le caselle 1.92.3...» 51; 60.59»... 52 
formano un percorso rientrante di 60 movimenti. Quindi so- 
stituendo i numeri 60-59 +--. 52; con 52. 53 ·... 60, i salti sa- 
ranno numerizzati consecutivamente. Si tratta ora d'intro- 
durre nel percorso le caselle a, б, d. Nel nuovo diagramma 
di 60 caselle formato nel modo indicato, la casella a comanda 
le М, 53, 41, 25, 7, 5 e 3. E’ indifferente la scelta di una o di 
un’altra di esse; scegliamo il 51: esso deve essere messo al- 
l’ultimo posto nel percorso delle 60 caselle, in modo che po- 
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tremo proseguire coi movimenti a, b, d. Per conseguenza, se 
si aggiunge 9 = 60 — 51 a ciascun numero del diagramma co- 
strutto, sostituendo 61 - 62 · 63 «-»-- 69 con 1-2 +3-«»- 9 si ottiene 
un percorso partente dalla casella occupata primitivamente 
dal 60, il sessantesimo movimento si fa sulla casella occupata 
all’origine dal 51 e i movimenti 61*» 62»» 632» ci conducono ri- 
spettivamente alle caselle a, b, d. 

Passiamo ora ad introdurre la casella c. Poiché с comanda 
la casella che attualmente porta il n.° 25, e che 63 comanda 
la 24, si puó operare come precedentemente si é fatto per ot- 


tenere una via rientrante. Infatti le caselle 1,2.3.....24; 
62. 63 ++... 25, c costituiscono un salto di cacalío; soslituiamo 
63 - 62 .... 25 con 25-26 ---- 63 e allora il 64 cadrà sulla casella c. 
Si ha così un percorso che copre senza lacune la scacchiera. 

Occorre in ultimo rendere questo percorso rientrante. A tal 
uopo le caselle 1 e 64 debbono essere situate una presso l'altra 
e ciò può ottenersi nel seguente modo: Prendiamo una delle 
caselle comandate da 4, la 28 p. es., la quale a sua volta co- 
manda 1 e 27. Per conseguenza le caselle 64- 03 •... 28; 1.2.3 
** 27 costituiscono un percorso e potremo rappresentare que- 
sta disposizione sul diagramma sostituendo i numeri 1:2»... 27 
con 27-26... 1. 
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Ora, la casella occupata da 1 comanda le caselle 26, 38, 54, 
12, 2, 14, 16 e 28 e 1а casella 64 comanda le 13, 43, 63, 55. Le ca- 
selle 13 e 14 essendo consecutive, ne segue che le caselle 
64 + 63 .-.. 14; 1.2.3... 13 formano un percorso. Quindi sosti- 
tuendo i numeri 1 + 2 è 3 «+++ 13 con 13» 12 ----1 si ottiene un per- 
corso rientrante che copre la scacchiera e che è rappresen- 
tato dalla fig. 41. 

Eulero dimostró la possibilità di dedurre da un percorso 
rientrante qualsiasi, altri sette percorsi rientranti. 


Si può anche far cominciare il percorso da una casella de- 
terminata e farlo terminare ad una casella pure determinata. 

Altre modiflcazioni a questo suo metodo furono studiate da 
Eulero per adattarlo a casi comprendenti condizioni restrit- 
tive, quale ad esempio, il seguente nel quale le prime 32 mosse 
debbono effettuarsi senza invadere l'altra metà della scac- 
chiera (fig. 42). 

L'ordine delle 32 mosse può essere determinato col metodo 
d’Eulero. Aggiungendo 32 a ciascuno dei numeri iscritti nelle 
caselle percorse nelle prime 32 mosse, si ottiene una serie cor- 
rispondente di mosse da 33 a 64 che coprono l’altra metà della 
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scacchiera. Ma, generalmente, la 33 non è comandata dalla 32 
quindi non dà il passo al cavallo, come pure la 64 non è co- 
mandata dalla 1. 

Nondimeno Eulero dimostrò la possibilità di effettuare le 
prime 32 mosse in modo tale che facendo rotare di due angoli 
retti la metà della scacchiera contenente i movimenti da 32 
a 64, i due percorsi non ne formano più che uno solo rientrante. 

Se indichiamo con гг ed y le coordinate di una casella qual- 
siasi rispetto a due lati consecutivi della scacchiera, possiamo 
chiamare complementare quella le cui distanze dai lati oppo- 


Fig. 43. 


sti sono rispettivamente uguali ad г e у. Cosi æ ed y indi- 
cando la colonna e la riga d'una casella, le due caselle (c, y) 
e (9 — 2, 9 — y) saranno complementari. Quindi nella soluzione 
di Eulero, due numeri iscritti in due caselle complementari 
differiscono di 32. Così, ad esempio, la casella (7, 3) è comple- 
mentare della (2, 6) occupate rispettivamente da 27 e 59 = 27 -- 32. 

Il metodo di Eulero fu da lui dimostrato applicabile a scac- 
chiere rettangole o a forma di croce. 

La soluzione ideata da Collini nel 1773 è basata sull'uso esclu- 
sivo di percorsi simmetrici tracciati senza vincolo con la ca- 
sella iniziale, ma riuniti in ultimo in modo da rendere possi- 
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bile al cavallo di partire da tale casella. Questa soluzione servi 
di base ai metodi moderni fra i quali quello del Dr. Roget è 
uno dei migliori. 

Si divide il percorso in quattro circuiti da potersi combinare 
in modo da permettere al cavallo di partire da una casella 
qualunque per arrivare ad altra casella qualunque, di diverso 
colore. Si ha dunque un percorso rientrante se si sceglie la 
casella d'arrivo fra quelle comandate dalla casella d'origine. 
La regola di Roget è applicabile solamente alle scacchiere di 
(4 n)? caselle. 


Fig. di. 


Nel caso della scacchiera comune di 64 caselle, si comincia 
col dividerla in quattro quadrati di 16 caselle ciascuno ; ognuno 
di questi quadrati può a sua volta essere scomposto in quattro 
gruppi di quattro caselle ciascuno formanti un percorso di ca- 
vallo; nella fig. 43 le caselle dello stesso gruppo sono indicate 
con lettere uguali, due vocali e due consonanti. Le 16 caselle 
segnate con le stesse lettere possono essere disposte in modo 
da costituire un circuito a salto di cavallo. Se la scelta della 
casella finale non è fissata il percorso potrà essere rientrante, 
nel qual caso si potrà fare in modo che il percorso del ca- 
vallo in ciascun gruppo di quattro caselle omonime sia lo 
stesso; così, per esempio, nella fig. 44 tutti i gruppi che com- 
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prendono la lettera f sono disposti in modo da formare un 
circuito a calto di cavallo; cosi pure quelli corrispondenti alle 
lettere g, a, e. 

Il problema consiste nel formare, coi quattro circuiti, un 
percorso di salto di cavallo da una casella data ad altra pure 
data (ma di diverso colore) coprendo tutta la scacchiera. 

Si può risolverlo seguendo queste regole: 

1.» Se le caselle di partenza e d’arrivo sono designate l'una 
con una consonante e l'altra con una vocale, si seguono alter- 
natamente circuiti rappresentati da consonanti e da vocali, 


cominciando da quello di 16 caselle contraddistinto con la let- 
tera della casella iniziale e terminando con quello contraddi- 
stinto con la lettera della casella finale. 

La fig, 45 dà un esempio di tale soluzione. 

2.» Se entrambe le caselle di partenza e d' arrivo sono de- 
signate con vocali o consonanti, si sceglie dapprima una ca- 
sella M che appartenga allo stesso circuito della casella finale 
Z e ad un movimento di distanza di questa casella; si sceglie 
poi una casella N appartenente a specie differente da quella 
della casella Z e a un movimento di distanza di M, doppia 
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operazione che è sempre possibile. Lasciando allora in disparte 
le due caselle Z ed M si può, seguendo la regola già indicata, 
passare dalla casella iniziale alla N in 62 tratti e da Na Z 
in due. 

Bisogna peró evitare che nei primi tre circuiti il percorso 
non termini né ad una casella d' angolo né, possibilmente, ad 
una di perimetro. E' pure preferibile, tenendo calcolo di tali 
indicazioni, di seguire percorsi rientranti e di prendere cia- 
scuno di essi o ciascu- 
no dei gruppi di quat- 
tro caselle, nello stesso 
senso di rotazione. 


Nella fig. 46 sono indicate con A la casella di partenza, con 
Z quella d'arrivo, ecc. 

La fig. 47 indica una delle soluzioni possibili. 

Quanto al numero dei possibili percorsi tra due caselle pre- 
stabilite non fu stabilito finora in modo assoluto, ma si trovó 
che é piü grande di 31054144 e minore del numero delle com- 
binazioni di 168 oggetti presi 63 alla volta; il primo numero é 
quello dei percorsi rientranti d'uno speciale tipo. 

Le fig. 48-49-50 rappresentano vari modi di percorrere a salto 
di cavallo tutte le caselle d'una scacchiera di 3X4 quadrelli. 

Le fig. 51 e 52 rappresentano percorsi analoghi su due croci, 
dovuti ad Eulero. 


www.rcin.org.pl 


AJ. 
mp 
E 


ic 


= 


ERE 
de 


227 "m, 
EC. 
Е 


рә 


EG 
VI 


WWwW.rcin.org.pl 


-— 55 — 


I problemi delle Torri e degli Alfieri. 


Come si ba un problema delle otto Regine, ce ne possiamo 
proporre uno delle otto Torri ed uno degli otto Alfleri; da 
questi due si potrà poi dedurre la soluzione del primo poiché 
i movimenti della Regina non sono che quelli della Torre e 
dell'Alflere combinati. 


Torri. 


Si riduce a trovare le permutazioni degli otto primi numeri 
naturali, che sono: 


122 3 XA XC 0X6 X7 X8 = 40320 


Alfieri. 


Questo problema ё più complesso poiché se ne possono col 
locare fino a 14 sulla scacchiera senza che siano in presa l'uno 
coll''altro, cioé per esempio, otto nella prima colonna e sei 
nell’ullima, sopprimendo la due caselle estreme. 
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Il cantiniere infedele. 


I 


E 


sig. Candido (vedete predestinazione dei nomi!) ha fatto 
fare nella propria cantina un casellario per bottiglie, co- 
stituito da nove caselle formanti un quadrato ; la centrale 
è destinata a ricevere le bottiglie vuote provenienti dal 
consumo delle 60 piene ch'egli ha collocato nelle altre ca- 
selle, sei in ciascun angolo, e noce nelle caselle di mezzo, 
sì che sapeva di acere 21 bottiglie per ogni lato del qua- 
drato. Senonché il cantiniere infedele vendette 4 delle 
bottiglie e dispose le rimanenti 56 in modo che la sommu 
su ciascun lato risultava sempre di 21, riuscendo così a 
trarre in inganno il sig. Candido, che credette in una sem- 
plice trasposizione delle sue bottiglie. Visto che il tiro pas- 
sava liscio, il cantiniere pensò di asportare altre 4 botti- 
glie, e ripeté il gioco tante volte fino a che non gli fu рій 
possibile il ripeterlo senza che il numero delle bottiglie 
su ciascun lato risultasse inferiore a 21. 

Come dispose egli le bottiglie a ciascuna nuova sottra- 
zione e di quante bottiglie riuscì a defraudare il proprio 
padrone ? 


Indicando con a il numero delle bottiglie situate in angolo 
e con b quello delle bottiglie situate nelle caselle medie, do- 
vremo avere: 


2a+0=21 


Il numero delle bottiglie ё N — 42 --2 р, evidentemente. 
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Nel nostro caso si ha N=60, per cui b =) ed а = 6, dispo- 
sizione data dal sig. Candido alle sue bottiglie. Basterà fare 
successivamente N = 56, 52, 48, 44, e trovare i corrispondenti 
valori di a e b, notando che b non può essere pari. Essi risul- 
tano come dal seguente prospetto. 


N a b 
56 7 7 
52 8 5 
48 9 | 3 
41 10 1 


Per valori di N inferiori al 44 si avrebbe per 5 un valore ne- 
gativo. Dunque in totale il furto ammontò a 16 bottiglie e le 
disposizioni date alle rimanenti, volta per volta, furono quelle 
indicati nelle figure seguenti: 


Fig. 56. 
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Un problema analogo si potrebbe risolvere, per 26 bottiglie, 
ridotte a 24 nei modi seguenti: 


3 4 D | 4 4 
Е | 
4 4 4 
2 | Á 3 1 4 | 
З ETSI 
Fig. 58. Fig. 59. Fig. 60. 


Prima del furto (fig. 58 e 59). Dopo il furto (Ag. 60), 


Il tiro delle suore. 


In un dormitorio quadrato composto di otto celle si trovano 
delle suore distribuite in modo che ve ne sono tre in cia- 
scuna cella. La badessa, cieca, fa la sua visita e conta 
nove suore in ciuscuna fila di celle. Fa una seconda visita 
e trova ancora lo stesso numero di persone in ciascuna 
fila, sebbene siano entrate quattro serventi. Infine in una 
terza visita, trova ancora nove persone per fila benché le 
serventi siano uscite con quattro suore. 

Quali spostamenti hanno fatto le suore e le serventi ? 


Le figure seguenti forniscono la spiegazione dell’ enigma : 


| 3 i 3 3 | 
Уз. 
ар Е 
Totale 24. — Totale 28. Totale 20. 
Fig. 61. Fig. 62. Fig. 63. 
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Le serventi entrate potrebbero essere otto anzichè quattro, 
nel qual caso la seconda figura sarebbe così modificata : 


e dopo la seconda visita le otto serventi uscirebbero con quat- 
tro suore, cosicchè il totale da 32 persone si ridurrebbe sem- 
pre a 20. 

Si può fare il gioco anche su altra base, per esempio 7, nel 
modo quì indicato: 


л 
л 


Somma 16, Somma 24, Somma 20. 
Fig. 65. Fig. 66. Fig. 67. 


La croce di brillanti 


Una signora, molto ingenua, consegna al suo gioielliere una 
croce in brillanti (rappresentata nella fig. 68) facendogli 
notare come conosca il numero dei brillanti in essa in- 
castonati poiché contandoli da una delle tre estremità su- 
periori fino al basso della croce ne troca sempre nove; ma 
il givielliere, poco scrupoloso, si appropria due dei bril- 
lanti e restituisce la croce modificata in modo che la si- 
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gnora ingenua fatta la sua verifica troca sempre il suo 
conto. Quul’è il trucco usato dal givielliere? 


| 8 


Fig. 68. Ей. 69, 


Ce lo dice la fig. 69 che dà una somma totale di 13 brillanti 
anziché di 15. Si puó modificare la croce in altro modo pur 
soddisfacendo alla condizione del problema cioé abbassandone 
d'uno spazio i due bracci e aggiungendo a ciascuno di essi un 
brillante ; in tal modo la croce riesce a quattro bracci uguali 
e i brillanti sommano in tutto a 17.. ragione per cui il gioiel- 
liere si attenne all'altra modificazione. 


Salti di gettoni. 


I. — Abbiansi 10 gettoni disposti in linea retta, equidistanti г 
le pe E Ge wy Go ло 


Jormarne 5 pile equidistunti, seguendo la regola che un 
pedone possa saltare, tanto a destra che a sinistra, i due 
adiacenti. 


Dovremo considerare due casi, quello cioè in cui due gettoni 
sovrapposti sono considerati come due, e quello in cui sono 
considerati come ило. 
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Ecco due soluzioni relative al primo caso: 
5 1 9 3 7 


2 4 6 8 10 


P 
D 


5 9 1 3 


VOXeMEN Ua co, е е eps 


2 4 6 8 10 


. “u 


I. — Se cinque gettoni rappresentano cinque maiuscole R S 
TU V ed altri cinque le corrispondenti minuscole, in 
quale ordine si dovranno disporre, in linea retta, affinché 
sia possibile sovrapporre ciascuna maiuscola alla relativa 
minuscola, saltando sempre una sola coppia costituita di 
una maiuscola e di una minuscola? 


Ecco una soluzione del problema: 
FU s d RSV 


la eui teoria non é tanto seniplice come potrebbe credersi. 
Nella soluzione indicata gli spostamenti si fanno nell'ordine 
alfabetico, R su г, S su s, ecc. 


Problemi ferroviarii. 
L. — Un treno N, in una stazione munita d'un binario morto 
che non può contenerlo tutto, deve lasciar passare oltre 


un’altro treno M che viaggia nella medesima direzione. 
Quali manovre sono da farsi? 


MN t 


Fig, 70, 


Questo problema, ben noto e di continuo risolto special- 
mente nelle stazioni italiane così scarse di risorse d'ogni ge- 
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nere, si potrebbe risolvere in un modo spicciativo seguendo il 
consiglio che e dato in una nota molto candida d’un libro 
(d'altronde ottimo) del genere di questo; e tale consiglio sa- 
rebbe di mandare semplicemente il treno N e riposarsi nella 
stazione successiva provvista di tutte Je comodità ! 

Non volendo correre il rischio d'una bocciatura in tema di 
movimento, daremo la soluzione genuina del problema, del 
resto abbastanza facile. 


1.» Il treno N viene immesso per una parte N' sul binario 
morto, mentre la rimanente N" rimane sul binario, oltre lo 
scambio. 


N' 
LM MN" 


Fig. 71. 


2.0 Ii treno M oltrepassa lo scambio, prende la sezione N' 
dell’altro e la immette sulla linea principale (fig. 72) e l’altra 


N" 
N'M t 
Fig. 72. 


sezione N” con la macchina andrà ad occupare il binario morto. 
3.» Il treno M parte e non resta che ricomporre il treno N. 


N' :N"M 
Fig. 73. 
Il. — Incrociamento di due treni in una stazione a binario 
. di scambio troppo corto per contenerne uno per intieru. 


Si può risolvere questo problema con tre movimenti: 


1.° Immissione d'una parte A' del treno A sul binario di 
scambio, il treno B lascia libero lo scambio per inodo che A' 
puó essere rimorchiato fuori del binario di scambio (fig. 75). 
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2.» Condurre la parte A verso А’ fino ad oltrepassare lago 
per modo da poterla immettere sul binario di scambio (fig. 76). 

3.» Il treno B ritorna sulla via principale e parte, dopo di 
che si ricompone il treno A, ecc. 


aå. 1 t B. 
Fig. 74 
A 
A-B , 
Fig. 75 
è A-B A' 
Fig. 76, 
B.» б. 
Fig. 77 


IH., — Un treno composto d'una locomotiva L di vetture merci 
M e di vetture viaggiatori V si troca in una stazione 
provvista d'un binario di scambio S e d'un binario morto 
Z, sul quale trovansi dei vagoni m. Manocrare in modo 


VML 
vende 1 А, Р 
S < m 
Z 
Fig. 78 


che i vagoni m ed M prendano il posto gli uni degli altri 
senza che abbia mai a trovarsi alcun eagone sulla via 
principale P scompagnato dalla macchina. 
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Soluzione. — Il treno prende m e li porta su S; ripassa per 
P e riprende m. La locomotiva ripassa per P esi colloca a 
sinistra di m, poi il tutto spinge V ed M su Z; L ed 7n ritor- 
nano su S; L facendo il giro per A va a riprendere V che 
unisce ad m e facendo ancora il giro, sola, viene a fissarsi in 
avanti ad т. 


Passeggiate di educande. 


I. — Le educande d'un concitto, in numero pari, vanno ogni 
giorno a passeggio a due per due. Come si dovranno di- 
sporre volendo che ogni ragazza si trovi successivamente 
in compagnia di tutte le altre, ma una sola volta? 


Fig. 79. 


Supponiamo che siano 14 le educande. Dividiamo una circonfe- 
renza in 13 parti uguali e mettiamo una delle lettere (P) al cen- 
tro e le altre nei punti di divisione della circonferenza in un 
ordine qualunque; tracciamo poi le rette della fig. 79. La di- 
sposizione delle ragazze per la prima passeggiata sarà: 


AP - BO - CN - DM- EL - FI - GH. 
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Come nei problemi precedenti considereremo il reticolato 
rettilineo come un solo pezzo e lo immaginerenio rotato d'una 
divisione della circonferenza nel senso «delle sfere dell'orologio, 
rimanendo fisse le leltere sulla circonferenza. Così procedendo 
avremo per le successive passeggiate le combinazioni seguenti: 


OP - AN - BM - CL - DI - EH - FG; 
NP - OM - AL - RI - CHI - DG - EF; 
MP - NL - OI - AII - BG - CF - DE; 
LP - MI - NII - OG - AF - BE - CU; 
IP - LH - MG - NF - OE - AD - ВС; 


oO UU Y mI N 6 . 5 


Osservianio ora ele si presenteranno due casi da conside- 
rare, secondo che una delle lettere occupa il centro, ovvero 
una delle divisioni della circonferenza. Afüinché la letlera che 
è nel centro si trovi in gruppo con un’altra, occorre che il 
diametro dell’ ¿ndice passi per quest'altra, il che non avviene 
che una volta con le rotazioni indicate. Parimente, perché due 
lettere della periferia siano nello stesso gruppo è necessario 
e sufficente che la retta che le unisce sia perpendicolare al- 
l’asse dell’indice, e nelle rotazioni considerate sono sempre 
differenti le direzioni dell'asse o quelle delle perpendicolari. 

Resta cosi dimostrato che le tredici posizioni dell’ indice 
danno tulte le soluzioni volule. 


HI. — Le educande passeggiano oyri giorno per due, come nel 
problema precedente, meno una che funge da monitrice. 
Quale dovranno essere in questo cuso le disposizioni delle 
signorine per ciascuna passeggiata affinché ognuna. di esse 
si trovi una solu colta in compagnia di tutte le altre ed 
una sola vulta monitrice? 


Si disporrà tutlo come nell’esempio precedente (fig. 79) omet- 
tendo soltanto la lettera del centro. A ciascuna rotazione la 
monitrice si troverà in corrispondenza dell’estremità del dia- 
metro dell’indice, e le compagne saranno per gruppi all’estre- 
mità delle corde perpendicolari ad esso, 


Guknsr, — Matem. dilett. 
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І? un l’altro seguendo. 


Abbiasi una fila di bambini in passeygiuta Vuno dietro l’altro. 
Come si deoono disporre le carie file successive perchè 
ogni bimbo si trovi una volta, sola, vicino a tutti gli altri? 


n BE : : x 
9 (n —1) avvicinamenti poiché ognuno 


degli n bambini deve essere vicino a tutti gli altri, il che cor- 
risponde alle combinazioni di n cose prese a due a due. Ma 
ач ogni nuova fila si hanno n — 1 avvicinamenti, epperò il nu- 


Si dovranno avere 


mero delle file possibili è -- , cioé pari deve essere il numero 


2B 
dei bambini. 

Per ottenere tutte le permutazioni rettilinee giova ricorrere 
nllartifizio d'introdurre una lettera supplementare oltre quelle 
che designano i bimbi; si formano cosi tutti i turni pari di 
n-}1 lettere; poi si apre la fila in corrispondenza della let- 
tera supplementare, e si sopprime detta lettera. 


Il gioco del giro tondo. 


Е. — Un certo numero di bambini danzano in tondo tenendosi 
per mano. Come si duvranno disporre affinchè ognuno di 
essi si trovi successivamente vicino a tutti yli altri sia a 
destra che a sinistra, ma una sola volta? 


Cominciamo coll’osservare che il numero totale dei bambini 
dovrà essere dispari. Infatti in qualsiasi disposizione circolare 
di essi, un bambino ha due vicini uno a destra e l’altro a si- 
nistra, che in un’altra disposizione non potranno più essere 
gli stessi per l’ultima condizione del problema; dunque tale 
bambino si troverà a contatto con un certo numero n di 
coppie di bambini e il numero totale di questi sarà perciò : 


2 n.4- 1. 


besigniamo ora i bambini con le lettere dell'alfabeto; divi- 
diamo la circonferenza del circolo in 2n parti uguali, collo- 
chiamo 27 lettere ai vertici del poligono regolare e la let- 
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tera A sul diametro. Stabiliamo come prima disposizione dei 
bambini una qualsiasi delle permutazioni circolari di 2 n 4+ 1 
lettere: 


ABCDEFGIHILMA 


Fig. 80. 


Per ottenerne una seconda consideriamo l'insieme delle 
linee rette della figura come un' indice mobile che faremo gi- 
rare d'una divisione nel senso delle sfere d'un orologio, tra- 
sporlando la lettera A mentre le altre resteranno immobili 
sulla periferia. Avremo così, seguendo 1а spezzata descritta 
dall’ago, la seconda disposizione : 


ACEBGDIFMILL A. 


Facendo rotare l'ago nello stesso senso, di due, tre, ecc. di- 
visioni, si hanno le altre disposizioni : 
AEGCIBMDLFIIA 
AGIEMCLBHDFA 
А ЫМ б. E ИС ЕВА 
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In generale avremo così formato н permutazioni circolari 
delle 2л |- 1 lettere, tali che due lettere vicine in una di esse 
non lo sono più in alcun'altra. Infatti non si avranno a con- 
siderare clie due casi cioè quello in cui una delle due lettere 
è situata all'interno e quello in cui occupa uno dei punti di 
divisione della circonferenza. 

1.» Affinché due lettere, una delle quali è A, siano vicine, 
é necessario e sufficiente che il diametro dell'ago mobile passi 
per l’altra, il che non ha luogo che una sola volta, 

2." Affinchè due lettere della periferia siano vicine, è ne- 
cessario e sufficiente che la retta che le unisce sia parallela 
ad uno dei lati del poligono dell’ago mobile; ora, tutte le di- 
rezioni dei lati di tale poligono, nelle » posizioni dell’ ago, 
sono dilferenti. 


H. — Bambini e bambine danzano in tondo dandosi la mano; 
come si doeranno disporre i turni successivi volendo che 
ognuno dei maschi sia vicino, una sola volta, a ciascuna 
delle bambine e che ognuna di queste sia vicina una sola 
volta a tutti i maschi? 


Siano А, В, С, + <--- gli n maschi ed 2, 3, 7, • • + • le n fem- 
mine. Dovendo ognuno dei maschi trovarsi una volta vicino nd 
una bambina si avranno n? di tali avvicinamenti; ma in cia- 
scun turno se ne hanno 2 n, dunque il numero totale dei turni 


з 


п = n s e 
To ossia a —— ; sicché il 


deve essere uguale al quoziente 


numero dei maschi deve essere pari. 
Se ora-dividinmo in љ parti 1а circonferenza e congiungiamo 


А е : uvm. Я 
i punti a due а due otteniamo due poligoni regolari di $- lati. 
Disponiamo i maschi all'esterno e le femmine al?’ interno. Come 
prima disposizione avremo per esempio : 


AZBGC7DSOE*tF» 


Facciamo rotare la stella di due divisioni a modo d'indice, 
cosi da ottenere lo spostamento delle lettere greche, ossin delle 
bambine, restando fissi i maschi; se prima la bamhina z si 
trovava tra i due bimbi A e B, ora si troverà fra i due C e D 
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e cosi di seguito, per modo che dopo rotazioni si troverà 


n 
g 
nella posizione primitiva dopo essere stata vicina, una sola 
volta, a tutti i maschietti. 


Fig, 81, 


D 


Il giuoco si può fare anche соп un numero dispari di maschi, 
ma in tal caso si fa rotare l’indice d’un solo intervallo ; allora 
ogni bambina si trova due volte vicina allo stesso bimbo, una 
volta a destra ed una a sinistra. 


RI. — Disporre i primi noce numeri interi ai vertici e sui 
luti d'un triangolo, in modo che la somma dei quadrati 
dei quattro numeri situati su un lato sia costante, qua- 
lunque sia il lato considerato. 


Rappresentiamo con a, b, с, d, e, f, 9, ^, è, i nove primi nu- 
meri disposti sul perimetro d'un triangolo e ai vertici, in modo 
da soddisfare alle condizioni dell'enunciato; si ha per ipotesi: 


а? 4-02 4 с2 4 4% = S 
d'+e+ff+g9= S (1) 
+kteèta= 5 
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essendo S la somma costante incognita. Sommando membro 
a membro si trova: 


oi + d° + 9° qo +4 d'4 AtS ++) =3 5 
Ora, la quantità in parentesi eguaglia: 


90-bO»x9- F0 _ 


6 285 


dunque: 
a + d? + 9* —3(S — 95) 


Risulta da ciò che la somma dei quadrati dei tre numeri 
situati ai vertici del triangolo deve essere divisibile per 3, e 
che, per conseguenza, questi quadrati sono della forma: 


Mult. di 3 о Mult. di 3-|.1 


Le soli ipotesi ammissibili sui numeri а, d, 7, sono dunque: 


az 0) ЕЖ 
oppure: 

assi demi И = 
od ancora: 

= desto noe 


La prima ipotesi è inammissibile poiché darebbe: 
а? 4 d34 g? = 126 = 3 (5 — 95) 
da cui: 
S = 187. 
La prima delle eguaglianze (1) diviene allora: 
14 с® 8 (а% {- 02) = 92 
da cui 
(b+c}=92— 2be 
(b + c)? = Mult. di 4. 
a somma 5 +e essendo pari, b e с sarebbe della stessa pa- 
rita. Ora, combinando in tutti i modi possibili i numeri pari 


2-4-8 oi numeri dispari 1-5-7 non si puo ottenere come 
sonuna dei quadrati di due qualunque tra essi, il numero 92. 
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Anche la seconda ipotesi è ugualmente da scartare poi- 
ché dà: 


a? + d + p = 66 = 3(S — 95) 
da eui: 
Sil? 
La prima delle uguaglianze (1) diviene alloru: 
D+ c? = 5 — (a+ ай) — 120 
od ancora: 


(b + c? = Mult. di 4 


Lu parità di b è la stessa di quella di e, ma la somma dei 
quadrati di due qualunque dei numeri intieri 3, 5, 9. non può 
uguagliare 120, e lo stesso è della somma dei quadrati di due 
qualunque dei numeri рагі 2, б od 8. Ci restano dunque i valori: 


асс? =$ Y= 


dai quali deducesi : 


3 (5 — 95) = 93 S= 126 
quindi : 
b + ec 97 
ез | 72 = 37 
k 4 д = 58 


Waltra parte i sei numeri rimanenti 1, 3, 4, 6, 7 e 9 sono 
tutti della forma: 


Mult. di3 о Mult, di3 +1 
i loro quadrati sono per conseguenza di una delle forme: 
Mult. di 3 o Mult. di 3+1 
e siccome lu somma 5 è divisibile рег 3, ne risulta, poiché : 
а? = 4 е П? = 25 


che uno dei quadrati 5? , с? è della forma multiplo di 3 + 1, е 
l'altro dellu forma Mult. di 3. La stessa osservazione si upplica 
ai quadrati е, /? ed khi, 2. 
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Inoltre, la somma b+ е? essendo dispari, uno di questi nu- 
meri è pari e l’altro dispari. Non si può dunque avere che : 


UE En 3 099 k о 


con: 
ca 6 о 4 309 7 od 1 


e l'esame di queste varie ipotesi ei fu vedere che si ha: 
h —9 con e=4 о = соп p 


Gli stessi tentativi fatti per с, f? con i numeri che restano 


1,3,6 e 7 ci danno: 

e=1 con yi 6 
oppure : 

б, шоп шген) 
infine : 

{к= con (O = 
oppure : 


= 17 con h—a 


ll problema ammette dunque la soluzione in figura. 


der wu 3 8 


Fig. 82. 


Occorre notare clie si ha in pari tempo: 


@-+0-+е+{ф4 = d+e+f+9 = 4+hti+a= 2%. 
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per modo che un numero d'angolo addizionato coi due nu- 
meri vicini (perimetrali) formi una somma costante. 


Il problema è di facile soluzione applicandovi l’analisi inde- 
terminata. Si può renderlo più difficile précisando quale dei 
numeri dati n debba occupare la casella centrale. Siano dun- 
que i numeri disposti nel modo indicato algebricamente in 
tigura: 


а b e 
a n e 
f g h 


soddisfacente al problema proposto. È facile vedere che con- 


c f e 
Il gioco dei nove pedoni. 
Disporre in quadrato nove numeri in progressione aritmetica, 
siderando, per semplicità, i primi nove numeri naturali interi: 


| 1. а+%һь=е+/ 


somma che indielieremo con A. 
| 229 AS AT 15 


3.» A ed n sono di parità differente. 


Infatti, indicando con S la somma costante a Б фс; 
+0 +6, si ha; 


i AH42S=1+2+43+-0000+9-7n 


Sia ora n =7, Si dovranno esaminare i cinque casi A = 6 - 8 
- 10 - 12 - 14 da cui derivano le sette ipotesi seguenti per i va- 
lori di e, A, е, f. 


«Es opes Exo TE ORC 
Б BRA o een CROSS 


La prima рио seriversi : 


li о 8 
da x. е 
4 9 5 
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I numeri che restano essendo 3, 6, 8, 9 si vede che occorre 
scrivere : 
@'=9 pum ux AU 0 —38 


Si hanno altre soluzioni dalle altre ipotesi, la terza eccet- 
tuata. Procedendo analogamente per n = 5, 6, 8 e 9 si trovano 
rispettivamente 1, 4, 4, 6 soluzioni. : 

Si puó osservare che ogni soluzione relativa, per esempio, 
ad n = 7, ne fornisce una relativa ad 5 —3; prendendo in tutti 
i casi i complementi al 10 se ne deduce che il problema am- 
mette 42 soluzioni. 

Del resto sarebbe facile fare tutti i terni possibili con i nove 
numeri, cioè : 


9х8 х7 


—$X3 - = 84 terni 


e combinare quelli di ugual somma dei numeri che li com- 

pongono, con ripetizione d’uno dei numeri stessi, come vedesi 
da questa catena: 

(AR) 3.8 6 

HL uw. 8 fi 


= 
ET] 


cui corrisponde la disposizione : 


8 3 5 
в 
4 


Mot 
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ARITMETICA 


GA RAINEY 


n 


SMATYO 


MAT 


wego: Y 


SUI NUMERI 


Gli animali calcolatori. 


Соте si può acecriursi che un dato animale sappia contare 
fino ad un certo numero ? 


Leroy procedette in questo modo per i corvi. Egli aveva no- 
tato che essi non fanno ritorno al loro nido fino a che qualche 
persona vi rimane vicino. 

Fatta dunque costruire una capanna in prossimità d’un nido 
di corvi, Leroy vi mandó un uomo e constatò difatti ehe i 
corvi non tornavano al nido fino a che l’uomo non fosse uscito 
dalla capanna per allontanarsi. Il giorno dopo egli vi mando 
due uomini ; ne fece uscire uno solo, e i corvi non tornarono 
al nido; lo fecero solamente dopo aver veduto uscire anche il 
secondo; e così accadde con tre e fino a cinque uomini; con 
sei uomini i corvi cominciarono a confondersi; sembra quindi 
che essi possuno contare fino a cinque, 

Uno scimpanzé del giardino zoologico di Londra sapeva con- 
tare fino a cinque; infatti portava a chi ne lo richiedeva un 
numero di fuscelli di paglia del suo giaciglio corrispondente 
al numero pronunziato. 

Con le galline venne fatta quest altra prova. Su di un car- 
tone vennero incollati dei chicchi e di frumento alternati con 
chicchi liberi Z nei modi seguenti, progressivamente : 


lee ае e etm 
Trete roc ob a Pre TE TS 
Ire: (Ec E oett) CE TEIG [la ear 


Www.rcin.org.pl 


ZNY 


аир, 


TREE 


Nel primo caso la gallina imparò ben presto come fosse inu- 
tile occuparsi dei chicchi N.° 2-4 +6 +-+, vale a dire beccò 
solamente quelli d'ordine dispari; sapeva dunque contare per 
uno. Nel secondo caso imparò a beccare un chieco ogni due 
e così fino al quattro . .... ma poi dovette procedere a ten- 
loni. Del resto non è poco per una gallina .... come si vedrà 
nel 8 seguente. 


La numerazione dei selvaggi. 


I selvaggi, per quanto bassi nella scala etnologica, contano 
tutti sulle dita entro limiti più о meno estesi, 

Ecco ad esempio Ia maniera di contare dei selvaggi austra- 
liani: 


1 uno 

E due 

3 ire 

4 due e duc 

5 metà delle dita 

6 cinque e uno 

7 cinque e due 
15 le due mani e metà dei piedi” 


Degli Zulù: 
5 metà delle mant 
6 prendere il pollice 
21 uno sulla mano d'un altro uomo. 


In sostanza, il sistema decimale deve essere stato il primo 
nd usarsi come quello che si presenta naturale, e noi lo ab- 
biamo adottato, si può dire, per atavismo, sebbene non sia co- 
modo come lo sarebbero quelli a base di 6, 12 о 24. 

Il modo di contare dei Bengalesi, che godono riputazione ui 
esperti calcolatori, è basato sul fatto che ciascun dito (meno 
il pollice) contiene tre giunture ed una estremità; essi con- 
tano fino a 16 con le dita d'unn sola mano. Essi contano toc- 
cando successivamente ciascuna giuntura coll’ estremità del 
pollice dello stessa mano, partendo da quella inferiore del mi- 
gnolo e passando ordinatamente alle successive. Con la lunga 
pratica essi sanno, p. es., che la punta dell'anulare corrisponde 
all’8, la base dell’indice al 13 ecc., per cui il loro calcolo riesce 
assai rapido. 
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Forse questa maniera di contare deriva dall’uso della nume- 
razione binaria che esisteva in Cina più di 3000 anni prima 
dell’ Era Cristiana. 

In Siria e in Palestina è ancora oggi in uso un’altra maniera 
di calcolo digitale. Inmaginiamo di conoscere i prodotti della 
Tavola-pitagorica fino al 25 e non oltre. Quando si tratta di 
fare il prodotto d'un numero minore di 5 od uguale a 5 per 
uno maggiore di 5 che possiamo indicare con 5 + m, si dovrà 
fare una moltiplicazione per 5 ed un’altra per m e addizionare 
i due prodotti. Ma quando i due fattori sono maggiori di 5 eceo 
come si ealcola in Palestina. La mano aperta, con le dita rav- 
vicinate rappresenta il cinque: abbassando il mignolo si ha il 
sei; abbassando l'anulare e il mignolo si ha il sette; si abbas- 
sano tre dita per avere lotto e quattro per il noce. Si rappre- 
sentano i due fattori con le due mani e si fa la moltiplicazione 
con questa regola: 

1.» Addizionare le dita abbassate e contarle come decine. 
2,» Moltiplicare le dita alzate e aggiungere il prodotto con- 
tato come unità al numero delle decine già ottenuto. 

Per esempio vogliasi moltiplicare : 


sette due dita abbassate e tre alzate 
per nove quattro dita abbassate e uno alzato 


Fatto ciò: 
1.° quattro e due dita abbassate 60 
2.° uno per tre dita alzate. . . 3 
63 
Si potrà scrivere in generale, per due numeri qualunque a e b: 
5|M5+0)=10(a+0) E (6 — e) (5 — 0) 


identilà che contiene la giustificazione del procedimento in- 
dicato. 


I grandi numeri. 


Gli esponenti ci permettono di esprimere nel piii semplice 
modo, numeri d'una grandezza senza limiti, ma, oltre un ter- 
mine assai ristretto, la nostra mente non riesce più a formarsi 
un concetto esatto del significato del numero così rappresen- 
tato. 
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Dal selvaggio australiano che comincia a confondersi quando 
deve esprimere un numero superiore al venti e non sa più 
dire altro che molti, salendo per gradi si può arrivare ad un 
insigne matematico che saprà formarsi un certo concetto di 
numeri straordinariamente grandi; ma tale concetto sarà ne- 
cessariamente tanto più nebbioso, confuso, quanto ci allon- 
taneremo da quei numeri che siano soliti ad assumere come 
termini di confronto, come unità per passare ad unità d’or- 
dine superiore. 

Così, ad esempio, l’unità anao di luce adottata in astronomia 
potrà fornire all’ astronomo una tal quale idea della distanza 
d’una stella da noi, ma per il profano costituisce qualehe cosa 
di così vago, di così indeterminato da perdere interamente il 
signiflcaLo di misura e da confondersi col molto dell’ austra- 
liano, Le onde luminose percorrono in cifra tonda 300 mila 
chilometri al minuto secondo..... e che distanza è quella che 
la luce impiega un anno a percorrere con tale velocità ? 

IL miliardo presenta già qualche difficoltà in tal senso e molle 
persone, anche colte, leggeranno con sorpresa i numeri 
seguenti. 

Immaginiamo il miliardo di lire, in oro (pezze da 20) Il suo 
peso sarebbe di 322,580 chilogrammi, con un volume corrispon- 
dente a circa 17000 litri. 

Le monete, disposte una di seguito all’altra, a contatto, oe- 
cuperebbero 1050 km. in linea retta, e ammonticechiate ci dareb- 
bero una pila di 33000 metri, ossia circa 8 volte il Monte-Bianco. 

Seimila uomini occorrerebbero, per sollevare 1’ enorme 
blocco d' oro ! 

E un fonditore potrebbe foggiare con esso 22 statue umane, 
di grandezza naturale. 

In biglietti di banca da 100 lire il miliardo peserebbe kg. 11.500 
e kg. 1780 in biglietti da 1000 lire; con questi si potrebbero for- 
mare 2000 volumi di 500 fogli (1000) pagine) ciascuno. 

Avviso ai bibliofili ! 

Possiamo ora ricordare aleune curiosità relalive a grandi 
numeri dovute a varii matematici (Bernouilli, Legendre, Euler 
'Thoman, ecc.). 

Il massimo numero esprimibile con tre cifre è : 
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eil è composto di 369693100 cifre. Scritto con carattere comune, 
sopra una sola riga avrebbe una lunghezza di 924 chilometri. 

Il prodotto dei 100000 primi numeri interi è un numero di 
456572 cifre. 

И numero 30! ha trentatré cifre ; (10”)! ne ha circa n 10”. 

Il numero 27" ha piü di venti milioni di cifre. 

La somma delle decime potenze dei primi 1009 numeri interi 
è un numero di 32 cifre . 

I più piccoli numeri interi che soddisfano alla relazione : 


qi Igi 


hanno trenta citre ciascuno. 

Il venticinquesimo termine della serie 2 - 4 • 16 + 256 + • + + nella 
quale ciascun termine è il quadrato del preceilente, ha 
5050446 cifre. 

Sarà facile riscontrare quanto sia rapido l’ accrescimento 
nella serie di numeri cosi costituiti : 


DET «t mb ba vs 


ll più piccolo numero che ammetta 100 divisori ha 31 cifre e 1а 
sua filma potenza moltiplicata per la quarta d'un altro di nove 
cifre darebbe il più piccolo numero avente un milione di divisori. 


Il numero 24 ha venti cifre; in generale 2” ha circa gl cifre, 


Per ottenere 2%, si ha 20 = 1024 e si trova: 
1024 — n 
1024000 — 1000 n. 
20480 = 20n = п! 
ә 
4006 = iù n! 
220 = 1048576 


Per oltenere 2? farò: 
920 — p, РОСТЕ pd allora 2: — 10? n, 4- n! + i n! 


Con questo calcolo rapidissimo fino a 2% si trova, dopo mola 
tiplicato per 24, il numero: 1844674407370955161fì, 


GHERSI, — Matem, dilett. 5 
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Tre problemi di Ozanam. 


Е. — In quanti modi otto chierici possono cambiare di posto in 
сого, cosi da trovarcvisi disposti in modo sempre diverso? 


La risposta di Ozanam è: 40320. E aggiunge che se detti spo- 
stamenti si facessero tre volte al giorno (a Mattutino, alla 
Messa e ai Vespri) occorrerebbero 13440 giorni ossia quasi 37 
anni per averli tutti esauriti. 


Ш. — 1 dodici Apostoli avendo disputato chi di essi fosse il 
primo, Gesù dichiarò loro che colui che acrebbe voluto es- 
sere il primo sarebbe l’ultimo e che l'ultimo diverrebbe й 
primo. Supponiamo che, dopo tale lezione d’umiltà, ojnuno 
volesse cedere il prim » posto, il secondo e il terzo al proprio 
compagno, e che avessero così stabilito di non trovarsi mai 
insieme in una medesima disposizione, si domanda in 
quanti modi avrebbero potuto cambiare di posto. 


La risposta di Ozanam ё: 479001600. Se si suppone che gli altri 
undici Apostoli avessero sempre avuto riguardo di lasciare il 
primo posto a S. Pietro, avrebbero potuto cambiare di posto 
in 39916800 maniere differenti. 


ШЕ. — La virtù prolifica della troia. 


Chi crederà che le rendite del Gran Signore non sarebbero 
capaci di nutrire per 12 anni la discendenza d'una troia, che 
avesse figliato 2 maschi e 4 femmine? Eppure è la verità, an- 
che nella supposizione che la discendenza si produca sempre 
nei medesimi termini, cioè 2 maschi e 4 femmine per 12 anni, 

Ozanam dà come soluzione, cioè come numero lotale dei 
maiali nel periodo di tempo indicato: 33554230 mentre esso é 
33554430 0 33554431 con la troia capostipite. 

La soluzione si ottiene addizionando le somme dei 12 termini 
delle due progressioni geometriche, per i maschi e per le 
femmine : 


2.832 + 128... - 
4 eMe Gi e 256... 


ossia : 
11184810 + 22369620 = 33554430 
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Diversi. 


I. — In quanti modi si possono disporre 12 sbarre uguali, di- 
cersamente colorate, per formarne l'ossatura d'un cubo t 


La risposta é : 19.958.400. 


Il. — /n quanti modi si possono distribuire le 52 carte al 
gioco di Whist ? 


Risposta: 53.644.737.765.488.792,839.237.440.000, come risulta dalla 
formola: 


ПЕЕВ 


аЗ жас са СУ 


Hi. — Jn quanti modi è possibile disporre т 28 pezzi del do- 
mino secondo la regola del gioco ? 


Questo problema fu risolto dal Dr. Reiss di Francoforte s/M 
e la soluzione fu pubblicata, dopo la sua morte, negli Annali 
di matematica, a Milano, nel 1871. 

Ne daremo soltanto il risultato finale facendo notare che in 
esso sono computate come soluzioni distinte le disposizioni 
rettilinee uguali da destra a sinistra e da sinistra a destra : 


1.050,220,.931,520 22.299,29, 5.7 4291 


sicché le disposizioni veramente differenti sarebbero sola- 
mente la metà, ossia : 


3.979.614.965.760 


Un aceordo di lunga durata. 


Otto banchettanti, nella piena dell'entusiasmo per l’ottima 
riuscita dell'amichevole simposio, stabiliscono di ripeterlo ogni 
giorno, fino ad aver esaurito tutte le possibili maniere di di- 
Sporsi a tavola gli uni rispetto agli altri. Affidato pero il cal- 
colo ad un matematico, risultava che i giorni di banchetto 
avrebbero dovuto essere nientemeno che 1.2.3.4.5.6.7 = 5040 
corrispondenti u quasi 14 anni!..... 
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E notisi che in tale calcolo si considera che ciascuna persona 
abbia da occupare posizione diversa, rispetto alle altre, come 
vedesi nella seguente figura, relativa a 4 soli commensali : 


h b e e d d 


n 


A е nj B |: a 
d [E ü b e b 
Fig. 83. 


Che se poi si volesse proprio che ognuno dei banchettanti 
dovesse occupare tutte le possibili posizioni anche rispetto ui 
luti della tavola, si avrebbero, per la sola disposizione A della 
fig. 84 queste quattro varianti: 


b n d o 
| == === 
n| A |е d| A E e| A | b| A |: 
“ e b | \ 
Fig. 84 


e gli 8 amici dovrebbero in tal caso fare 1-2-3+4+5»6+7.8 = 40,320 
pranzi, il che durerebbe ben 110 anni e mezzo! 


Cordiali augurii ! 


Le 21 lettere dell’Alfabeto. 


Il calcolo del numero di parole possibili ad ottenersi con la 
combinazione delle 21 lettere dell’ alfabeto, non è facile, do- 
vendosi tener calcolo delle ripetizioni ammissibili e delle com- 
binazioni compatibili con la pronunzia. 

Si può essere però certi che non occorrerà mai d'introdurre 
nuove lettere nell’alfabeto per foggiare neologismi. Eppure, 
con tanta varietà possibile, abbiamo (e i francesi ci superano 
d'assai in questo) un buon numero di vocaboli a significato 
multiplo, come oste, sen3o, дезо, ecc. 
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Archimede e la Leva. 


Si dice che Archimede аїегтаѕѕе in presenza di Gerione 
tiranno di Siracusa, che gli sarebbe stato possibile sollevare 
il mondo qualora gli si fosse dato un punto d’ appoggio. 

Le parole d’Archimede sarebbero state queste: Dummi ove 
posi, e la Terra solleverò; tali almeno sono quelle citate da 
Pappo nei suoi capitoli sulla Meccanica. 

Si può araigorolare sull'argomento. 

Montucla caleoló il peso della Terra e considerando di kg. 15 
per secondo il lavoro giornaliero d'un uomo (valore assai ele- 
vato) trovò ehe occorrerebbero circa tre miliardi di secoli, cioè 
3X10 anni, per sollevare di tre centimetri la massa terrestre. 

Per ispostarla su di un piano orizzontale occorrerebbero 
74000 secoli. 

Ammesso ehe la Terra sia un elissoide di rivoluzione con gli 
assi di metri 12754796 e 12712160, il suo volume sarà: 


= m. с. 1079224648425130163855 


4 12754796 12712460? 
A ren 


Essendo poi la densità media della Terra 5,5, il suo peso ri- 
sulta di: 


kg. 5.935.735.560.338.215.901.202.500 


che, per semplicità di calcolo, considereremo come espresso du: 
5935 X 10?! 


Immaginiamo ora che il punto d’appoggio della leva sia so- 
lamente ad 1 metro dalla Terra e attribuiamo ad Archimede 
la forza media d'un uomo, kg. 75; se æ è il braccio di leva 
alla cui estremità egli deve agire, si avrà: 


21 
= МИН, 79.133.333,333.333.333.333.333 
La distanza del Sole dalla Terra essendo di m, 153.491.215.064 
si trova che æ vale 515 miliardi di volte tale distanza. 
Se poi Archimede avesse voluto spostare la Terra d' un solo 
millimetro avrebbe dovuto spostare l'estremità del braceio di 
leva di 79.133,333.333.333.333 chilometri. 
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La richiesta di Sissa- Nassir, l’inventore degli scacchi, e i 
grani di sabbia di Archimede. 


Narrasi che Sissa (detto anche Nassir, sapiente indiano, 
inventò il Giuoco degli Scacchi per diletto ed istruzione di un 
principe, il quale tanto se ne compiacque e lo ammirò, che, in 
premio dell’ ingegnoso trovato, si disse pronto a dargli quella 
ricompensa, per quanto grande fosse, che l'inventore gli chie- 
desse. L’indiano rispose prontamente che si sarebbe conten- 
tato di avere un chicco di grano per la prima casella della 
scacchiera, due per la seconda, quattro per la terza e così 
continuando i raddoppiamenti fino alla 64% Sogghignò il fa- 
stoso principe nel sentirsi chiedere un premio che gli parve 
tanto modesto e ordinò che fosse dato senz’altro; ma dovette 
rimanere poi sbalordito quando, fatti i conti, il suo ministro 
del tesoro ebbe ad annunziargli come per soddisfare quella 
domanda non potessero bastare i magazzini di tutto il mondo 
allora conosciuto, e come, volendo pagare il valore del grano, 
occorresse una somma equivalente a molti miliardi delle no- 
stre lire. Non solo la potenza, ma la stessa immaginativa del- 
P oriental signore era così di gran lunga superata. La leggenda 
non aggiunge che cosa egli facesse allora. 

Il numero dei chicchi si può ottenere facilmente facendo la 
somma delle potenze «i 2 dallo zero al 63 che è data da 29 — 1 
cui corrisponde il numero : 


18.446,744,073.709.551.615 


Per soddisfare col raccolto d' una annata la richiesta di Sessa 
sarebbe occorsa una Terra di superficie ottupla di quella della 
nostra, supponendola tutta quanta coltivala a frumento; in- 
futti, supponendo che un metro cubo contenga 20 milioni di 
chicchi di frumento (ossia 20 per cm?.), si avrebbero: 


922.337.203.685 metri cubici. 


A proposilo di progressioni geometriche riferirò qualche cosa 
di ciò che ne diceva Archimede, che ne ha dato la teoria in- 
sieme a quella delle aritmetiche, nel libro immortale «1° Are- 
naria» nel quale egli intravvede già la numerazione decimale. 
Egli scriveva al re di Siracusa: «Molti pensano, o re Gerione, 
«che il numero «ei grani di sabbia sia infinito; non solo di 
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«quella che si trova presso Siracusa e su tutta la Sicilia, ma 
«di quella ancora che è sparsa per tutte le parti della Terra, 
«abitate e disabitate. Altri, benchè non considerino tale nu- 
«mero come infinito, pensano che non esiste grandezza, che 
«non si può esprimere il nome d’una grandezza, che ecceda la 
« molteplicità di tali grani. Da ciò risulta ad evidenza che le 
«persone di tale opinione, quando pure immaginassero un muc- 
«chio di sabbia capace di riempire e di livellare tutte le pro- 
«fondita del mare e tutte le cavità della Terra sino alle vette 
«delle più alte montagne, sosterrebbero ugualmente non essere 
«possibile assegnare un numero superiore ai grani di un tal 
«mucchio. Ma io proverò ora di far vedere il contrario con di- 
«mostrazioni irrecusabili, per mezzo delle quali tu potrai rico- 
«noscere che taluni dei numeri da me indicati nei miei libri a 
«Zeuxippo (1) sorpassano non solamente il numero dei grani di 
«sabbia che possono riempire tutta la Terra, ma ancora la 
«inassa di saddia uguale al volume di tutto I Universo », 

Archimede intendeva per Universo la sfera dei pianeti, ossia il 
sistema solare, Con osservazioni nelle quali rifulge il suo genio, 
egli calcolò il diametro di tale sfera trovandoio minore di 10 
milioni di stadii (180 mila miriametri) il che corrisponde con 
sufficiente approssimazione alla distanza tra il Sole e Saturno. 

Il sommo geometra trovò pure che un seme di papavero ha, 
in media, diametro minore d’un quarantesimo di dito (468/1000 
di millimetro) e che il volume di questo granellino equivale a 
quello di 10000 granellini di sabbia. Dimostrato che le sfere 
stanno fra loro come i cubi dei loro diametri, egli ottenne il 
rapporto fra i volumi della sfera solare e del seme di papa- 
vero; moltiplicando taie rapporto per 10000 ne dedusse il nu- 
mero dei grani di sabbia che riempirebbero lutto lo spazio 
planetario, ed ecco in qual modo cercò di esprimerlo. Presso i 
Greci era in uso la numerazione decimale parlata con le de- 
nominazioni: unità, decina, centinaio, migliaio e miriade ; si 
esprimevano le unità successive dicendo: dieci miriadi, cento 
miriadi, mille miriadi, miriadi di miriadi, ecc., ripetendo sempre 
gli stessi vocaboli. Essi ignoravano i miliardi. 

Archimede considerò la progressione decimale, ma senza 
far uso né dello zero né degli esponenti: 


TL DEDI ee TE ТО О N e a 


(1) Libri disgraziatamento perduti. 
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e chiamò oftade l'intiene di otto termini consecutivi. Gli ri- 
sultò che il numero dei grani di sabbia di cui sopra é minore 
dell'ultimo termine dell'ottava ottade (10?) ossia dell'unità se- 
guita da 63 zeri. Egli conclude: «Io so bene, о re Gerione, che 
«questi risultati sembreranno ineredibili al volgo, a tutti co- 
«loro che non hanno pratica delle scienze matematiche; ma 
«ciò sembrerà abbastanza credibile, stante le prove, a coloro 
«Che vi sono esercitati e che hanno fatto delle ricerche sulle 
«distanze dei corpi celesti, sulla grandezza della Terra, del 
« Sole, della Luna e dell’ Universo intero; gli è perciò che ho 
«creduto conveniente consacrare u tale oggetto alcune medi- 
«tazioni » (1). 


Il centesimo ad interesse composto. 


È dovuta ad Archimede l’osservazione che i termini d’una 
progressione aritmetica la cui ragione supera 1° unità d'una 
quantità piccola quanto si vuole possono superare i termini 
corrispondenti di una progressione aritmetica di ragione 
grande quanto si voglia. 

Supponiamo che al principio dell’ Era Cristiana sia stato im- 
piegato un centesimo ad interesse composto, al tasso del 5% 
all’anno; capitalizzando anche gli interessi a quale somma 
ammonterebbe ora quel misero capitale iniziale? Il calcolo 
consiste nel trovare il 1910m° termine di una progressione geo- 
metrica che comincia con L. 0,01 e la cui ragione è 1,05. 

Si trova un numero composto di 38 cifre ..... trascurando 
i decimali. Vediamo di forimarci in qualche modo un'idea del 
valore enorme che esso rappresenterebbe. Assumeremo una 
unità adeguata ..... cioé una Terra d'oro massiccio. Se una 
sfera di tal genere avesse cominciato a cadere ad ogni mi- 
nuto, dalla nascita di Cristo fino ad ora, dovrebbe continuare 
a cadere ancora per tre secoli per riuscire ad uguagliare il 
valore odierno dell’ umile centesimo capitalizzato, perché «li 
sfere d’oro di quella mole ne occorrerebbero più d'un miliardo! 


(0) E pure dovuta ad Archimede l'osservazione che il prodotto di due ter- 
mini d'una progressione geometrica il cui primo termine è l’unità si ottiene 
sommando i posti che oeeupano a partire dall'unità, osservazione che è Ja 
hase della teoria dei logaritmi, nati duemila anni dipoi, 
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Il lettore ci sarà grato d'avergli indicato un mezzo sempli- 
cissimo per diventare un Re all’ americana, siu pure, accon- 
tentandosi del modesto tasso delle nostre Banche, e ,... chi 
ha tempo non aspetti tempo. 


Le moderate pretese di Nureddin. 


Nureddin era un povero diavolo, indiano, che u tempo perso 
si occupava di calcoli matematici e cabalistici. Avendo il Mah- 
rajah di Bassora voluto tenerlo presso di sé, gli chiese quale 
stipendio avrebbe dovuto corrispondergli e Nureddin dichiarò 
di accontentarsi di una piccola moneta del valore di circa un 
centesimo pel primo giorno, del doppio il secondo giorno e 
così via sino alla fine del mese ; ricominciando ad ogni primo 
del mese con un centesimo, ecc. 

Accettate queste condizioni il tesoriere del Mahrajah dovette 
fare rispettosamente osservare al suo signore, alla chiusura 
dei conti del primo mese, di 31 giorni, d’aver già dovuto pa- 
gare a Nureddin la bella sommetta di centesimi: 


2.147.483.647 
puri a lire italiane: 


21.474,836,47 


e delle Cronache di Bassora risulta che Nureddin rimase in 
"servizio del suo Mabrajah precisamente 31 giorni, avendogli 
questi dichiarato d'essere stato da lui servito abbastanza bene 
in quel breve tempo! 

Se il Malirajah avesse saputo fare questo piccolo calcolo : 


1-422323... 29 m 29 — 4 


uvrebbe certamente riflutato la firma del contratto e non 
avrebbe fatto la brutta figura di rescinderlo d’autorità. 


Un po’ di roulette. 


Consideriamo una serie di 25 numeri rossi alla roulette di 
Montecarlo, In media si giuocano colà 500 colpi al giorno per 
ciascuna roulette ossia 180000 all’anno, 
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La probabilità che si abbia una serie di 25 rossi ё di 1: 225, 
ossia di: 
4 : 33.554.432 


Essa non dovrebbe dunque prodursi, normalmente, che una 
volta su 33.554.432 colpi, ossia una volta in 177 anni. 

La probabilità che si produca una serie di 500 rossi, ad es., 
é data da una frazione, di numeratore 1, col denominatore su- 
periore all’unità seguita da 150 zeri. 

Suppoaendo che il globo terrestre non sia che una vasta 
casa da gioco, nella quale 1а superficie dei mari e dei conti- 
nenli fosse sostituita da altrettanti tavoli di gioco di roulette 
disposti accanto gli uni agli altri, in ragione di 20000 per к. 
e elie vi si giocasse, non per sole 12 ore sulle 24, ma giorno e 
notte, continuamente, in ragione di 1000 colpi al giorno, e che 
il gioco avesse durato per 60 secoli, non si avrebbero per 
«questi 9.830.460.000.000 di tavoli da gioco che un numero totale «i . 
colpi raggiungente appena la cifra 2 seguita da 23 zeri, che è 
inferiore a 27, Per quanto fantastica possa essere unu simile 
partita, essa sarebbe ancora normalmente insufficiente perché 
avesse mai potuto dar luogo all’ apparizione d'una serie di 78 
rossi. 

In un miliardo di secoli il numero totale dei colpi non ec- 
cede il numero 354 seguito da 27 zeri. 

Se la partita durasse da un miliardo di secoli non solo sul 
nostro pianeta, ma sopra un miliardo di pianeti simili, non si 
arriverebbe ancora che ad un numero di colpi corrispondenute* 
a 354 seguito da 36 zeri, che è inferiore a 2™, cioè non avrebbe 
dato luogo alla produzione di una serie di 129 rossi ! 

A quali iperboliche ipotesi si dovrebbe dunque ricorrere per 
avere la probabilità della sortita d'una serie di 500 o di 1000 
rossi ?! 


Numerazione binaria. 


In questa numerazione la buse è il numero due e si possono 
scrivere tutti i numeri con le cifre 1 e 0, adotlando questa sola 
convenzione, analoga a quella del sistema «decimale, che ogni 
cifra posta immediatamente a sinistra rappresenta unità due 
volte maggiori. Ecco il modo di scrivere i numeri nella nume- 
razione binaria: 
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І | I 9 | шш | t | шон | 25 11001 
з 1 w | 1 | шо | 18 | 1000 | 26 11010 
зи ою | 19 | во {1 27 пон 
4 | 100 12 | 1100 20 | 10100 | 28 11100 
5 | ш | as | nor J| 2t | q001 || 29 ШЇ 
6 по || t | mo ||» | sono | 30 пио 
= КУТЕ СУЕТЕ Е н 
8 1099 || i6 10000 | 24 | 11000 | 32 | 109009 


È facile continuare quanto si voglia questo quadro; si vede 
subito che un numero qualunque può essere ottenuto dall’ud- 
dizione dei numeri í - 2 - 4 - 8 - 16 - 32 che rappresentano, con 
l'unità in più, tutte le potenze di 2. 

In altri termini, un numero intero qualunque è una somma 
di potenze di 2, tutle diverse, ummettendo l’unità come po- 
tenza di esponente zero. 

Un modo pratico di rappresentare i numeri nella numera- 
zione binaria lo abbiamo nelle tavolette che qui riproduciamo : 


10 10е 00е) 
cinque. 10] 
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Le tavolette misteriose. 


Trattando della numerazione binaria abbiamo dato un qua- 
dretto dei primi 32 numeri interi scritti su tale base (v. pag. 91). 

Scriviamo ora gli uni sotto gli altri in una prima colonna a 
destra tutti i numeri tali che la loro ultima cifra nel sistema 
binario sia l’unità; scriviamo in una seconda colonna tutti i 
numeri tali che la loro seconda cifra, a partire «a destra, nel 
sistema-binorio sia l’unità; in una terza colonna tutti i nu- 
meri tali che la loro terza cifra, a partire da destra, sia 1 u- 
nità e così di seguito. Potremo fermarci ad una colonna qual- 
siasi, per esempio, alla quinta; i numeri scritti saranno in tul 
caso 31 e, in generale, per la ^ colonna saranno 2* — 1, 


5 4 3 2 1 

ш 8 4 2 1 
17 9 5 3 3 
18 10 6 6 5 
9g bon mdi 7 7 
20 12 (ho 0а. 9 
2I 13 13 TIE EE 
22 14 14 14 13 
23 15 15 15 15 
2 24 20 18 17 
25 25 21 19 19 
26 26 22 22 21 
27 27 23 23 | 23 
28 28 28 26 35 
29 29 29 27 27 
30 30 30 30 29 
31 3t 31 3t 31 
16 8 4 2 l 


Si potrà proporre ad una persona di pensare un numero dal- 
рі al 81 e di indicare in quali colonne esso sia scritto. S' indo- 
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vinerà facilmente il numero pensato scrivendo di seguito, da 
destra a sinistra, 1 per ciascuna delle colonne in cui il nu- 
mero pensato si trova scritto e zero per le altre; si avrà così 
il numero pensato, scritto nel sistema di numerazione binario. 

Ma si semplifica il calcolo scrivendo in calce a ciascuna co- 
lonna le potenze corrispondenti del 2. Per indovinare il nu- 
mero basterà sommare le potenze di 2 scritte in calce alle co- 
lonne nelle quali si trova il numero pensato. 

Si può rendere più complesso il gioco con numero maggiore 
di colonne o ricorrendo alla potenze di 3. 

Naturalmente, si può dare al gioco maggiore estensione, 
come p. es., con le tabelle seguenti, o con altre comprendenti 


potenze pari del 2, di grado superiore : 
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Sui quadrati dei numeri intieri. 


I. — Si può formare con facilità una tavola dei quadrati dei nu- 
meri interi, nella serie naturale, seguendo questa norma: 


In una priina colonna si scrive la serie dei numeri a partire 
dall' uno; nella terza quella dei numeri dispari a cominciare 
dal tre. Basterà addizionare il quadrato d’ un certo numero 


Numero Quadrato Num. dispari 
| n q a 
| 1 | 1 3 
2 4 5 
3 9 7 
4 | 16 9 
5 | 25 1 
6 36 13 
7 49 15 
8 | 64 17 
9 "8 19 


per esempio di 6, col numero dispari 13, che gli corrisponde, 
per avere 49 che é il quadrato del numero successivo 7. 

Questa regola si rileva, a prescindere da altre considerazioni 
teoriche, dallo studio gra/tco dei numeri quadrati (vedi numeri 
triangolari, quadrati, ecc.). 


HI. — La sonuna dei primi numeri dispari della serie natu- 
rale, a partire da 1 è uguale al quadrato del loro numero. 


Esempio : 1+34+5+47+9=25=5* 


HI. — La somma dei quadrati di tre numeri dispari conse- 
cutivi x, y, z, è uguale al triplo del quadrato del numero 
medio y, più 8. 
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È facile dimostrarlo ponendo i due numeri a, г sotto Ја 
forma : 
2= у – ? 
3=y+2 
e facendo poi la somma totale. 


Esempio : 5° 7° +9 —37X 7! -8 


IV. — Ogni numero intero è una somma di potenze di 2, cia- 
scuna di esse presa una sola volta. 


Ritorniamo sull osservazione già fatta a pag. 91. 

Proponiamoci di esprimere un numero qualsiasi, per es. 62, 
con la numerazione binaria; dividiamo 02 per 2, il resto zero 
sarà la prima cifra a destra; il quoziente 31 diviso per 2 dà 
per resto 1 che sarà la seconda cifra, e così di seguito, sicché 
62 scritto nella numerazione a hase 2 sarà: 


111110 


Ritornando ora dal sistema binario a quello decimale avremo, 
esprimendo l'ordine delle unità di ciascuna cifra : 


(L1110), — 0 4- 12« 2 -- 12« 22 4 1 2«29 4 1 > 2 E 1 >< 2 = 
=2 224-224 24 + 2° = (62) 
Il che dimostra il teorema per un numero pari. Analoga- 
mente lo si dimostra per uno dispari, p. es. 75: 
(75), = 1001011 = 4 4- 12« 2 + 0 >< 2* -- 1 >< 29 -E 0 > 2* 4- 
+ 0 >< 25 41 >< 29 — 2? 4- 2 + 23 -H 29 — (75у, 


V. — Trovare un quadrato di quattro cifre che, invertito, sia 
ancora un quadrato perfetto. 


Se supponiamo eseguila la somma del quadrato cercato e 
del suo inverso, essa sarà divisibile per 11, e siccome il qua- 
drato ed il suo inverso devono essere multipli di 11%, Ја loro 
radice sarà multipla di 11. 

D'altra parte, ogni quadrato dovendo terminare con una 
delle cifre : 

0-1-4-5-6-9 
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affinché il suo inverso sia esso pure un quadrato perfetto oc- 
corre che la prima cifra del quadrato cercato sia una delle 
seguenti: 
1-4-5-6-9 

La prima cifra del quadrato non può essere 5 perché il suo 
jeverso essendo allora terminato da 25, il quadrato comince- 
rebbe con 52; esso sarebbe dunque compreso fra 5200 e 5300 
e la sua radice fra 72 e 73 e quindi non sarebbe un numero 
intero. 

La prima cifra è dunque 1, 4, 6 o 9 ed il quadrato ё con- 
preso fra : 


1000 e 2000 4000 e 5000 6000 e 7000 9000 e 10000 


e la sua radice fra : 
31 e 45 белм 7; e 84 94 e 100 
Siccome tale radice è inoltre un multiplo di 11, essn è com- 


presa nella serie : 
33 - 44 - 66 - 99 
È facile verificare che di questi numeri il primo e l'ultimo 
solamente soddisfano al problema, ossia : 
33? — 1089 е 99? — 9801 
Con ragionamento analogo si troverebbe clie, fra i quadrati 


di 6 cifre, soli tre hanno per inverso un quadrato perfetto, e 
sono : 


108900 = 330? inverso 9801 = 99? 
980100 = 990? inverso 1089 = 331 
e 698896 = 836? 


Vi. — Trovare il quadrato di 4 cifre nel quale le due prime 
siano uguali fra loro, come pure le ultre due. 


Si osservì che un numero di 4 cifre nel quale le due prime 
siano identiche, come pure le due ultime, è divisibile per 11. 
Infatti, sia per esempio 4477. Si ha: 


4477 = 4400 >< 77 = (4 x 100 + 7) 14 


Www.rcin.org.pl 


оу Ж 


Inoltre, siccome il numero cercato è un quadrato, è divisi- 
bile per 112; la sua radice è multipla di 11; d’altronde essa ё 
compresa fra 31 e 100 poichè il quadrato cercato ha 4 cifre. 
Essa è dunque uno dei numeri della serie : 


33 - 44 - 55 - 66 - 77 - 88 - 99 


Non può essere 55 il cui quadrato termina con 25, né 33, 44, 
66, 77, 99 poiché le due ultime cifre del loro quadrato debbono 
essere identiche, mentre si sa che se la cifra delle unità d' un 
quadrato è 0, 1, 4, 5, 9, quella delle decine è pari, e se è 6, la 
cifra delle decine é dispari. Dunque la radice cercata non puó 
essere che 88 e infatti : 


882 = 7744. 


VII. — Si può trovare un numero uguale alla somma di k 
quadrati, e il cui quadrato sia uguale alla somma di 
2 K quadrati. 


Infatti : 
(upset pg meae ге уз Vf ia шн 
ecu. do apis EE olona (O ыг унуш 
а e унд QE io a 
Esempio. Siano : 
@=1 y=? eis к=п zu 
Si ha: 
(1+4+ 46 4-642? — 4 4 22 + 4° + 32 4 462 + 
+ 32° + 64° + [2 (1 +4 4 + 16? 
cioè : 
7295 = 1 + 4 + 16 + 64 + 256 + 1024 + 4096 + 1764. 


VIH. — Qualsiasi numero primo della forma 4 n +1 può, come 
pure le sue potenze, essere scomposto in una somma di 
due quadrati e la scomposizione della prima e della se- 
conda potenza non può farsi che in una maniera. 

Guknsi. — Matem. dilett. 9, 
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Ci limiteremo a dare alcuni esempi : 
1313201723 131 = 12? + 5? 13° = 46% + 9° 
29 — 5? 4- 2 29° = 212 .4.20 298 = 149 | (5° 
KM = 52 +4 41° = 40? - 92 413 = 236? + 115? 
89 = 8 + 5% 89° = 80° + 39% 89! = 712? + 445? 


IX. — Somma di quadrati, uguuli a quadrati od a somme 
di altri quadrati: 


д 4-2? 4 3° 4-42 | 624-724. 92= 142 
1° 4-22 4-32 + 41 4-5? + 6* 4p 72 - 9° — 10° +11? 
5-63 + 10° + 4224 — E A7 = 78 4 168 


X. — П prodotto (0? + 0? + с?) (a? + bè +e?) può scomporsi 
in 18 maniere diverse in somme di quattro quadrati. 


Infatti tale prodotto è uguale a: 
(аа, + bb, + ce)? + (be, — Di 0)? + (ca, — сү ay -|- (ab, —a, by 


ma si possono sostituire o,,5,,«, con d,,€,,0, oppure con 
бүлү КО сор E OEC DIESES ed od ancora con 2,,0,— су 
о CON Qis — ys Gerten , ёсе. 


XI. — Qualsiasi potenza intiera d'una somma di due qua- 
drati, è easa pure una summa di due quadrati, ossia : 


(a? + {зу = А? + В? 
Infatti si һа: 
(a5 1)" A4 BV-1 


Д / 
(aa Lat) pet 
Moltiplicando membro a membro : 


(a? + бун — А? + D 
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XII. — Ji prodotto di cinque numeri consecutivi non può essere 
un quadrato, ossia l equazione : 
& (m4 1) (0 + 9) (0-3) (x А) = р? e 
non ammette soluzioni intiere. 


Lo stesso dicasi per il prodotto di 6-7-8-9-10- 11, numeri 
consecutivi e quindi delle relative equazioni simili alla (*). 


XIII. — П prodotto di cinque numeri consecutivi non può 
essere un cubo. 


Lo stesso dicasi per un prodotto di б o di 9 numeri consecutivi. 
Il prodotto di tre numeri interi in progressione aritmetica 
non è mai un cubo. 


XIV. — Consideriamo la serie di numeri 16-1156 - 111556 · • . • 
ottenuta inserendo il numero 15 in mezzo alle cifre del 
numero precedente. Dimostare che tali numeri sono qua- 
drati perfetti. 


Prendiamo, ad esempio, il terzo termine della serie. Si può 
scrivere : 


111556 = 111 (8? -+ 5) 4-1 


ma 
_ 408 —1 
m= 
dunque : 
9 ЕШ 3 _ З 3 у=" 3 
tie TALES n а АТА i LE > 
. — 4 . 3 9 
= ге 10% — 5 n 109 pi 10° +4 _ (10 +2) 
9 9 27 
Essendo : 
103 = 999 + 1 
si ha: 
Mi SL = 333 -| 1 = 334 
3 3 
dunque : 111556 = 334? 
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I numeri delle serie proposta sono dunque i quadrati dei 
numeri: 
RI oo oue 


ottenuti scrivendo successivamente la cifra 3 alla sinistra del 
numero precedente, ossia : 


ка = 16 
SR 1156 
ee = ДЫ БИЙ 

88342 = 11115556 
2280949 — 1111155556 


In modo analogo si proverebbe clie i termini della serie : 


49 è 4489 - 4448889 « e... 
sono i quadrati dei numeri: 
7.67. 667... . 
ossia : 
= 49 
SS= 4489 
(= 444889 
(Bore 44448889 


66607? „ 4444488889 


I cubi dei numeri interi. 


In modo analogo a quello indicato per i quadrati, si può otte- 
nere una tavola dei cubi dei numeri interi della serie naturale. 


Numero Cubo a b с 
1 1 Т 12 6 
9 8 19 18 
3 27 37 24 6 
4 64 61 30 6 
5 125 91 36 б 
fi 216 127 42 
7 343 169 48 6 
8 512 217 54 = 
9 729 271 — — 

10 1000 — — 
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Scriviamo nella seconda colonna i primi quattro cubi; for- 
miamo la seconda con le differenze : 


8-1=7 27 — 8 = 19 64 — 27 = 37 
La colonna ù» зі forma con le differenze : 
19— 7 = 12 37 — 19 — 18 


e quella c con: 
18— 122-6 


differenza che rimane poi costante. Ciò posto è semplicissimo 
dedurre i numeri b da c, a da b e infine il cubo da a. 


Di aleune proprietà dei cubi. 


Accenneremo, senza dimostrarle, ad alcune proprietà dei 
cubi dei numeri intieri. 

1.* П cubo d'un numero intiero composto di decine ed unità, 
termina con la stessa cifra del cubo delle sue unità. 

2. I cubi dei numeri terminanti con 1, +, 5, 6, 9 terminano 
con le stesse cifre; quelli dei numeri terminanti con 2.3, 7, 8 
terminano con 8, 7, 3, 2 rispettivamente. In quest’ ultimo caso, 
un numero ed il suo cubo sono terminati da due cifre la cui 
somma è 10. 

3.° Ogni intiero terminante con un numero di zeri non 
multiplo di 3 non è un cubo perfetto. 

4.° Ogni cubo intiero о è un multiplo di 9, o un multiplo 
di 9 aumentato o diminuito di 1. 

5.° Formiamo dei gruppi crescenti coi numeri dispari, nel- 
l'ordine naturale, e indichiamoli con un numero d'ordine. 


Gruppo 1° 1 
» РАЈ 3 5 
» 3° TR s d 
» 4e 13599815 A 719 


CD A TO OI Va ECO OT 


Si tratta di dimostrare che 1а somma dei numeri contenuti 
in ciascun gruppo è uguale al cubo del numero d'ordine del 
gruppo, ossia, ad esempio, che: 


13 + 45 + 174 19 = 43 
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Consideriamo un numero di gruppi qualsiasi, per esempio 12. 
Il numero dei termini contenuti in tali 12 gruppi, sarà: 


12 (12 4 0). 
E 


14243444 02 = 


E siccome tali termini sono i numeri dispari consecutivi, la 
loro somma totale è espressa da: 


12 (12 + 1)? 
PEU 


Parimenti, la somma dei termini dei primi 11 gruppi è: 


(12 — 1)? 127 
iE 


La somma dei termini dl 12» gruppo è la differenza: 


122 (12 + 1)#— 192 (02 — 1)? peas 1) (12 — 1)2) _ 
2? » n E: 

12 (62612) _ 

e =? 


Il che è q. d. d. 


Е. — Quale è la somma dei cubi dei 2,3,4,5- ««*« primi 
numeri intieri ? 


Notiamo che i gruppi considerati nel numero precedente 
hanno rispettivamente per somme : 


ЕЕЗ 


primi numeri dispari 


#4. 
Ne risulta che la somma dei 12 24 - 


è uguale alla somma dei cubi dei 12 primi numeri intieri. 

Ma d’altra parte è noto che la somma di tali numeri dispari 
é uguale al quadrato del loro numero, ossia al quadrato della 
somma dei 12 primi numeri. 

Dunque: ѓа somma dei cubi dei 3, 3, 4, 5«-««« primi nu- 
meri è uguale al quadrato della somma dei 2,3, 4, 5««««« 
primi numeri. 
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M. — Trovare più cubi consecutivi, la cui somma sia un 
quadrato. 


Ecco alcune soluzioni del problema che, in modo generale, 
fu trattato dal Genocchi (1). 


2899 + 290% + • +» - + 49043 = (3 >< 577 >< 6948)? 
36008 + 36013 |. » » » -+ 49253 = (5 >< 313 >< 3925)? 


887240758600° + 887240758601? + - « e + + + 1041543499225" = 
= (967473261775 >< 77151370313,? 


ME. — Trovare un numero che sia uguale alla somma delle 
cifre del suo cubo. 


Tanto il numero come il suo cubo divisi per 9 devono dare 
lo stesso resto ; un cubo dovendo necessariamente essere d'una 
di queste forme: 9a, 9a —1, 9а +1 anche i numeri cercati 
dovranno esserlo, 

Consideriamo un numero di tre cifre; il suo cubo ne avrà 9 
8! piü, e la somma delle cifre del suo cubo sarà inferiore a 
9»«9 cioè minore di 100. 

Dunque i numeri richiesti non possono avere che una o due 
cifre. 

Il cubo d'un numero di due cifre avrà, al più, sei cifre, e la 
somma delle cifre del suo cubo sarà minore di 6 >x< 9 = 54. 

Dovendosi escludere il 53 il cui eubo termina con 7, diremo 
che la somma non può eccedere 52; così pure sono da esclu- 
dere i numeri 44, 45, 46 i cui cubi terininano rispettivamente 
con 4,5,6 e sono costituiti da 5 cifre, onde la somma delle 
cifre non potrà eccedere il 42. 

Formiamo dunque i cubi dei numeri di una delle forme in- 
dicate, dall 1 al 37 ed avremo le soluzioni seguenti, che sono 
le sole possibili : 


N 1 8 17 18 26 27 
NS 1 512 4193 5832 17576 19683 


(1) «Nota su alcune samme di cubi» negli Atti dell’Accademia de’ Nuovi Licei. 
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I numeri perfetti. 


Dalla progressione geometrica di base 2 si può passare ai 
numeri perfetti, cioè a quei numeri intieri che sono uguali alla 
somma dei proprii divisori, escluso il numero stesso. 

Non è completamente nota la teoria dei numeri perfetti di- 
speri; quelli pari sono tutti compresi nella formola : 


N=21-1(2"— 1) 


nella quale il secondo fattore deve essere un numero primo ; 
sicchè in tale formola non bisogna dare ad n che i valori in- 
tieri pei quali il numero Rz —2" — 1 è primo. È facile vedere 
che R, non può essere primo se n non è primo a sua volta, 
ma ciò non basta. Bisognerà accertarsi che 2" — | sia un nu- 
mero primo; teoria questa assai difficile e che per ora non ci 
permette di dimostrarlo che nel caso in cui п sia un numero 
primo > 100. I numeri perfetti attualmente noti sono i seguenti: 


n Cani 2* —1 Numeri perfetti 
1| 2 2 3 6 
2| 3 4 7 28 
3| 5 16 31 496 
4| 7 64 127 8128 
5 | 13 4096 819t 33550336 
6|17 65536 131071 8489860056 
7 | 19 262144 524287 137438691328 
8 | 31 |1073741824 12147483647 2305843008139052128 
9 | 6t — — 260584559915698317446546026150538421706 


I valori di n; 11, 23 e 29 sono stati esclusi perché i tre nu- 
meri : 


Ni e 28 — 1 om 


non sono primi essendo rispettivamente divisibili per 23, 47 e 233. 
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I numeri perfetti terminano sempre con 6 o con 8, Ciò di- 
pende, da un lato, dalla periodicità dell’ultima cifra nelle po- 
tenze del 2, e dall’ altro da che i numeri primi л sono neces- 
sariamente, eccetto il 2 e il 3, multipli di 6 aumentati o dimi- 
nuiti dall’ unità. Così, quando л è un multiplo di 6 diminuito 
dall’unità, il numero N termina con un 6, senza che n debba 
essere un numero primo ; quando n è un multiplo di 6 aumen- 
tato dall’ unità, il numero N termina con 1а cifra 8. 

Ogni numero compreso nella formola (eccetto quello corri- 
spondente a n —2) dà per resto 1 quando sia diviso per 9. La 
prima cifra п destra di questi numeri è б, oppure le due ultime 
cifre formano 28. 


Numeri perfetti di seconda specie. 


Sono i numeri uguali al prodotto dei loro fattori. I numeri 
p'ip.es.8) e pr p; (p. es. 10, 14. .—.. ) sono numeri perletti di 
seconda specie. Il numero 6 è il solo che sia duppiamente per- 
fetto cioè che sia ad un tempo perfetto di prima e di seconda 
specie. 


I numeri amicabili. 


Due numeri А, B Sono detti amicabili, quando la somma dei 
divisori del primo, astrazione fatta dal numero stesso, è 
uguale a B, e reciprocamente, la somma dci divisori di B, 
astrazione fatta da B, è uguale ad A. 

I numeri 220 e 284 sono amicabili ; infatti : 
220 =1 -+2 +4471 4-142 

che é la somma delle parti aliquote di 284, e: 

984 —1-F 2-1 -4 4 54-10 4- 11 4 20 4-22 4 44 -- 554 110 


che é la somma delle parti aliquote di 220. 
Si tratta d'un problema più che indeterminato. Supponiamo 
infatti A e B scomposti in fattori primi : 


2 = i 2! zt а 
ДЕ о ОА 
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Denotando соп S ed S' le somme delle parti aliquote di tali 
numeri, si ileve avere : 


-——— E TI— AB 
" а —1 b—1 e—1 di 
dA ++! МА е 
s% be. Lf І n & den LEVA ESM 
а, —1 b,—1 Goal 


da cui si deduce : = 
21 $01. и Ее 
а busto AE " l 
a—1 b—1 с— 1 
aj М-м рү want a 


җе Б L'ora su 
ata ~ IRI è с —1 


Questa relazione è troppo generale perchè se ne possano 
dedurre delle formole per ricavarne delle coppie di numeri 
amicabili; ma assegnando ad A e B le forme particolari più 
semplici : 

Aem TU Bsp 


nelle quali а, b, с sono fattori primi dispari, si possono deter- 
minare delle coppie di numeri che soddisfino alle condizioni 
enunciate, Si ha infatti: 


Q"*1 —1) (a-| = @"+ — 1) (04-1) (c 0 —2" (a. 0 с) 
da cui: 
a=bc+b+e 
ed eliminando а: 
(b — 2" + 1) (e —2" -+ 1) = 22» = gu+Z9In-% 
supponendo х < n. 
Si può dunque porre : 
bh=2% 1 95—2 
=" 
е dedurne : 
а= (2* 4- 1): 22"—7 — | 
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con la condizione che a, b, e siano numeri primi; per conse- 
guenza z è dispari, altrimenti a sarebbe composto. 

Per z=1 si trova una prima forma di numeri amicabili 
supponendo ; 


Ез bg" э”—1 — 1 ec=3-2%—1 
Attribuendo ad 7 i valori successivi 2, 3, 4 + « -- , non con- 


servando che quelli pei quali i numeri a, L, с sono primi, sì 
trovano le soluzioni : 


nm | @ b (e) | A B 
| ма 
PN Е Gola | 284 220 
A ШЫ 5 7 18416 17296 
| 7 | 73727 | 491 | 383 | 9497056 | 9363584 


Non si può supporre 2 = 3, poichè uno dei numeri b o с su- 
rebbe una differenza di due quadrati. Rimane da studiare il 
‘caso di == 5,7-..- il che è assai difficile. 

Nel seguente quadro sono riunite alcune coppie di numeri 
amicabili, comprese le [ге sopra indicate : 


Alcune coppie di numeri amicabili 


220 = 255.11 |69615 = 3*7.13.5.17 | 503056 = 24.23.1367 

384 971 87633 = 357.13.107 | 544736 22153607 
2620 = 235.131 | 122205 = 32.5.13.11.19| 522405 = 3*5.13.19.47 
2924 = 211743 | 139815 = 32.5.13:239 | 525915 = 3*,5.13.29.21 
5020 = 225,251 | 141064 = 25.19.333 | 600928 = 2?.14.29,239 
5564 = 93,13,4107 | 153176 = 29.41.467 | 686072 == 2.191.449 
6232 = 29.19.41 | 142310 — 2,5.7.19.107 | 1175265 = 32.7.13.5.41 
6368 == 25,199 | 168730 — 2.5.47.359 | 1438983 == 32,72.13.251 
10744 = 28.17.79 | L71856 = 24.23.467. | 1280565 = 37,5.13.11.190 
10856 = 21.33.59 | 176336 = 24.103.107 | 1340235 = 3*.5.[3,29.70 
17296 = 24.28.47 ` | 176272 = 223.479 | 1358505 = 32.5.19.7,227 
1846 = 2151 | 180848 = 2489127 | 1486815 = 32.5.10.37.47 
63020 = 2233.5.137| 196724 = 22.11.17.963 | 0303584 = 27.191.383 
76084 = 2*23.827 | 202414 = 92%11.43.107 | 9437056 = 27.73727 
00938 = 2147.8) | 308620 = 22.5.13.1187 | 196421715 = 32.5.7.19.37.887 
66992 = 2153.79 | 389924 = 22.43.2267 | 224703405 = 3".5,19.37.7108 
67095 = 3%.5.7.71 | 437456 = 24,10 1439 

71145 = 3%517.31 | 455344 = 2159191 
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I numeri triangolari. 


Si chiamano triangolari i numeri formati nel modo indicato 
nella flg. 86, cioè sovrapponendo il primo al secondo, il secondo 
al terzo e così via come se si trattasse di biglie. 


Fig, 86. 


Possiamo formare con facilità la serie dei numeri triango- 
lari nel modo seguente : 


Unità .... 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 
Peeri. ne. (ze 8 ИШ Noe Noe 150870 Му 
Triangolari 1 3 6 ^10 15 M 28 "36 45 M5 


Come è facile vedere un numero triangolare nun è altro che 
la somma di quello che lo precede e di quello che gli sta so- 
pra, nella riga dei numeri naturali, come per esempio : | 


21 215 + 6 


Come si potrà in tale serie trovare un numero di posto de- 
terminato, per esempio il 20" ? 

In questo modo assai semplice. 

Se poniamo accanto ad un numero triangolare (quello di lato 
5 ad esempio) lo stesso triangolare capovolto, come vedesi nella 
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fig. 87, ne risulterà un parallelogramma costituito da 5 file di 
5+1 unità ciascuna, cioè, in totale 5x6 = 30 unità; la metà 


e 0-0-0-0-0 
Фе 0000 
өөө 0-00 
#00000 
"s. -9-9-9-9 О 


sarà il triangolare di lato 5, Cosicché possiamo stabilire la for- 
mola generale per trovare un triangolare di posto ennesimo, 
cioé : 
(® +1) 
п 


che si esprime dicendo: Un numero triangolare di posto de- 
terminato è uguale alla metà del prodotto del numero che ne 
indica il posto per il numero successivo. 

Questo modo di calcolare un triangolare può servire di con- 
trollo all’altro nel quale si fanno le addizioni successive. 


Ogni quadrato impari è la differenza di due triangolari. 

Ogni numero della forma n° + п +1 è la somma di due 
triangolari. 

Ogni cubo è la differenza di due triangolari consecutivi. 

La somma di due triangoli successivi è un quadrato. 

Questa proprietà risulta chiaramente dalla fig. 88. 
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I numeri quadrati. 


In modo analogo ai triangolari si possono ottenere i numeri 
quadrati, procedendo come è indicato nella fig. 89. Si vede, 
con un semplice esame della figura, che un numero quadrato 
differisce dal precedente per un numero dispari di unità e 


e 00 40 


che queste differenze costituiscono la serie dei numeri dispari 
naturali. Segue da ciò che è facile costruire la serie dei nu- 
meri quadrati (ossia dei quadrati dei numeri) in questo nodo: 


Base... 2 Am a 29 9$ 8 2 2 2 2 
Dispari . 1 ge UR жу dii io dl MI 
Quadrati 1 4 9 16 5,36 49 64 84 100 


Un quadrato si ottiene (come abbiamo veduto pei triango- 
lari) addizionando quello che lo precede con quello che gli 
Sta sopra, come per esempio : 


64 = 49 + 15 


Il teorema di Diofanto. — La fig. 90 costituisce un quadrato 
di 9 unità di lato, composto di otto volte il numero triango- 
lare dieci e di una unità al centro. Abbiamo dunque in esso 
la dimostrazione grafica del teorema di Diofanto: L’ottuplo 
d'un numero triangolare, aumentato dell’unità, è sempre un 
quadrato. 
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Reciprocamente : « Ogni quadrato di un numero dispari, di- 
minuito del unità, è l'ottuplo d'un numero triangolare». 


Fig 90 


Si deduce da ciò che per riconoscere se un dato numero sia 
triangolare basta moltiplicarlo per 8 e aggiungere 1 al pro- 
dotto; se si ottiene così un quadrato, il numero proposto era 
triangolare. Per esempio : 


66x8-|-1=529= 23? 


dunque 66 è un numero triangolare. 

Altri teoremi del genere sono i seguenti: Ogni numero qua- 
drato è uguale al proprio lato aumentato di due volte il tri- 
angolare di posto antecedente. 

Ogni numero quadrato è la somma del triangolare dello 
stesso ordine e del triangolare antecedente. 
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Le fig. 91 e 92 dimostrano graficamente tali proprietà dei 
quadrati. Del resto si possono pure rilevare dal raffronto delle 
serie dei triangolari e dei quadrati, che abbiamo date prece- 
dentemente : 


Una. o dai 4 1 1 1 1 1 doo 1 
Intieri. . у 1 8 3 4 5 6 7 8 9 40 
Triangolari 1 3 6 10 Шш J 28 36 45 55 
Quadrati a, 4A ai "UL 40. 250796. 49 6 — 819100. 


64 == 8 + 2 >< 28 
64 = 36 + 28 


I numeri pentagonali. 


La fig. 93 rappresenta il numero pentagonale di lato 5. Si 
vede che ogni accrescimento, come R Q P E, differisce dal pre- 
cedente per tre unità. Risulta da ciò che si può costituire la 


serie dei numeri pentagonali in modo analogo a quello seguito 
per i triangolari e i quadrati, ma partendo dalla base tre: 


Pentagonali 1 HELL AU у WX 20 We da 
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Per calcolare un pentagonale qualsiasi giovano però anche 
alcune osservazioni, che sono messe in evidenza dalla fig. 94: 
1.» Un numero pentagonale è uguale al proprio lato au- 
mentato del triplo del pentagonale che lo precede. 
2.» Un numero pentagonale è la somina del triangolare dello 
stesso ordine A B C e del doppio del triangolare antecedente. 


10-00-00: 


Fig. 94, 


I numeri pentagonali si possono anche ottenere nel modo 
indicato nella figura 95 


3 4 5 
3 à 5 
1 2 3 Й 5 
T 


Fig. 95, 


{; 0 (232-25; 14+2+94343=12 
142+34A4A+4+ 4322 00 


Онкнат, — Matem. dilett. 8 
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Per riconoscere se un numero sia pentagonale hasta оѕѕег- 
vare che: ¿l triplo di un numero pentagonale è un numero 
triangolare il cui ordine è il triplo meno uno di quello del 
pentagonale e incersamente. 

Cosicehé volendo riconoscere, per esempio, se 117 sia un pen- 
tagonale, lo si moltiplica per 3 e si riscontra se il prodotto 351 
sin un numero triangolare. 


A, Q4 


Fig, 95, 


Applicando il teorema di Diofanto (v. pag. 110) si potrà osser- 
vare che: prendendo 24 volte un numero pentagonale e au- 
mentando il prodotto di un’ unità si ha il quadrato ilcui lato 
è il sestuplo meno uno del lato del pentagonale e inversamente. 

È pure facile vedere che un pentagonale non può terminare 
con una delle cifre 3, 4, 8,9 perché se così fosse, il suo triplo 
terminerebbe con 9, 2, 4, 7, cifre che non possono essere finali 
d’un triangolare. 


I numeri esagonali. 


Si ottengono questi numeri come gli altri di cui preceden- 
temente, collocando delle unità nel modo indicato nella fig. 97 
sui perimetri successivi di esagoni concentrici, aventi il ver- 
tice A comune. 
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Analogamente a quanto abbiamo fatto pei numeri triango- 
lari, ecc., possiamo ottenere quelli esagonali partendo dalla 
base 4, oppure osservando che un numero esagonale è uguale 


Fig. 97, 


al proprio lato aumentato di quattro volte il triangolare del- 


l’ordine precedente. 
Si osserva parimente che un esagonale è costituito dal tri- 
angolare A B P dello stesso ordine, aumentato del triplo del 


triangolare che lo precede. 


Tali considerazioni sono però superflue per il calcolo degli 
esagonali poiché dalla fig. 98 si rileva che: ogni esagonale è 
un triangolare di lato dispari e reciprocamente. 
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I numeri poligonali. 


In generale, possiamo formulare le due proposizioni seguenti: 

1.° Un poligonale è uguale al numero del proprio ordine 

aumentato di tante volte il triangolure antecedente, quante 
sono le unità del proprio ordine, meno due. 

2.0 Un poligonale è uguale al triangolare dello stesso or- 
dine aumentato di tante volte il triangolare che lo precede 
quante sono le unità del suo ordine meno tre. 

Si può ottenere la serie dei pentagonali prendendo come 
base numeri uguali al numero del lato diminuito di due unità. 

Riproduciamo ora la tabella dei numeri poligonali fino al 
decagonale: 


Numero 1° | 20 | 3° | 4° | 5o | Go | 7° | 8 | 95 | 10" 


triangolare. | 1 | 3 | 6 | 10 | 45 | 21 | 28 | 36 | 45 | 35 


Quadrato .. | 1 4 |9 | 16 | 25,| 36 | 49 | 64; 81 | 100 


Pentagonale | 4 5 | 12 | 32 | 85 | 51 | 70 | 92 |117 | 145 


Esagonale. . | 1 6 | 15) 28 | 46 | 66 | 91 1120 | 153 | 190 


Ettagonale . | 1 7 |18 | 34 | 55 | 8 | 142 | 148 | 186 | 235 


Ottagonale. | 1 8 | 21 | 40 | 65 | 96 | 133 | 176 | 225 | 280 


Nonagonale. | ! 9 | 24 | 46 | 75 | M1] 154 | 204 | 261 | 325 


Decagonale. | 1 | 10 | 27 | 52 | 85 | 226 | 175 | 232 | 297 | 370 


I numeri ottagonali. 


lì triplo più uno di un ottagonale, è un quadrato il cui lato 
è il triplo meno uno del lato dell’ottagonale. 

Questo teorema si dimostra osservando, che un ottagonale è 
uguale al pentagonale dello stesso ordine aumentato del triplo 
del triangolare d'ordine precedente. Ciò posto la fig. 99 dimo- 
stra che il nonuplo più uno d’un triangolare è un triangolare 
di lato triplo più uno del lato del primo. 


WWwW.rcin.org.pl 


= И — 


Sovrapponendo il lato А, А; di questa figura sul lato- A; A; 
della fig. 96, tenendo conto della scomposizione dell’ ottago- 
nale in un pentagonale e tre triangolari d’ordine antecedente, 


As OCCO О A, 
Rapp 
Ó si Q-O-0 
боо e О-о 


Fig. 00. Aa 


si dimostra la proposizione sopra enunciata, poiché si viene a 
formare una figura nella quale il numero delle unità è un 
quadrato. 

Segue da ciò che un ottagonale non può terminare con una 
delle cifre 7, 4, 2, 9 altrimenti il suo triplo più uno, che è un 
quadrato, terminerebbe con 2, 3, 7, 8 il che non può essere. 


I numeri decagonali. ci 
Il doppio piü uno di un deca- 

gonale é un triangolare d'ordine 

quadruplo meno due di quello Da 


del decagonale. Infatti un deca- 


gonale vale un trian- v 
golare dello stesso or- 
dine aumentato di 
sette triangolari del- 
ordine precedente ; 
ora, aggiungendo (fi- 
gura 100) uno dei tri- Pos 
angolari tratteggiati 


ai sette triangolari bianchi o neri si forma il decagonale. Dunque 
un decagonale non può terminare con una delle cifre 3, 4, 8, 9. 


‚ 100, 
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I numeri piramidali. 


Immaginiamo un numero triangolare costituito da cubetti 
come nella fig. 101. Vediamo di stabilire la formola che per- 
mette di calcolare la somma dei numeri triangolari a partire 


Fig. 101, 


dall’ unità, somma che corrisponde al numero dei proiettili 
contenuti in una pila a base triangolare, come è facile vedere 
nella fig. 102 nella quale i dischi a contorno sottile rappresen- 
tano i proiettili d'uno strato e quelli a contorno più grosso i 
proiettili dello strato a quello sovrapposto; essi costituiscono 
appunto due numeri triangolari successivi. 


Fig. 102. 


Si chiama numero piramidale triangolare il numero risul- 
tante dalla somma dei triangolari a partire dal primo che è 1, 
e l’ordine del piramidale è quello del triangolare al quale è 
stata limitata la somma, vale a dire che è il numero degli strati 
dei quali il piramidale è costituito. 
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Si può dunque formare una tavola di numeri piramidali in 
questo modo : 


Ши 213-4 Бе 8 9 10 
Triangolari 1 3 6 10 15 21 28 36 45 %... 
Piramidali. 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220... 


La serie dei piramidali si ottiene addizionando il piramidale 
precedente col triangolare soprastante, ossia di medesimo 
ordine : 


piramidale 84 = piramidale 56 + triangolare 28 


Si può ottenere direttamente un piramidale d’ordine qual- 
siasi con una regola che si può stabilire in questo modo. 


Fig. 103. 


Cominciamo col duplicare un triangolare qualunque; otter- 
remo così un rettangolare (fig. 103). 


> 


8g 


N 
N 


Fig. 104. 


Sovrapponiamo a questo i rettangolari gradatamente d' ors 
dine inferiore ; otterremo la piramide della fig. 104 
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Potremo poi applicare su di essa un’altra piramide uguale, 
capovolta in modo da avere la #5. 105 alla quale non man- 


> 


"a 
' 
à 
, 
, 
H 
1 
D 
' 
' 
0 
1 
' 
, 
D 


Fig. 105. y 


cherà più che una terza piramide uguale alle prime due per 
completare un parallelepipedo nel quale: 


AY= ordine del piramidale 
СҮ гс Уу » » рїй 1 
ОВЕ ЧУ » » рїй 2 


Dunque : il sestuplo d'un piramidale è il prodotto di tre nu- 
meri intieri, consecutivi e crescenti, il primo dei quali è Por- 
dine del piramidale. 


Numeri piramidali quadrangolari. 


Se ne può ottenere la serie in modo analogo a quella dei 
triangolari, ma se ne può anche calcolare uno qualunque con 
queste regole : 

4° Л piramidale quadrangolare è uguale al piramidale 
triangolare di uguale ordine aumentato del piramidale trian- 
golare d'ordine antecedente. 

2.» П sestuplo d'un piramidale quadrangolare è il prodotto 
del suo numero d'ordine per il numero seguente e poi per il 
doppio del suo numero d'ordine più uno. 

Risultati analoghi si possono ottenere per le piramidi poli- 
gonali. 

Ossercazione: La somma dei cubi dei numeri naturali corri- 
sponde al quadrato della somma dei rispettivi numeri semplici, 

Cosi : 

14-2 4-3 4-4 — 10 
1 84-27 -+64 — 100 = 10° 
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Il triangolo di Pascal. 


La serie dei coefficienti dei termini dello sviluppo del bino 
di Newton : 


(at æ)” 
messa sotto forma di triangolo da Pascal: 
sl sl 


AS 10010 Б 


quando venga scritta in questo modo : 


d 

1 
qe. y 
12535 730 
UIDES n 
1595 1081005501 


sommandone i termini in senso parallelo alla diagonale del- 
l'angolo retto si hanno i termini della nota serie di Fibonacci: 


1 ПЕ po D 306p Meg 


Curiosità diverse sui numeri. 
Sul numero 37. 
Se consideriamo la progressione aritmetica : 
3. 35629.12*15-18- 21 «***** 27 
e ne moltiplichiamo i termini per 37, otteniamo : 
111 • 222 - 333 - - è e è + - 999 
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Questi prodotti sono costituiti da tre cifre uguali e tali che 


la loro somma è uguale al moltiplicatore da cui derivano. 
La spiegazione di tale particolarità sta in ciò che: 


37 >:3= 11 
per cui, ad esempio : 
37 >< 15 == 87 >< 3 >< 5 = 111 >< 5 ecc. 
373% 723.7, 37 (3 4-7) = 32 4- 7" 
3+ 7 • ЗТ 777 
П 37 è il solo numero di due cifre che moltiplicato per la 


somma delle sue cifre dia un prodotto uguale alla somma dei 
cubi di tali cifre, 


Sul numero 45. 


Consideriamo il numero 987654321 costituito dalle 9 cifre 
significative, in senso inverso; e l’altro numero 123456789 
costituito dalle stesse cifre nel” ordine naturale. 1 а somma 
delle cifre nei due numeri è 45; la differenza dei due numeri 
è 864197532 costituita come essi dalle 9 cifre significative, 
ma in ordine diverso. 

Il numero 45 si può scomporre (1) in quattro numeri (8, 12, 
5 e 20) tali che: 


842=10 
42 —3 = 40 
5x2= 10 
20: 2 40 


Sul numero 100. 


Questo numero si può scomporre (in modo anulogo ul 45) in 
«quattro numeri (12, 20, 4 e 64) tali che: 


12+4= 16 

— 4 zz 16 
4x4 = 16 
66: 3 — 16 


(1) In altro paragrato diamo la generalizzazione di questo genere di scom- 
posizione di numeri. 
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Si può scrivere 100 usando 5 volte la stessa cifra, nei modi 
seguenti: 
100 = 111 — 11 
100 = 3 x 33 + $ 
100=5x5x5—- 5x5 
100= (5+5 +5 +5) 5 
Si può scrivere 100 in varii modi usando le 9 cifre significa- 
tive, senza ripetizioni: 


100=1+42+3+4+45+6+7+8+9 


0295 i4 28 uy toos + 7804 
100 — 91 +202 100 —91 + zs 
100 = 94 + 278 TNT um 


Sul numero 143. 


Moltiplicando 143 per ciascuno dei 999 primi multipli di 7, 
ognuno dei prodotti ottenuti sarà costituito da due numeri 
identici corrispondenti precisamente al numero d'ordine del 
multiplo di 7 usato come multiplicatore. 

Esempio : 


143 >< (238 >< 7) = 143 >< 1666 = 238 238 
Per impiegare tale risultato si osservi che si può scrivere : 
143 >< 238 >< 7 = 143 >< 7 >< 238 = 1001 >< 238 = 1000 >< 238 + 238 


Quando si tratti d'un multiplo di 7 il cui ordine sia dato da 
un numero avente meno di tre cifre, le due parti del prodotto 
potranno essere separate da uno o più zeri; così: 


143 >< (26 >< 7) = 26026 
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Osservazioni. — Risultati analoghi si ottengono moltipli- 
cando per 77 i 999 primi multipli di 13 e per 91 i 999 primi mul- 
tipli di 1I, Infatti: 


1001 = 7 x И >< 13 
dunque 1001 è divisibile per: 
Ls«dl Leser 
nonclié per: 
72<18 = 91е per 11 
Si può poi generalizzare osservando che : 
10001 = 73 >< 137 
100001 = 11 >< 909 s- 


Ne risulta che i prodotti di 137 per i 9999 primi multipli di 73; 
di 9091 per i 99999 primi multipli di 11,..... sono composti di 
due parti identiche. Cosi: 


9091 >< (478 >< 11) = 47800478 


9091 >< (57642 >< 11) = 57642 57642 


Sul numero 225. 


Scomporre 225 in una somma di numeri costituiti, in com- 
plesso, dalle 9 cifre sùgnificative, senza ripetizioni. 


225 — 1 4-23 + 45 4+ 67 +89 
Ciascuno di questi numeri si ottiene aggiungendo 22 al pre- 
cedente. Si puó anche scomporre cosi : 
225=1 + 35 + 42 + 69 4- 78 ecc. 


Naturalmente altri numeri si possono scomporre in modo 
anglogo. Essi però debbono essere multipli di 9 poiché : 


1422340445464 74-8-4-9-—multiplo di 9 
Esempii : 
162 == 9 + 12 + 36 + 48 + 57 
171 =2 +18 + 39 4+ 47 4-65 
810 = 195 + 267 + 348 
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Sul numero 142857. 
Esaminiamo i 6 primi multipli di questo numero: 


142857 285714 428571 
571428 714285 857142 


Essi sono composti delle medesime cifre nel medesimo ordine, 
sì che si può passare dall’uno all’altro per semplice trasposi- 
zione di cifre. 

Inoltre essi sono formati da gruppi di due cifre multipli pari 
di 7 o multipli pari più 1. Così 571428 è composto dei gruppi : 


57=7>‹8 +1 U= 10461 
My Aa Tox 
289—124 


Moltiplicando 142857 per 326451 si һа: 


142857 
326451 


142857 
714285 
571428 
857142 
285714 
428571 


46635810507 


Le cifre delle colonne verticali sono identiche, ciascun pro- 
dotto comincia con la cifra con cui termina il precedente; le 
6 prime cifre di ciascun prodotto a cominciare dal basso for- 
mano l'ultimo prodotto 428571; così le 6 seconde cifre costi- 
tuiscono il penultimo 285714, ecc. 


Sul numero 12345679. 


Questo numero é formato dalle cifre progressive nel loro 
ordine naturale, meno 1'8. Se lo si moltiplica per un termine 
qualunque della progressione aritmetica : 


+9. 18 . 27. 36 . 45 . 54-63 72. 81 
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la cui ragione é 9, il prodotto risulterà composto di 9 cifre 
uguali. Cosi : 
12345679 >< 54 — 660666666 


Si osserva che la cifra 6 indica il posto del termine 54 della 
progressione (il 6°) e risulta pure come differenza tra la decina 
superiore e detto termine, ossia : 


6 = 60 — 54 
Per ispiegare il risultato ottenuto si osservi che : 
12345679 >< 9 = 111111111 
e 12345679 >< 54 = 12345679 >< 9 >< 6 = 111111111 >< 6 


La somma dei numeri naturali. 


I numeri intieri naturali costituiscono una progressione arit- 
mrtica, di ragione 1. La fig. 106 rappresenta nella sua parte 
sinistra, con punti neri, i primi sei di tali numeri. 


Fig. 106. 


Per averne la somma possiamo accoppiare una figura sim- 
metrica di quella a punti neri con questa, in modo da avere 
appunto la fig. 106. Essa è costituita, in totale, di 6><7 = 42 
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punti (neri e bianchi); dunque la somma cercata sarà la metà 
di 42 ossia 21. Sicchè, in generale, la somma dei primi n nu- 
meri interi naturali, sarà data dalla formola: 


n(n-E1) 
2 
La somma, ad esempio, dei 90 numeri del lotto é dota da: 
90 ; 91 — 4095 


Dalla fig. 107 apparisce chiaramente come la somma di m 
numeri dispari naturali a partire da 1 sia z’. Le linee punteg- 


giate mettono in evidenza che una fila ad angolo differisce da 
quella ad essa adiacente per due unità. 
Il numero e. 

Regola mnemonica per il valore del numero e: 


Tu aideras à rappeler ta quantité à beaucoup 
e=? 7 1 8 2 8 1 8 


de docteurs amis 
2 8 4 


Il numero delle lettere d'ogni singola parola della frase cor- 
risponde alle cifre del numero e, ordinatamente. 
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Е. — Trovare un numero uguale a 7 volte la cifra delle pro- 
prie unità. 


Questo numero ha evidentemente due sole cifre: le sue de- 


5 ; * 
cine ne sono i -— e valgono 6 volte le unità, La cifra delle de- 


cine è dunque i ossia i na della cifra delle unità ; questa 


li 
10 
non può dunque essere che 5 o zero, e la cifra delle decine 3, 
per cui il numero cercato е 35. 

Nota. — Trattando il problema in generale si può stabilire 
la seguente espressione risolutiva : 


и (т — 1) 


da 
; 10 


nella quale d ё il numero delle decine, и quello delle unità, 
m il numero di volte che il numero cercato deve contenere le 
proprie unità. 

Per m —7 si ha appunto: 


3 
(em {4 
5 
nella quale, per avere d intiero, occorre che sia: 


un da cui а= еа N=35 


RI, — Trovare un numero di due cifre, uguale al doppio pro- 
dotto delle proprie cifre. 


Tratteremo la questione algebricanente e aritmeticamente, 
1.» Algebricamente. — Sia d la cifra delle decine, и quella 
delle unità, si avrà: 


10 d + u = 2 du 


da cui : 


gia = 
^ 2(u—5) 

Dovendo d essere una delle cifre significative, non sarà asse- 
gnabile ad u che il valore 6 al quale corrisponde d=3; per 
cui il numero cercato non può essere che 36. 
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9» Aritmeticamente. — l| numero cercato essendo pari é 
terminato da 2, 4,6 od 8 dovendosi escludere lo zero nel no- 
stro caso. 

Ora, secondo l'ipotesi, questo numero è divisibile per la ci- 
fra delle proprie decine. Occorre dunque che 1a cifra delle sue 
unità sia divisibile per la cifra delle decine; la prima essendo 
2, 4, 6 od 8 la seconda sarà t, 2, 3, 4, 6 od 8. Il numero cercato 
è dunque fra i seguenti: 


12 14 16 18 22 24 26 28 
36 44 48 66 88 
D'altra parte si osserva che il numero di 2 cifre formato 
dalle decine del numero cercato deve essere divisibile per la 
cifra delle unità, poichè ogni numero che divide unn. somma 
di due numeri ed uno dei numeri della somma, divide pure 
l’altro numero. 
Restano dunque solamente: 


12 22 24 36 44 48 66 88 


Il numero cercato non può essere 12, il doppio di 2 essendo 
inferiore a 10, né 22, 24, 66, 88 che sono multipli di 11, numero 
primo superiore a 10. Fra i numeri restanti 24, 36 e 48 é facile 
vedere che solo il 36 soddisfa al problema. 


WIE, — Sia un numero qualsiasi. Si scriva al disotto lo stesso 
numero ponendone la prima cifra sotto la quarta del 
primo. Si eseguisca la somma e si divida poi questa per 
7, 11 e 13. IL quoziente in ultimo ottenuto sarà precisa- 
mente il numero primitivo. 


Esempio. Sia il numero 86752: 
86753 
86753 
86832753 
860839753 :7 = 12405679 
ОБО И Еш Уйу )9: 
142778943 = 80753 
Ln spiegazione é nssai facile. 


сикы. — Alutem. dilett. 9 
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Infatti si ha: 
86753 »« 1000 + 86753 = 86753 >< 1001 
ed essendo: 
1001 — 7 < И >< 13 
si può scrivere : 
86753 >< 1001 = 86753 (7 >< 11 >< 13) 


Nota. — Nel caso d'un numero di 3 cifre l'enunciato si sem- 
pliflca perché basta scrivere il numero alla propria destra, ecc. 


EV. — Quanti numeri intieri ci sono, composti di un deter- 
minato numero di cifre? 


Vi sono 9x1 ossia 9 >< 10° numeri di una cifra. I numeri di 
due cifre cominciano col 10 e terminano al 99: ve ne sono 
dunque 9 >< 101; quelli di tre cifre sono 9 >< 10? e così via. 


W. — Quante cifre occorrono per iscrivere tutti gli intieri 
composti d’un determinato numero di cifre.? 
Da quanto precede si vede che per iscrivere tatti gli intieri 


rispettivamente di 1, 2, 3, 4 • « * cifre, occorrono 9, 2 >x< 9 >< 10, 
3 x Ix< 107, £2«9 » 10°. - - - cifre. 


VI. — Quante cifre occorrono per iscrivere tutti i numeri 
dall 1 fino al 99999 - » - - inclusivamente ? 


Da quanto precede si deduce che per i numeri di : 


1 cifra occorrono 95»«109— 1x9 cifre 
2*3 » 2x9x10 — 20x9 » 
3 >» » 3x 9 >< 10° = 300 >< 9 » 
4 >» » px 9 >< 10% = 4000 >< 9 » 


Dunque per iscrivere tutti gli intieri dall’ 1 al 99999 » - - - ossia 
tutti gli intieri aventi 1, 2, 3, 4, 5** + - cifre occorre un numero 
di cifre dato da •. • -54321 x9, il numero - +» • • 54321 essendo 
formato «dalla serie naturale degli intieri e contenendo tanti 
di questi ultimi quante sono le cifre 9 contenute nel numero 
99999 è è + è 
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VII. — Essendo stati scritti tutti i numeri intieri gli uni di 
seguito agli altri e nel loro ordine naturale, trovare una 
cifra di posizione determinata, per esempio la 552715", 


I numeri aventi 1, 2, 3, 4, 5, 6 cifre hanno in totale: 
654321 >< 9 — 5888889 cifre. 


per quanto si è sopra esposto (vedi n.° VI.). 
I numeri aventi 1, 3, 3, 4, 5 cifre hanno in totale: 


54321 >< 9 = 488889 cifre. 


La cifra considerata appartiene dunque ad un numero di 6 
cifre; la serie data essendo supposto che arrivi a tale ultimo 
numero, i numeri di tale serie hanno dunque: 


552715 — 488889 = 63826 cifre, 
D’altronde si һа: 


63826 = 10637 x 6 + 4 


La cifra cercata è per conseguenza la quarta del 10638» nu- 
mero della serie. Ora il primo numero di 6 cifre essendo 100000, 
il secondo 100000 + 1, il 10638» è 110637. Sicchè la cifra cercata è 6. 


VIII — Quante cifre vi sono nella serie dei numeri dall’ 1 ad 
N inclusicamente ? 


Immaginiamo scritti uno sotto l'altro tutti i numeri dall? 1 
nd N; quest’ultimo lo supporremo di m cifre e supporremo 
ancora di aver completato ciascun numero con zeri alla sini- 
stra così da avere un quadro di numeri composti di ugual nu- 
mero di cifre ; completiamolo poi con una prima flla di zeri. 

Avremo il numero X cercato, calcolando quanti sono i ca- 
ratteri contenuti in tale quadro che sarà m(N 4-1), e sottra- 
&ndone poi tutti gli zeri aggiunti, Quanto a questi osserviamo 
che da 10" —* ad N non ne sono stati aggiunti. Al disopra di 
10? — *, nella prima colonna di sinistra furono aggiunti 10? —! 
zeri; al disopra di 10” ?, nella seconda colonna, ne abbiamo 
aggiunto 10?—3, ecc. Al disopra di 10, nella seconda colonna 
a destra ne abbiamo aggiunto 10; al disopra di 1, nella prima 
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colonna a destra ne abbiamo aggiunto 1; dunque in tutto fu- 
rono aggiunti: 
109 —1 + 49? E eee +10 4-1 zeri 
ossia ; 
10% — 4 
m 
Cosicchè : 


10" —4 


X=m{(N+l)- 3 


Questa formola si può esprimere così: 

Per avere il numero delle cifre che compongono la serie 
degli N primi numeri, basta moltiplicare N + 1 per il numero 
delle cifre che compongono i! numero N, e sottrarre dal pro- 
dotto un numero formato di tanti 1 quante sono le cifre di N. 

Cosi nella serie dei primi 200 numeri, abbiamo: 


3 >< 201 — 111 = 492 cifre 
Nel caso particolare in cui N = 10" — 1, si ha: 


nt 

Х = тох 10#— до са 

che si può esprimere dicendo che basta sottrarre da un nu- 
mero composto di m seguito da m zeri, un numero formato di 
m. volte la cifra 1. La differenza avrà per prima cifra a destra 
un 9; avrà poi m — 1 volte la cifra 8; la prima cifra a sinistra 
sarà m —1 se m non ha che una sola cifra, altrimenti le prime 
cifre a sinistra formeranno il numero m — 1. 


Esempii : 
N=99 X = 200 — 11 = 189 
N= 999 X = 3000 — 111 = 2889 


М == 999999999999 X = 12000000000000 — 111111111111 = 1188888888889 


IN. — Usando i dieci caratteri dallo zero al 9, ma ciascuno 
una sola volta, furmare i numeri la cui somma sia uguale 
all’unitd, essendo ammessa la forma frazionaria. 


Esempio. Una soluzione è data da: 
35 148 


І ЕЕ. 


70 | zo — 
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X. — Problema simile al precedente nel quale la somma debba 
essere 100 anzichè unità. 
Esempio : 
28 


80-- 492-5 FA — 100 


Xi. — Formare, con le noce cifre significative, quattro nu- 
meri la cui somma sia 100. 


Ecco due soluzioni del problema: 
15 +78 4- V/9 +V 64 = 100 
ec 
254744 + gg = 100 


XH. — Sericere il numero 31 usando cinque volte la cifra 3 
solamente. 


з 


3234-34 3 


XII. — Formare il numero 14 con cinque cifre dispari. 
414—144 141-41 
XIV. — Formare 34 usando quattro volte la cifra 3. 


34 = 33 + З 


NV. — Formare 20 con quattro 9. 


gs 
94 Е = 20 


XVII. — Formare 100 con quattro 9. 


aS =100 
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Prodotti singolari. 


I numeri di tre cifre che ammettono i fattori 7, 11 e 13, il 
cui prodotto é 1001 danno prodotti composti di gruppi uguali 
di tre cifre. 


Esempii : 
231 >< 741 = 171171 


331 —3 «7.11 741 —3 * 13. 19 
429 »« 588 — 252252 
468 >< 539 = 252252 
294 >< 858 = 252252 
182 »« 704 = 128128 
672 >< 858 = 576576 


I. — Perchè i prodotti del numero 142857 per 1, 9, 8, 4, 5 еб 
sono composti delle medesime cifre, che si seguono nel- 
l’ordine circolare indicato in figura, e perchè il prodotto 
рег 7 è composto di tanti 9? 


Fig. 108, 


8 


Osserviamo che 142857 é il periodo della frazione decimale 
periodica derivante dall ordinaria : 


р. = 0,142857 ` 142857... 0. 


www.rcin.org.pl 


— 135 — 
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quindi : 
: х2= зш ш) _ m = Ё TRE 
LI LI 4 y D 
= 14,285714285714 è» «è. — 14 = 0,285714285714 - ·• ** 
0,142857142857 + + < «> >< 2 = 0,295714285714 · +» + +» 
da cui: 
142857 >< 2 = 285714 
ща 
= 1,428571428571 + + + + « — 1 = 0,428571428571 * «> · · 
0,142857142857 · - . . . >< 3 = 0,428571428571 ^ + * » · 
da cui: 


142857 »« 3 = 428571 
Nello stesso modo: 


1 4 10000 9996 10000 
oxX4IÉ—— -— = 


7 $ — 1428 = 0,571428571428 » - «è 
; ; 7 


142857 >< 4 = 571428 
5 _ 100000 99995 _ 100000 


Ede == — 14985 = б ORB e sis 
7 7 7 7 14285 4714285714285 
n 1000 994 1000 na 4 
к= cu ша у — 142 = 0857142857142 - 
Infine : 
1 _ 142857 OPERE UE _ 
7 ^. 999999 7 7^' ^ 999999 
da cui: 


142857 »« 7 = 999999 


Il. — Prodotti nei quali la somma delle cifre uguaglia quella 
delle cifre dei fattori. 


Indichiamo solo qualche esempio fra i moltissimi : 


51 >< 84 = 4284 42 >< 84 = 3528 6 >< 48 = 288 
4l >< 89 = 3649 51 >< 75 == 3825 38 >< 75 = 2475 
11 >< 47 = 517 71 >< 59 = 4189 
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WI, — Prodotti costituiti delle stesse cifre dei fattori. 


21 >< 87 = 1827 336 >< 951 = 319536 
27 >< 81 = 2187 951 >< 588 = 550188 
465 >< 831 = 386415 152 >< 761 = 115672 
201 >< 627 = 126027 281 >< 344 = 124483 
201 >< 897 = 180297 902 >< 875 = 789250 
591 >< 327 = 193257 686 >< 533 = 365638 
701 >< 167 = 117067 317 >< 425 == 134795 
824 >< 519 = 125248 002 >< 437 = 203074 
347 >< 461 = 146137 534 >< 195 = 315594 
992 >< 776 = 769792 321 >< 678 = 217638 
524 >< 623 = 326452 843 >< 876 = 738468 
251 >< 608 = 152608 334 x 975 = 812975 
461 >< 725 = 116725 489 >< 582 = 984508 
231 >< 543 = 125433 807 >< 984 = 794088 
825 »« 957 = 789525 681 >< 759 = 510879 
906 >< 894 = 809964 366 >< 948 = 346968 
231 >< 759 —-175329 341 >< 626 = 213466 
35 >< 41 = 1435 431 >< 725 = 312475 
15 >< 93 = 1395 356 >< 431 = 153436 
381 >< 969 — 369189 431 >< 707 = 304717 
255 »« 807 — 205785 431 >< 878 = 378418 
12345679 >< 9 — 1111114111 
12345679 x< 8 = 98765432 
1x9+2=11 
129 4-321411 
123 x< 9 -F 4 — 41114 
1284 x 9 - 5 = 411114 
12345 x 9 +6 = 111141 
123456 x 9 4- 7 = 1111111 
12345607 x 9 + 8 — 111111411 
12345678 >< 9 4+ 9 = 111111111 
929 7 = 88 
98 x 9 +6 = 888 
087 x 9 4-5 — 8888 
9876 >< 9 4- 4 = 88888 
98765 >< 9 | 3 = 888888 
987654 >< 9 + 2 = 8888888 
9876543 x 9 +1 = 88888888 
98765432 >< 9 + 0 = 888888888 
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e ea 
1 15908 HS Ng 
123 x 8 +3 = 987 
1234x<8+4= 9876 
12345 x 8+5= 98765 
123456 >x< 8 -+ 6 = 987654 
1234567 <8 +7 = 9876543 
123456785« 8+8 = 98765432 
1234560789 < 8 + 9 = 987654321 


Indovinare un numero pensato. 


I problemi di questo tipo, che facevano furori quando gli 
studi in genere e quello dell’aritmetica in ispecie, erano poco 
diffusi, non potrebbero ora destare una così generale sorpresa 
ed ammirazione. 

Nondimeno presentano seinpre qualche interesse poichè ri- 
chiedono in chi li spiega una certa prontezza di calcolo che 
non è di tutti, 

Quanto a regole propriamente dette per risolvere questo ge- 
nere di questioni non ve ne sono, ina solamente metodi ossia 
modi di procedere che possono variare a piacere, sì che non 
riuscirà difficile a chi abbia qualche dimestichezza con l'al- 
gebra crearsene di proprii. 

Il procedimento, come è noto, consiste nel fare eseguire da 
una persona una serie di operazioni (che le si vengono indi- 
cando mano a mano) sopra un numero da essa pensato, fa- 
cendosi in ultimo indicare il risultalo finale, oppure taluni ri- 
sultati parziali delle successive operazioni, da cui si deduce 
poi con adatti calcoli il numero pensato. 

П Ball, dal quale ho ricavato buona parte di questo para- 
grafo, indica i seguenti primi cinque metodi, 


Primo metodo. 


1.» Far triplicare il numero. 

2.» Se tale prodotto ё pari, farne prendere la metà; se ё 
dispari farvi prima aggiungere 1 e poi prenderne la metà. 

3.» Far moltiplicare il risultato per 3. 

4. Far sottrarre dal prodotto ottenuto, tante volte 9 quanto 
è possibile, chiedendo quante volte la sottrazione ha potuto 
sser fatta, e sia per esempio л tale numero. 
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5.» Si potrà affermare che il numero pensato è 2n oppure 
2n --1 secondo che il risultato della prima operazione era 
pari o dispari. 

Infatti ogni numero pari è della forma 2л; perciò le opera- 
zioni che si sono fatte eseguire sul numero dalla persona che 
lo ha pensato danno questi risultati : 


эл 
6n "n $n» 3—9n ы 


Se il numero è dispari la sua forma generale è 2 n +1 еррего 
i risultati delle operazioni fatte eseguire su di esso sono i se- 
guenti : 


Вп 0) 3 = 6а 3 (atapar) 3 (6n+3+1=3n+2 


Into 


(3n +2)x3=9n +6 gz = л 4- геѕіо 6 


quindi il numero cercato ё 2n 4 1. 


Secondo metodo. 


1.» Si fa moltiplicare il numero pensato per 5. 
2.» Si fa aggiungere 6 al prodotto. 
3.» Si fa moltiplicare tale somma per 4. 
4.° Si fa aggiungere 9 al nuovo prodotto. 
5.» Si fa moltiplicare per 5 l'ultima somma ottenuta. 
Heso noto il risultato cosi ottenuto basterà sottrarre da esso 
165 e dividere per 100 il resto, per ottenere il numero pensato. 
La spiegazione del procedimento è facile; le operazioni ese- 
guite sul numero n danno infatti questi risultati : 


5n 5n 4-6 (5n 4 6) >< 4 = 20n + 24 
20n + 24+9=20n + 33 (20n + 33) >< 5 == 100n + 165 


d'onde si deduce la regola. 


Terzo metodo. 


1, Si fa moltiplicare il numero pensato per un numero 
qualunque, ma noto, a e si ha (n-a) 
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2.° Si fa dividere il prodotto per un secondo numero noto, 


a 
о; (n b ) 


3.» Si fa moltiplicare il quoziente per un terzo numero noto, 


с; (n » е). 


4 Si fa dividere il risultato per un quarto numero noto, 
d; ( cL 
XM bd ) 
5. Si fa dividere questo risultato per il numero pensato, 
n; (+ $) 
2? AUI M 
6; Si fa aggiungere al quoziente il numero pensato e si 
domanda il risultato finale, che sarà ( bd + п). 
7.° Sottraendo mentalmente dal risultato che verrà cosi 
esposto, la quantità nota "T1 resterà evidentemente il nu- 


mero pensato. 


Quarto metodo. — Si propone ad una persona di pensare un 
numero inferiore al 90, e poi : 


1.» Lo si fa moltiplicare per 10 e si fa aggiungere al pro- 
dotto un numero qualunque a, che dovrà essere noto ed infe- 
riore al 10. 

2,» Si fa dividere per 3 la somma ottenuta e si prende nota 
del resto dell'operazione, 5. 

3.» Si fa moltiplicare il quoziente precedente per 10 e si fa 
aggiungere al prodotto un numero arbitrario, ma noto, с, mi- 
nore di 10. 

4. Si fa dividere il risultato per 3 e si prende nota del 
resto d. 

5.» Sia poi e la terza cifra, a partire da destra, del quo- 
ziente della divisione. 

Conoscendo a, b, c, d, e, riesce facile determinare il numero 
pensato. Infatti esso è della forma 92 + y e, per ipotesi, si ha: 


ame con y=8 
Se r è il resto ottenuto dividendo per 9 l’espressione : 


q— 0+ 3 (с — d) 51 Һа c-e.g-—9—r 
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П numero pensato essendo 92 + y, la prima operazione ci dà: 
(92 4-1) »« 10-- a ossia 902 + 107 -Ha 
od anche: 
90m +9p+y+a 
che é della forma: 
mult. 9+(/+ a) 


Il resto della divisione per 3 sarà quindi lo stesso della divi- 
sione di y + a per 3 e si può porre: 


Y+a=3p+ (b essendo più piccolo di 3) 
da cui: 
(e+y)x10+a=90e+9y7+3p+% 
La divisione per 3 ci dà per quoziente: 


30% +3y+p e perresto b 


Si fa poi moltiplicare questo quoziente per 10 e aggiungere 
al prodotto e, minore di 10, il che ci dà: 


3002 + 30g + 10p+c 
che si può mettere sotto la forma: 
300 2 + 307 + 9p+p-+c 


Il resto della divisione per 3 di questo nuovo numero sarà 
ancora quello della divisione di p + c»«3 e ponendo: 


p+e=39+d 
si ottiene per quoziente, effettuando l'operazione: 


100:m--10g |-3p-Fq eil resto d. 


Essendo y — 8 ed a=9 se ne deduce у 4-а = 17 e ne segue 
p=5. Essendo poi р 8 5 con c-9 se ne deduce р+с= 14 
e = 4. Si ha quindi: 


10y --3p-Eq-— 80--15-F4 ossia 10 4-30 4 = 99 
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Dunque il quoziente 1002 4- 100 --3p--g non ha che tre 
cifre. La sua terza cifra a partire da destra è perciò 2: 
е= 2 
Le relazioni y+a=3p+% р+{с=3@0+ 0 danno que- 
st' altra: 
3p--3e-F y ca —9q--3d +3р-- 0 
da cui: 
à —0-4-3(c—d)-- y = mult.9 


Essendo y < 9, il resto r della divisione per 9 dell'espressione 
a — b --3(c — d) è il complemento a,9 del numero y, cioè : 


y+r=9 da cui y=9-r 
Con ciò abbiamo supposto : 
а—0 4+3 (с – d)=0 


Se tale espressione fosse negativa si avrebbe y = r. Del resto 
si può evitare che ciò avvenga, assegnando ad a e c valori 
convenienti. Con questo metodo si possono determinare æ ed y 
e quindi il numero pensato 92 + y. 

Esempio. — Sia 82 il numero pensato : 

82 »« 10 — 820 amd 820--7= 827 
82 È T 
З = 975 + resto 2 D 375 >< 10 — 2750 C= 


2758 

3 

caeg=a а= 0.3 (с – 0) =7— 2 3 (8 — 1) = 26 
26 


9 


2750 + 8 = 2758 == 919 4- resto I desi 


=2 + resto 8 ipe y=9—8=1 
N-—9249g-29»x9-4-1-—8 
Quinto metodo. — Si faccia pensare un numero minore di 60 


e poi : 


1? Si faccia dividere per 3 e sia a il resto. 
2.° Si faccia dividere il numero pensato per 4 e sia 0 il resto. 
3.» Si faccia dividere il numero pensato per 5 e sia c il resto. 
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Si avrà il numero pensato come resto della divisione del- 
l’espressione 40a + 450 + Me per 60. 


Esempio. Sia: 
N=46 + dà per resto а == 1 


ib 


T dà per resto 5 =? nel dà per resto c — 1 


5 
400 + 45 b + 36c = 40 -H 90 + 36 = 166 


166 


TT da per resto 46 — N 


Questo metodo si può generalizzare così da poterlo applicare 
ad un numero qualsiasi, ma riesce troppo lungo e quindi poco 
pratico. 


Sesto metodo. — Indovinare un numero pensato fra 0 e 15 
inclusivamente, senza fare alcuna domanda. 


Si comincia col fare aggiungere 1 al numero pensato, poi si 
fa triplicare la somma; la serie delle operazioni da eseguire 
si divide allora in 4 periodi distinti: 

Primo periodo. Si fa prendere la metà del risultato otte- 
nuto e la si fa moltiplicare per 3. 

Secondo periodo. Si fa prendere la metà dell’ ultimo risul- 
tato e moltiplicare per 3 il risultato ottenuto, 

Terzo periodo. Si fa prendere la metà dell’ultimo prodotto. 

Quarto periodo. Si fa dividere per 2. 

Se i risultati fossero dispari occorrerebbe fare aggiungere 1 
prima di far prendere la metà. 


Esaminiamo ora i singoli casi: 


Primo periodo. Sia N il numero pensato: 

Si fa prendere la metà di 3(N +1), il che si può fare solo 
quando N sia dispari; in tal modo fin dal primo periodo si sa 
se N è pari o dispari, 


Secondo periodu. Sia N dispari, cioè N= 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15: 


3 (N+ 1) 8? eil risultato ot- 


Si fa dividere per 2 il numero 


tenuto viene moltiplicato per 3. 


Wwww.rcin.org.pl 


— 143 — 
Se è possibile effettuare la divisione : 
N-41=mult. di 4 ossia 18,7. 0145; 
Se la divisione non si può fare, si ha: 
N=1,5,9 о 13 
Dunque, dopo il secondo periodo la scelta resta limitata fra 
4 numeri. 


Terzo periodo. 
1. Supponiamo che si sia potuto effettuare la divisione 
per due di: 


1 2. 1 2 
s OT 13 ; ar (NT 1)3 
é intero, per cui: 
N23,7,11 о 15 


Si ha ancora da dividere per 2 l'espressione : 
1 
P (NERI 
a) La divisione si può fare e allora: 


N-4-1— mult. di 8 quindi Nee о 15 


b) La divisione non si può fare e allora si divide per 2 
Г espressione : 
. N41 
93 


x3 +1 e N=3 oppure 11 
А N41 deo et ^ 
2.» Supponiamo che 5——>< 3* non sia divisibile per 2; si 


ha da scegliere fra 1, 5, 9 ‘o 13 e si fa dividere per 2 l'espres- 
sione : 


Nl n 


Il risultato della forma 
(N+1)33+2 , 
2x1 

lo si fa moltiplicare per 3 e si ha: 


(М 1) 88 4-2» 3 
eran Д 


espressione che si tratta di dividere per 2. 
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Essa si può scrivere; 
(27 N 4-1) + 32 


EH 
€) Se la divisione è possibile : 
27 N+1= mult. di8 allora N=50 13 


d) Se non é possibile, si fa dividere per 2 !' espressione: 


Jl 3 
а ац Tu ed N=109 


Dunque dopo il terzo periodo, la scelta é limitata fra due 
numeri. 


Quarto periodo. 


3 
1.» Sia l'espressione CN RINGS intera. Si divide per 2. 


Se la divisione è possibile : 
N+1= mult. di 16 еа Nd 
Se la divisione non é possibile, si divide per 2: 


(А+ 1) 38 


79 3(0N41-3 
93 


28 
quindi: 
9N+1=mult. di 16 da cui NS 


3 
2. Se l’ espressione ANA 9. non é divisibile per due, é 
l'altra espressione: 
1 N-4-135 F 2 М + 1) 2° + 2? 
i3 [$9 i 1 ossia аа азы y È 


che si tratta di dividere per due. 
Se la divisione è possibile : 


(7N—1 432 
es dr 


rappresenta un intero, e: 


27 N — 1 — mult. di 16 da eui NS 
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Se la divisione non é possibile, l'espressione : 


4 TOF 0 38 4 22 
p 


27 N 47 32 
GE GM wn ЖА Ен 


é intera, e: 
27 N p 7 — mult, di 16 da cui N={l 


3 Naro 7 
3.» L'espressione Жуа LE 


corrisponde ad un numero 
intero. Si fa dividere tale numero per due. 
Se la divisione é possibile : 


37 N+1= mult. di 16 ed N=13 
Se la divisione non è possibile, l'espressione: 


1 itum pat 78 9(3 N-- D 4-32 
2 95 | 94 


rappresenta un numero intero, sicchè : 
3N|1= mult. di 16 ed N= 15 


4. L’ espressione : 


{27 №4- 5) + 32 


1 ре орална 5 мы 


2 2 


viene divisa per due. 
Se la divisione si può effettuare: 


27 N -- 5— mult. di 16 ed NI 


Se la divisione non è possibile N —9. Analoga discussione 
si farebbe nel caso di N pari. 

Daremo pure una regola mnemonica costituita da otto nomi 
di uomini celebri italiani, di tre sillabe. 

Quelle contenenti la vocale i indicano i periodi nei quali 
è occorsu aggiunta dell’ unità per poter prendere la metà 
del risultato. 

Il quarto periodo decide della scelta fra i due numeri attri- 
buiti a ciascuno degli otto nomi prescelti; se è possibile pren- 


Guknsi, — Matem, dilett. 10 
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dere la metà senza aggiungere 1, si sceglie il numero della 
seconda colonna e in caso contrario, quello della prima. 


Ri =en 721 6 М, ОКЕ 
Сее mp Nu 
Ti - zia = no 9v . a 10- 2 
Mar - commi , . . . 4 4- 3 
Vi-gno-18 . . . . » 12- 4 
Ga-li-leo . ... 5 - 13 
Vir-gi-lio . X. 2 14-6 


Co-lom-bo. .. .«4 7 -15 
Esempio. Sia 9 il numero pensato. Avremo : 
9--1—40 3 x< 10 = 30 


Primo periodo. — La divisione di 30 per 2 è possibile, dunque 
il numero pensato sarà uno di quelli che corrispondono ai 
quattro nomi la cui prima sillaba non contiene i: 


Í Celani s ni pe ж. SEN 
a - Mar-co-ni. .. . .411-3 
| Ga-li-leo . .. .. 5-13 
Co- lom.- bo, © . sa 7/215 

30 246 152<3 == 45 


Secondo periodo. — Quì la divisione di 45 рег 2 non ё possi- 
bile ; perciò il numero pensato apparterrà ai corrispondenti а 
quelli fra i quattro nomi (1) la cui seconda sillaba contiene la i: 


Cel- li- ni den. eot 
Ga -H-zleo . . < «è + 5-43 
Asl ed D n 23 x< 3 — 69 


Terzo periodo. — Neanche il 69 é divisibile per 2, quindi il 
numero pensato sarà uno dei due corrispondenti al nome 
Cel-li- ni la cui terza sillaba contiene una i, cioè 9 od 1: 

69 -- 1 


L3 


Quarto periodo. — La divisione di 35 per 2 non é possibile, 
quindi la cifra che si deve scegliere è quella della prima co- 
lonna, ossia 9. ? 
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Indovinelli su due numeri. 


1.» Consideriamo due numeri, uno pari e l’altro dispari. 
Invitiamo una persona A a sceglierne uno, mentre un’altra 
persona B prenderà l’altro. Si tratta di trovare quale è il nu- 
mero scelto da A. 

Dite ad A di moltiplicare il numero che ha scelto per un nu- 
mero pari, per esempio per 2, e a B di moltiplicare il suo per 
un numero dispari, per esempio per 3. Fate sommare i risul- 
tati e chiedete quale sia tale somma. Se essa è pari, A aveva 
scelto il numero dispari e viceversa se la somma è dispari; il 
che è evidente. 

2.° Siano due numeri m ed n primi fra loro, ma tali che 
uno almeno non sia primo assoluto. Sia p un divisore di n. 

Procedete come nel caso precedente. Dite alla persona A di 
scegliere uno dei numeri m od n e a B di prendere l’altro. 
Sia q un numero primo con p. Fate moltiplicare per q 1 nu- 
mero scelto da A e per p quello preso da B; fate sommare i 
risultati e chiedete il totale. Secondo che questa somma è, o 
non è divisibile per p, la persona A ha scelto il numero л 
ovvero il numero m. 

Esempio. Siano: 


nec 35 p=5 @Q=3 


Supponiamo che A abbia scelto I' 11; egli dovrà moltiplicarlo 
per 3, mentre B dovrà moltiplicare il 35 per 5, sieché si avrà: 


33 + 175 = 208 


Il 208 non è divisibile per 5 quindi il numero scelto da A è m. 


Trovare letà d'una persona. 


Fate moltiplicare per 5 la cifra delle decine dell'anno di 
nascita. 

Fate aggiungere 2 al prodotto. 

Fate moltiplicare tutto per due. 

Fate poi aggiungere la cifra delle unità dell'anno di nascita. 

Fate sottrarre tale somma da 116 (1) e il risultato rappre- 
senterà l'età cercata. 


(1) 11 numero 116 vale per l'anno 1912; per i successivi dovrebbe essere: 117 
pel 1913; 118 pel 1914, e cos! via. 
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Siano a e b le cifre delle decine e delle unità dell'anno della 
nascita. Le operazioni indicate danno: 


5a 5a +? 10а -F 4 Ша +4+0 
116 — (10a. + 4 + 0) = 106 — (10a + 0) 


espressione che rappresenta appunto l'età della persona nel 1912. 
È facile modificare la regola per avere l'età ad un'epoca de- 
terminata. 


Indovinare un pezzo pensato del gioco del domino. 


Si possono applicare ai pezzi del domino le regole indicate 
precedentemente per indovinare un numero pensato. 

Si faccia dunque pensare ad una persona un pezzo del do- 
mino, o, meglio ancora, due numeri qualunque, uguali o disu- 
guali, fra i dieci: 


0-1-2-3-4-5-6-7-8-9 


Il modo più semplice di indovinare è il seguente. Si fa dupli- 
care il primo punto e visi fa aggiungere un numero a proprio 
piacere; si fa quintuplicare il risultato ed aggiungere il se- 
condo punto. Si chiede allora il totale ottenuto. 

Per conoscere i due numeri pensati basterà allora diminuire 
il totale di cinque volte il numero aggiunto; la differenza ot- 
tenuta è un numero di due cifre delle quali la prima corri- 
sponde al primo numero pensato e la seconda all’altro punto. 

Esempio. Sia 3 e 4 il domino pensato. 

Il doppio del primo punto sara 6; faccio aggiungere 8, fuccio 
quintuplicare la somma 14 ed ottengo 70, e aggiungere il se- 
condo punto, il che dà 74. Deduco allora cinque volte il numero 
aggiunto, cioè 5x8 = 40 е la differenza 34 mi dà i punti З e 4 
del domino pensato. 

Indicando infatti con æ il primo punto, con y il secondo e 
con m il numero aggiunto si possono rappresentare algehri- 
camente le operazioni successive con: 


22 2æ + т 102 { 5% 102 -5m4 gy 


Sottraendo 5m dal totale esso si riduce appunto а 1024 y 
che sarebbe nel nostro esempio 10 »« 3 + 4 ossia 34. 
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SULLE OPERAZIONI ARITMETICHE 


Moltiplicazione. 


Egiziana e russa. — Abbiasi da moltiplicare 42 per 37. Si ba: 
37 = 25 + 22 + 1 
Ога: 
als =. 4 
TERI = 168 
42 5695 — 468. »« 03 — 336 5« 2* — 672 >< 2 — 4344 


42 >< 37 = 1554 


Si può evidentemente ridurre qualsiasi moltiplicazione ad 
una serie di duplicazioni e ad una somina, ed è così che pro- 
cedevano gli antichi egiziani. 

I contadini russi usano lo stesso procedimento sotto questa 
forma curiosa. Si ha: 


37 volle 42 = 1 volta 42 . . di 42 
più 18 volte 84 ossia 9 volte 168, c cioè Л volta 168 168 
piü 4 volte 336 ossia 2 volte 672 od 1 volta 1344. . 1344 


Dunque il prodotto totale é 1554. 


L’operazione viene disposta in questo modo: 


ym Ty. wWnuo—— Б amo 

TET La с SE 

DOTT ae Coe Е 05 

Áo 336 

ас 

1 Вн... +. 1344 
554 


www.rcin.org.pl 


1508 


Divisione. 


Essendo noto il dividendo, il divisore e il resto d'una divisione, 
come si può trovarne tutte le cifre del quoziente da destra 
a sinistra? 


Se si sottrae il resto dal dividendo si riduce il problema a 
quest’ altro: Trovare, da destra a sinistra, le cifre del quo- 
ziente di due numeri interi divisibili Р ипо per l'altro. 

Si possono presentare quattro casi, cioè il divisore può ter- 
minare : 1.° con una cifra pari, significativa ; 2.° con cinque; 
3.° con zero; 4.° con una cifra dispari diversa da cinque. 

Il primo e il secondo caso si riducono al quarto dividendo i 
numeri interi dati, per la più alta potenza, sia di 2 che di 5, 
che divide esattamente il divisore. 

Il terzo caso si riduce ad uno degli altri tre, dividendo i due 
numeri per la più alta potenza di 10 che divide il divisore. 

Segue da ciò, che è sempre possibile ridurre il divisore a 
terminare con una cifra dispari diversa da 5. 

Ciò posto, i prodotti dei primi 10 numeri per una stessa cifra 
dispari, diversa da 5, sono terminati da cifre differenti. Per cui 
le cifre delle unità d’un dividendo e d’un divisore, divisibili 
l’uno per l’altro bastano per determinare la cifra delle unità del 
quoziente quando nel divisore tale cifra è dispari e diversa da 5. 

Osserviamo ancora che se due numeri sono divisibili 1’ uno 
per l’altro, la cifra delle decine del quoziente è la cifra delle 
unità del quoziente d’ una divisione avente per divisore il di- 
visore dato, e il cui dividendo si ottiene sopprimendo uno zero 
alla destra della differenza fra il dividendo dato e il prodotto del 
divisore per la cifra delle unità del quoziente corrispondente. 

Esempio: 


Dividendo Divisore |Cifre del quoziente 
1738618361410030 5428432500 — 
1738618361100 54284325 = 
69544734444 2171373 8 
6952736346 » 2 
694839360 » 0 
69483936 » 2 
6514119 » 3 


ll quoziente è dunque 32 o 28. 
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Per 9999. — Debbasi dividere 327581 per 999, Si puó scrivere: 
327581 = 327 >< 1000 + 581 


327 >< 1000 = 327 >< 999 + 327 
dunque il numero proposto 327581 contiene 327 volte il 999 con 
un resto di: 
327 + 581 = 908 
Cosi, il numero 7865422 diviso per 9999 dà per quoziente 786 e 
per resto: 
786 + 5422 = 6208 
E ancora: 


4287 + 547 _ 4834 
909  — 4287 - — 599 


4287547 : 999 = 4287 + 


Estrazione della radice quadrata. 


Metodi diversi. 


1.? Sia n i! numero del quale vuolsi trovare la radice qua- 
drata ed a e b due suoi fattori qualunque (se il numero n è 
primo si prenderanno а =n e 6 = 1). 

Prendiamo la media aritmetica r di questi due fattori e Ja 
loro media armonica s ossia: 


1 2ab 

^ zz (a+ = 
T y (a+b) PEN 

Prendiamo ancora la media aritmetica r, delle due medie 
P s così ottenute e la loro media armonica s, e così di seguito. 
Le quantità r s saranno altrettanti valori approssimati della 
radice che si cerca; l'upprossimazione è rapidissima poichè il 
numero dei decimali esatti delle approssimazioni successive 
cresce in progressione geometrica, 

Е А T / à 

Esempio. Calcoliamo V 3 . Avremo a=3 b —1 e le seguenti 
approssimazioni successive : 


sua nre: mte; ‚„ _ 18817 
Te TS SE Pa = 10864 
"OR: dei dad в, 3292 

3 peo Some 7 SN 19817. 
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Fermandoci qui abbiamo : 
Pa = 1.732050810 ed S, = 1.732050805 


quindi sette decimali sono esatte. 

Il calcolo delle medie aritmetiche è assai semplice. Se ne 
deducono le medie armoniche capovolgendole dopo aver mol- 
tipiicato il loro denominatore per n. Così: 


_ 5683 _ 168 
АЙЛУ 97 lf 07 


Questo procedimento ha il vantaggio di dare dopo alcune 
approssimazioni successive un risultato esattissimo ; esso pre- 
senta però l’inconveniente di non far conoscere con esattezza 
se il numero dato sia un quadrato esatto, poichè la serie dei 
numeri r,s non termina mai (se а > б, г risulta sempre 


>V n ed s<V n); inoltre l'applicazione del metodo diviene 
difficile, quando il numero dato contiene molte cifre. 


2.° Debbasi estrarre la radice ‘quadrata di 77211369. Indi- 
cando con a? un numero qualunque > 77211369 e del quale si 
conosce la radice а, p. es. 10* la cui radice è 10+, si ha: 


(a+ æ) (a — а) = a? — a? = 100000000 — 77211369 — 22788631 
(a + æ) + {a — г) = 2a = 2 >< 10000 = 20000 


Sicchè il prob'ema è stato ridotto a trovare due numeri dei 
quali sono noti la somma e il prodotto, il che può farsi alge- 
bricamente per mezzo d'un'equazione di secondo grado, oppure 
aritmeticamente nel modo indicato nel Capitolo Algebra. 

Applichiamo quest’ultimo procedimento. 

Si divide 22788631 per 19999 e si moltiplica il quoziente 1139 
per 1138 e si aggiunge il resto 9770. 

Si ottiene 1305952 che si divide per 17721, differenza fra 19999 e 
il doppio del quoziente 1139 (cioè 2278). 

Si ottiene così un secondo quoziente 73 che si moltiplica per 
72 aggiungendovi poi il resto 12319 il che dà 17575. 

Si dovrebbe ora dividere questo numero per la differenza tra 
17721 e 146 (doppio di 72) che è appunto 17575, per cui si avrebbe 
per quoziente l’unità. Concludesi da ciò che 17575 — 1 — 17574 è 
la differenza dei due numeri cercati (ossia delle due radici 
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dell'equazione di secondo grado); la loro somma essendo 20000, 
la maggiore а + 2, sarà: 
37574 
ә 


= 18787 


e siccome a = 10000, sarà г = 8787. Dunque 8787 = V 77211369. 
Questo metodo di estrazione della radice quadrata ha il van- 
taggio di procedere franco, senza tentativi. 
Riguardo alla brevità, molto dipende dalla scelta che si fa 
del numero a? Così, se per esempio, in luogo di 105 si fosse 
scelto 81000000 le operazioni sarebbero riuscite più brevi. 
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ARITMETICA GEOMETRICA 


Moltiplicazione. 


Supponiamo di dover trovare il prodotto di più segmenti ret- 
tilinei 4, l, 23 ++ + rappresentati in una determinata scala. 
Portiamo sopra una retta OX un segmento ОА uguale alla 
unità di Iunghezza e innalziamo in A la perpendicolare ad OX 


Fig. 109, 


O A pica a Pa 


sulla quale porteremo i segmenti Al, Alz, Al, *---- uguali 
ai segmenti dati; conduciamo poi le rette Ol, , О, Ol. 

Portiamo Al іп OB e da B alziamo la perpendicolare che 
incontra Ol іп В’; portiamo BB! da O in C su OX e innal- 
zlamo in C una perpendicolare che incontra Ol, in С”, есе. 
I segmenti BB' , CC! ,- - · · · rappresentano rispettivamente i 
prodotti l xh, {>< lX lS, - + come si rileva dalla consi- 
derazione dei triangoli simili ОА, OBB’ , ecc, 
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Divisione. 


Debbasi trovare il quoziente di due segmenti a e 6. Portata 
da O in A la lunghezza unitaria e il segmento b in Ob, si in- 
nalza in b una perpendi- 
colare ba uguale ad a. Si a 
conduce Oa e la lunghez- 2 
za Am della perpendico- 
lare in A ad OX compresa 
fra OX ed Oa è il quoziente m 
cercato, come è facile ve- r 
dere. 

Osservazione. — Le ope- 
razioni sulle frazioni si O A b X 
possono riferire a quelle Fig. 10, 
sui numeri intieri dacché 
una frazione +4 può essere rappresentata come si è detto con 


un segmento Am. 


Potenze. 


Sia a il segmento che rappresenta il numero da innalzare 
ad una certa potenza (fig. 111); X, X , Y, Y due assi ortogo- 


у, Fig. tt. 


nali che si segano in О. Si porta su OX l’unità di lunghezza 
in On,, e il segmento а su OY in Oa; ; si conduce la аа, e 
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s! innalza su di essa la perpendicolare in а, che segherà OX, 
in a,; da questo punto s'innalzerà la perpendicolare sulla 
а, аз, CCC. 

Per la proprietà dei triangoli rettangoli si avrà: 


Оа. = а? Оа, = аз ecc, 


Radici quadrate. 


Basta costruire la media proporzionale Am fra il segmento 
unità OA e quello Aa da cui vuolsi estrarre la radice qua- 
drata che rappresenta un nu- 

m- mero dato N, 

É . Se questo numero è scom- 
ponibile in fattori se ne avrà 
vantaggio dal lato grafico, 
poichè torna più comodo co- 
struire la media proporzio- 

о А а nale di ab = N che di 1x< N. 
In base al noto teorema di 

Fip. 112. Fermat, ogni numero intiero 

o è un quadrato, od è com- 

posto di 2, 3 o 4 quadrati al più. Per esempio 42 = 1 + 4? + 5°, 
D’onde la costruzione (basata sul teorema di Pitagora) della 


fig. M2. 
Quando il numero proposto può ve- 1 
nire scomposto in varie maniere in una ra x 


somma di quadrati può tornare più co- 


j 
Î 
-1 


\ NO 
Fig. 118, Fig. 114. 1 n 


moda sia la scelta di una di esse piuttosto che di un'altra e 
talvolta quella d'una differenza di quadrati. 
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Esempio : 
28 = 2? + 2° + 92. 4% — 4? 4-3? 32 + 3 — 4? 4-1? 18 4 52 — 8% — 6° 


Quest'ultima scomposizione è la più comoda perchè dà у 28 
come cateto di un triangolo-rettangolo del quale 8 è Pipo- 
tenusa e 6 l’altro cateto. 

Per un numero dispari qualsiasi (2, -|- 1) si può dare una 
soluzione generale: 


2mt+i1=(m+1—m? 


Si può costruire una scala grafica delle radici quadrate a 
mò di ventaglio, come vedesi nella fig. 114. 


19 ; А А 
Е. — І E di un numero sono uguali alla sua radice qua- 


drata; qual’è questo numero ? (Leonardo da Pisa - Liber 
Abaci, 1202). 


Fig. 115. 


Sia ab il numero dato, at l’unità di lunghezza; costruiamo il 


9 
rettangolo abd£ su ab e at e il quadrato aeka su ae = i ab 


come lato, Secondo l'enunciato devesi avere ае =\/ ab od 
ае? = ab; se ne deduce: 


quadrato ae ez = rettangolo ab d£ 
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e sottraendo da ambi i membri il rettangolo comune aert: 


rettang. Zi kz — rettang. ebdi 


da cui: x 
tixki=eix di 
ossia : 
ti ei 
di TEC 
da cui si deduce : 
Qi m OH ti _ ei ge ww 
ti--di екі td © ek ab © ek 
ae 19 ecu 
ma Gi 90 | dunque ek= 19 
e l'area del quadrato aekz che rappresenta il numero cercato ё: 
[20 Y — 400 
МЕ 


Come osserva Leonardo da Pisa, poichè, ар > ае si deve 
avere ае > 1 ossia as > at e quindi £ si trova fra a e 2. 


п. — Trovare tre numeri tali che la somma dei primi due 
sia 50, quella dei due ultimi 70, e quella del primo col- 
l’ultimo 60 (Benedetti, Speculationes diverse, 1585). 


Sia ABC' il trian- 
golo di lati 50, 70 e 60; 
se si traccia il circolo 
iscritto in esso, le di- 
stanze dai vertici ai 
punti di contatto rap- 
presenteranno i nu- 
meri cercati 2, y, 3. 

Si vede subito che: 


206 AB+ AC — BC 
5.20330 E 


20 


__ 504 70— 60 _ 


60 + 70 — 50 
2 2 


30 2 = 40 


р 
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PROBLEMI CURIOSI 


Il testamento del Nabab. 


Un Nabab lascia in credità ai suoi figli, tra altro, un certo 
numero di diamanti di ugual calore, a queste condizioni: 


3 К 5 J NT 4 
Che il primo prenda un diamante е 7 di ciò che rimane; 


il secondo due diamanti e „ di ciò che rimane e così di 
í 


seguito, Fatta la spartizione si trova che ciascun figlio ha 
avuto lo stesso numero di diamanti. Quanti erano i dia- 
manti e quanti i figli? 

La soluzione algebrica del problema non presenta alcuna 
difficoltà, ma un modo di soluzione più semplice e più affer- 
rabile è quello che indicheremo e che probabilmente, secondo 
Lucas, fu sezuito in origine, cioé in India. 


000008 009000 
oooooe BERIO 


000006 O alele 
Fig. ит. ОООООФ® [IIIII II 


Rappresentiamo i diamanti con pedoni bianchi o neri, a se- 
conda dell'opportunità, e partiamo da un quadrato di 6 di lato 
come nella fig. 117. Disponiamo la colonna nera al disotto 
del rettangolo bianco, come vedesi nella fig. 118. Si vede che 
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sottraendo il pedone nero eccedente a destra ne rimangono 5 
che sono appunto la settima parte del totale rimanente. Il primo 
figlio avrebbe dunque avuto 6 diamanti e ne rimarrebbero 30. 
Ripetendo le stesse manovre su questo rettangolo di 30, si 
hanno le fig. 119 e 120; sicché togliendo i due diamanti spor- 
genti ne rimangono quattro clie sono la settima parte dei re- 
stanti e sosi via (fig. 121 - 122, ecc.). Cosicché i figli sono 6 e a 
ciascuno toccarono 6 diamanti. 


Fig. М9. Fig. 120. 


Il procedimento non cambia se in luogo di un settimo si 
abbia nel problema un’altra frazione, cioé un ennesimo; il 
numero dei figli sarà n —1 e quello dei diamanti (n — 1). 


Fig. 121, Fig. 122. 


Questo metodo, che si può chiamare grafico, ha però il di- 
fetto di cominciare con la soluzione ...... anziché finire con 
essa; si parte da un quadrato di 36 pezzi...... perchè si sa 
già che tanti debbono essere, mentre alla soluzione per via 
algebrica si perviene in modo normale procedendo dal noto 
all’ ignoto. Si può nondimeno accettarlo come un artifizio 
utile e pratico. 
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I pani condivisi. 


Due viaggiatori arabi, uno dei quali ha 5 pani e l’altro 3, ne 
incontrano un terzo rícco ed affamato. Pranzano insieme 
e il ricco viagyiatore dà loro c,me retribuzione 8 monete 
d'oro uguali. Come ducranno farne la divisione tra loro i 
due compagni ? 


La spartizione da luogo a diverbio, pretendendo, il viaggia- 
tore dai 5 pani di avere 5 monete, mentre l’altro vorrebbe 
averne 4 e rimborsare al compagno il prezzo d’un pane. 

Il cadt risolvette la divergenza con queste parole: «Avete 
«torto entrambi. Si può ammetlere che abbiate diviso ciascuno 
«dei vostri pani in tre parti uguali, ossia 24 parti in tutto, e 
«Che ne abbiate mangiate 8 per ciascuno. Colui che aveva 5 
«pani, ossia 15 parti, ne ha dunque ceduto 7 al terzo viaggia- 
«tore, mentre l’altro поп gliene ha ceduto che una. Le mo- 
«nete debbono quindi essere divise in ragione di 7 ed 1». 


Il traghetto. 


Un contadino vuol traversare un fiume portando con sé un 
lupo, una-capra ed un grosso cavolo, ma non dispone che 
d'una barchetta così piccola da non poter contenere che 
lui ed una sola di tali cose. Come dovrà fare, per evitare 
che il lupo mangi la capru o questa il cacolo? 


Dovrà cominciare col traghettare la capra; indi ritornerà a 
prendere il lupo e lo lascerà sull’altra sponda, riportandosi 
indietro la capra; lascerà questa e traghetterà il cavolo la- 
sciandolo col lupo, ed infine ritornerà per traghettare la capra. 
In tal modo questa non sarà mai stata lasciata sola col cavolo 
né col lupo. Oh, i contadini hanno cervello fino, e cosi doveva 
essere fin da tempi ussai remoti, poiché di questo problema si 
trova indicazione in libri antichissimi. 


I tre mariti gelosi. 


Tre mariti gelosi si trovano con le rispettive mogli sulla 
sponda d'un fiume che vogliono attraversare. Non dispon- 
gono che di una piccola imbarcazione senza barcaiolo, 
GueRrsi, — Matem. dilett. 11 
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nella quale non possono trovar posto che due persone alla 
volta. Siccome nessuno dei tre vuol lasciare la propria 
moglie in compagnia degli altri due, come effettuare la 
traversata ? 


Questo antichissimo problema non è che la generalizzazione 
di quello del lupo, della capra e del cavolo trattato preceden- 
temente, 

Rappresentiamo con due tratti verticali le sponde del fiume, 
con A-B-C i tre mariti, con a-b-c le loro mogli. La si- 
nistra sia la sponda pi partenza. Ecco in qual modo si do- 
vranno fare i successivi passaggi : 


A | a 
B b È s 
C Passano dapprima due mogli. 
e | 
А x A | a 
Una di esse ritorna e passa B! Ih 
con la terza. | 
Eil | e 
(e: | | А 
B Una delle mogli ritorna e ri- 
| mane con suo marito; gli 
di A altri due mariti passano. 
2 
BU ATA 
Una moglie b ritorna con suo C 
marito B e sbarca. b; а 
с | 
b | A 
B I due mariti attraversano il 
(el fiume. 


е 


La moglie a, la sola che si trovi sulla riva opposta, va a tra- 
ghettare successivamente le altre due, oppure dopo averne 
condotto una, cede la barca al marito della terza, che va a 
traghettarla. 
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I quattro mariti gelosi. 


Questo problema, nelle condizioni del problema precedente, 
non è possibile. Tartaglia, il celebre matematico bresciano 
(1510-1557) lo aveva ritenuto possibile, in causa d’una svista. 

Si può dimostrarne l'impossibilità nel seguente modo. In 
primo luogo ad ogni successivo passaggio il numero delle per- 
sone traghettate non può aumentare che di un’unità. 

Ammettiamo dunque che siano passate due, poi tre, poi quat- 
tro persone, col procedimento già indicato, e vediamo se sia 
possibile trnghettarne cinque. 

Queste cinque persone potrebbero passare in una delle se- 
guenti combinazioni : 

4 donne | 3 donne | 2 donne | 1 donna 
5 uomini | 2 uomini | 3 uomini 4 uomini 


Ma i primi due casi sono impossibili stando all’ enunciato 
poichè si troverebbe qualche donna con un uomo senza il 
proprio marito; lo stesso dicasi per il terzo caso. Quanto al- 
l’ultimo caso esso non può aver luogo se non ammettendo che 
nell’ ultimo passaggio siano stati tragliettati due uomini op- 
pure un uomo ed una donna. Ora, non si potevano traghettare 
due uomini perché sulla prima sponda sarebbero rimasti due 


Prima sponda Seconda sponda 


AGR СҮ "Ту . D 7 , 
1. а о d ж е N 
п А э (ED Di без i ДА 
É . " >» d a hee 
Av d сЕ ё inb] obra 
n. 7 . DET a tb è d 
чү б B А ВС 
IV. . E d ы EC 
. ASÍ CID 
v. d n b. € 
AC BR GT 
w ' . . * Па ico uf 
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uomini е tre donne; e neppure si potevano traghettare un 
uomo ed una donna poichè si sarebbero avuti sulla prima 
sponda un uomo e quattro donne. Dunque non sì possono far 
passare cinque persone per le esigenze dell’enunciato del pro- 
blema, epperò questo non si può risolvere. 

Non è più lo stesso quando si ammetta di poter traghettare 
non due ma tre persone nella barchetta. 11 precedente pro- 
spetto indica le successive posizioni degli uomini e delle donne 
sulle due sponde, indicando con A, B, C, D i mariti e con 
а, b, с, d le rispettive mogli. 


Il mereante di montoni. 


Un mercante compra 11 montoni a 35 lire per eapo. Ne perde 
un certo numero e ricende i restanti aumentando il prezzo 
d'acquisto di tante volte 5 lire quanti sono i montoni per- 
duti. Così operando egli non ha guadagnato nè perduto. 
Quanti montoni ha perduto ? 


La spesa fatta dal negoziante è di 11 >< 35 = 385 lire, pari al 
ricavo dalla vendita dei montoni restanti ; il numero di questi 
é un divisore di 385 ed effettuando la divisione si trova per 
quoziente un numero uguale a 35 aumentato di tante volte 5, 
quante sono le unità del numero di montoni venduti. Ora 385 
non contiene che un solo fattore 5. Dunque il divisore di 385 
che rappresenta il numero dei montoni restanti non contiene 
questo fattore 5, ossia tale divisore ё uno dei numeri 1, 7, 11 
о 77. Dovendosi escludere 1711 e il 77, sarà necessariamente il 7; 
dunque il negoziante ha perduto 4 montoni. Infatti : 


T CO 53801 


Il problema dei buoi di Newton. 


Е. — Supendo che 75 buoi hanno puscolato l'erba di un prato di 
60 are (1) in 12 giorni, e che 81 buoi hanno pascolat » quella 
d'un prato di 72 are in 15 giorni, si domanda quanti buoi 
occorreranno per mangiare in 18 giorni Verva d'un prato 
di 96 are. Si suppone che nei tre prati Verba sia alla me- 
desima altezza al momento dell’entrauta dei buoi, e che 
continui a crescere dipoi uniformemente. 


(1) Per semplicità, ho sostituito l'ara alle antiche misure «di superficie, 
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L'erba che cresce in un giorno su di un? ara equivale alla 
quantità d’erba che ricopre attualmente una certa superficie 
che per ora possiamo indicare con s. Secondo il problema, 75 
buoi hanno pascolato in 12 giorni Perba d'un prato di 60 are, 
e, in più, 12 >< 60 volte l'erba che copre la superficie s. 

Così pure, 81 buoi hanno pascolato in 15 giorni P erba d’un 
prato di 72 are, e, in più 15x72 volte l'erba che ricopre la 
detta superficie s. 

Dalla prima condizione risulta che un bue mangia in un 


ы . 00 5 
ure, e, іп più >p dell'erba 


p 60 
a 1 = ==. 
giorno l'erba d'un prato di 12 75 


75 
contenuta nella superficie s. 

Ma queste due quantità d'erba sono evidentemente uguali; 
60 72 
12x75 ^ 15x81 

un prato di are: 


inoltre 


e la differenza rappresenta l’ erba di 


GO saa 72 A 
125-7097 15/2981. VISO 


so 


Invece e In differenza : 


ж < 
75 


72 60 4 


81 75 7 9x5 


rappresenta l’erba contenuta in una frazione di s uguale a Tes 


A AS 
о 


Affinché vi sia compensazione, occorre dunque che і ix 


valgano di ara, d’onde la conclusione che la superficie 


1 
9 2< 15 
3 è uguale а: 
eia дане d di ar 
jz15'9»«5 Ü e 
Le quantità d'erba che crescono nei tre prati durante il sog- 
giorno dei buoi sono dunque rispettivamente uguali alle quan- 
tità d’erba attualmente contenute nelle superfici di аге: 


12 2 
x60 eo AE жый) REALI 


12 12 12 


Il problema proposto rinviene perciò a quest’ altro : 
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M. — Una mandra di 75 buoi pascola in 12 giorni Verba di 
un prato di 120 are; un’altru mandra di 81 buoi pascola 
in 15 giorni Verba di un prato di 162 are; si domanda 
quanti buvi occorreranno, a tale stregua, per mangiare 
Verba d'un prato di 240 are in 18 giorni, sapendo che Perba 
è inizialmente alla stessa altezza nei tré prati e che non 
cresce durante il soggiorno dei buoi, 


Le due condizioni enunciate rientrano l'una nell'altra. Con- 
siderando solamente la prima, diremo che: 
Se 75 buoi mangiano in 12 giorni l’erba d’un prato di 120 
are, l’erba d’un prato della medesima estensione sarà pasco- 
lata in un sol giorno da una mandra di 75x12 buoi e in 18 


giorni da una mandra di Dali buoi. Se l’erba d’un prato di 


120 are è mangiata in 18 giorni da una mandra di Pel buoi, 
l'erba d' un prato di un'ara sarà pascolata nello stesso tempo 
75x12 " | 

18 120 
nello stesso tempo, l'erba d'un prato di 240 are, occorrerà un 
numero di buoi dato da: 


da una mandra di buoi, e, inflne per mangiare, 


75x12 240 
pr 00 


che ё la risposta al problema proposto. 


La pecora al pascolo, in vincoli. 


Si lega una pecora ad un palo in un prato con una corda di 
lunghezza tale che essa possa nutrirsi per un giorno. 
Quule lunghezza occorrerà dare alla corda il secondo 
giorno, il terzo, ecc., supponendo che Verba non cresca ne 
rigermogli ? 


Se R è il raggio del circolo che ha potuto fondere la pecora 


nel primo giorno, è facile vedere che nei giorni successivi do- 
vrà poter tondere fino a raggi rappresentati da : 


RV* вуз o RVA RVs Ry & eo. 
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Le fatiche del facchino. 


Un facchino deve distribuire 6 oggetti a 6 inquilini d’una casa 
che abitano « ciascuno dei 6 piani. Egli non può portare 
che un oggetto alla colta. Tra un piano e l’altro vi è una 
scala di 21 gradini e tra la strada e il piano del portico 
vi sono altri 7 gradini. Quanti gradini dovrà in tutto sa- 
lire e scendere quel facchino per portare tutti gli oggetti 
a destinazione ? 


Soluzione. — Per portare il primo oggetto il facchino sale 7 
gradini; il secondo 7 + 21; pel terzo 7 +21 + 21, ecc. 

Egli sale dunque in totale un numero di gradini dato dalla 
somma dei termini d'una progressione aritmetica di 6 termini 
dei quali il primo è 7 e l’ultimo 7 + 5 >< 21 — 112 ela ragione 21, 
ossia : 

7 4-112 


3 >< 6 =: 357 gradini. 


Egli discenderà un numero di gradini uguale, еррего, in tutto 
714 gradini. 

Stando però all’ enunciato del problema non devesi tener 
conto degli ultimi 7 4-5»«21— 112 gradini discesi, poichè tale 
discesa viene fatta dopo aver consegnato tutti gli oggetti; 
quindi la risposta al problema sarebbe: 


714 — 112 = 602 


I. Osservazione. — Questo probleina può mettersi sotto altre 
forme, per esempio questa : 

In un tratto di strada vi sono, da un lato, 15 paracarri ; 
la distanza fra due successivi è di 10 metri. Appiedi del 
primo parracarro vi sono 15 oggetti uguali che si tratta 
di collocare, uno sopra ognuno dei paracarri, non азрог- 
tandone che uno alla volta. Quanti metri si saranno per- 
corsi in tutto, quando tutti gli oggetti saranno al posto 
indicato ? 


Dall’origine al 1.° oggetto metri 0 
» » 2,0 » » 10 
» » 3. » » 10--10 
» » 49 ~ » 3x10 
» » 14,0 » » 13x10 
» » 15,0 » » 144x10 
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In totale dunque: 
10+2-10+3-10+--+--14-10 
ossia : 
40 + 140 


ARI 
9 >< 14 — 1050 


Aggiungendone altrettanti рег le corse di ritorno, meno gli 
ultimi 14 x 10, si ha: 


1050 + 1050 — 140 = 1960 metri. 


II. Osservazione. — Analogo ai precedenti è il problema se- 
guente: 

Si ha un paniere e 100 ciottoli in linea retta, distanti 
una tesa l’uno dall’altro, il paniere essendo ad una tesa 
dal primo ciottolo. Due persone scommettono fra loro che 
una raccoglierà i ciottoli uno dopo l'altro e li porterà 
nel paniere ; l’altra nel frattempo andrà dalla porta mag- 
giore della chiesa di Notre-Dame di Parigi a Sèvres e tor- 
nerà al punto di partenza. Quella che aerà terminato 
prima acrà vinto. Supponendo che le due persone cammi- 
nino con uguale velocità, quale vincerà la scommessa sa- 
pendo che la distanza da Notre-Dame a Sèvres è di circa 
5050 tese ? 


Il ragionamento ё analogo а quello dei problemi precedenti. 
La distanza che deve percorrere la prima persona è data da: 


20090 >< 100 = 10100 tese 


cioè tante quante deve percorrerne la seconda. Ma occorre 
notare che la prima deve perdere del tempo per raccattore i 
ciottoli»... 


Gli otri di vino. 


Un facchino e un contadino portavano ciascuno degli otri di 
vino. Siceome il primo si lagnava del soverchiv carico, il 
secondo lo redargui dicendogli: Di che mai ti lagni? Se 
io prendessi uno de’ tuoi otri avrei doppio carico di te, 
mentre se tu ne prendessi uno dei miei avremmo carico 
uguale. Quanti otri portava dunque ciascuno di essi? 
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E evidente che la differenza tra i due numeri di otri deve 
essere 2, per la seconda condizione del problema. Per la prima 
invece la differenza dei due nuovi numeri sarà 4; ma allora il 
contadino ha carico doppio del facchino, per cui 4 rappresenta 
il numero attuale degli otri che porta il facchino; quando 
avrà ripreso il suo otre ne avrà 5; dunque il contadino ne ha 7. 


Le botti del vignaiuolo. 


Un cignaiuolo lasciò, morendo, ai suoi tre figli 21 butti della 
stessa capacità, 7 delle quali piene di vino, 7 semipiene e 
7 cuote. Come si potranno ripartire egualmente fra i tre 
figli quel vino e quelle botti, senza far uso di alcuna mi- 
sura ? 


In mancanza di misure si procede per ragionamento. їе 7 
botti piene e le 7 semipiene equivalgono a 21 botti semipiene, 
Ciascun fratello deve quindi avere 7 botti semipiene, ossia: 


4 piena e 5 semipiene 
oppure : 

2 piene e 3 semipiene 
od anche: 

3 piene e 1 semipiena 


Aggiungendo la considerazione che ciascun fratello deve 
avere 7 botti (piene o vuote) è facile vedere che il problema 
ammette le due soluzioni seguenti : 


Piene Semipiene Vuote 
J A 3 4 3 
1*4 B 2 3 2 
| с 2 3 2 
| А 3 i 3 
28° B 1 5 1 
| C 3 1 3 


Ossercazione. —- m modo analogo si ripartirebbero 24 botti, 
delle quali 8 piene, 8 semipiene e 8 vuote, in 4 modi; 27 botti 
in 3 modi, ecc, 
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L’eremita e la grazia del santo. 


Un pellegrino capita ad un eremitaggio. L'eremita gli rac- 
conta come abbia in esso tre immagini di santi miracolose, 
che fanno la grazia di raddoppiare i denari she i fedeli 
hanno in tasca; ma occorre pregarli con una certa pre- 
ghiera che Г eremita cende per procurarsi di che vivere, 
e la vende contro la retribuzione di 10 lire per ogni grazia 
che verrà concessa. Accettato. 


Il pellegrino recita la preghiera alla prima immagine e vede 
raddoppiarsi il proprio peculio; paga le 10 lire all’eremila e 
ricomincia con la seconda immagine ; avuta la grazia paga le 
altre 10 lire; poi prega la terza, ha ancora la grazia e paga 
le ultime 10 lire come d’accordo e..... resta senza un soldo! 

Troppa grazia! 

È facile trovare che il pellegrino possedeva sole L, 8,75 + · - - 
e che l’eremita doveva essere riuscito a saperlo, 


Il benefattore ricompensato. 


Un divoto entra in una chiesa con una certa somma in tante 
pezze da due lire; egli dà ai poveri tanti soldi quante sono 
le sue monete da due lire. Dio gli cambi le monete che gli 
rimangono in altrettanti scudi. Di questi il divoto ne 
spende 7 e se ne torna a casa col doppio di quello che pos- 
sedeva entrando in chiesa. Quanto possedeca egli allora? 


Quel divoto ha distribuito in tanti soldi 5 della somma che 


n д 5 r 3 
aveva al suo entrare in chiesa, per cui gliene restano iù 


Questo resto è composto di monete da 2 lire che vengono tra- 
sformate in iscudi, ossia rese due volte e mezza più grandi; 


4 


9 
ciò che gli restava diviene quindi i 5 x х ossia i " della 


È 


somma primitivamente posseduta. 
Il divolo spende allora 35 lire e gli resta il doppio del suo 


avére iniziale, ossia i 5 di esso. Cosicchè 35 lire rappresen- 
tano 1 1 della somma primitiva, d'onde segue che la somma 
cercata ё 35 + = 80 lire. 
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Un furterello di vino. 


Tre soci rubano un piccolo fusto contenente 24 litri di vino; 
essi non dispongono che di tre misure le cui capacità sono 
di 5, П e 13 litri. Come dovranno fare le misurazioni per 
spartirsi il vino in parti uguali? 


Essendo il problema indeterminato, si procede per tentativi ; 
ecco due tra le varie soluzioni che ammette il problema; 10 
seconda è alquanto più semplice. 


litri 


1,8 - Capienza del fusto e delle tre 


Misure о: Е 94 13 il 5 
Quantità di vino contenute in 

ОШЕН И ИЕ 24 0 0 0 
Si riempiono 2 misure e parte 

дейи еги >. . . . 0 8 11 5 
Si versano 16 litri nel fusto. 16 8 0 0 
Si opera un travaso. . . . 16 0 8 0 
Si riempie la misura di 13 litri 3 13 8 0 
Si riempie la misura di 5 litri 3 8 8 5 
Si ottiene infine. . . . . . 8 8 8 0 


2,8 - Si riempiono due misure. . 8 0 Ml 5 
Si fa un travaso. . . . . . 8 11 0 5 


Si finisce di riempire la mi- 
sura di 13 litri coi 5, e Га- 
vanzo si versa in quella 
Чап. gm 2 —-- 8 13 3 0 


Si riempie di nuovo la mi- 
sura di 5 litri . . . e 8 8 3 5 


SibravasQ ee. зу... S 8 8 0 
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Un problema di Leonardo da Pisa. 
Duc torri A e B alte, una 30 passi, e l'altra 40, sono distanti 50 


passi; fra esse si trova una fontana F verso la quale due 
uccelli scendendo dalle s,mmità delle due torri si dirigono 


Ba 


N 


Fig. 123, 


con velocità uguali e pervengono ad un tempo; quali sono 
le distanze orizzontali dal centro della fontana alle du 
torri? (Leonardo da Pisa, Liber abaci, 1202). 


La soluzione, assai facile, ci dà: 
FN=32 ЕМ = 18 
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L’ EQUAZIONE DI FERMAT 


Un po’ di storia. 


L'equazione 2)" | y” = 2" è famosa (1) per l’affermazione di 
Fermat di avere trovato la dimostrazione che non si può risol- 
verla con valori interi di æ, y e z se п è un numero intiero 
maggiore di 2; affermazione che tutto porta a ritenere fon- 
data, sebbene nulla si sia trovato nei manoseritti del Fermat 
di tale dimostrazione. 

Lo stesso Fermat dimostrò il suo teorema per n=3 e per 
n=4 ma questa sola rimase, mentre la prima andò per- 
duta; essa fu data però da Eulero in forma identica a quella 
usata da Fermat per л — 4; ma fu dimostrato che tale metodo 
non é applicabile che ai valori 3 e 4 di n. 

Il teorema fu poi dimostrato da Legendre per n —5, da Le- 
jeune Dirichiet per n = 14 e da Lanée e Lebesgue рег n — 7. 

Quanto al metodo seguito dal Fermat per arrivare alla sua 
dimostrazione generale sono da escludersi quelli complicati 
dell'odierna arimetica superiore tanto piü che alle altre sue 
dimostrazioni il celebre matematico pervenne sempre per vie 
facili, dirette. È opinione del Ball che egli possa essersi basato 
sulla teoria delle trazioni continue; mediante le proprietà di 
queste frazioni si possono infatti stabilire con relativa facilità 
alcuni dei risultati più astratti ai quali il Fermat è pervenuto. 


(1) La società delle scienze di Gottinga dispone d'un premio di 100000 marchi 
(125000 lire) per chi troverà una dimostrazione generale di questo teorema. 
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Triangoli rettangoli in numeri intieri. 


Le soluzioni intere dell'equazione 22° + y? = 2% corrispondono 
ai loti di triangoli rettangoli dei quali 2 sarebbe l' jpotenusa. 
1. — La soluzione più semplice, coi numeri 3, 4 e 5 era nota 
agli Egiziani. Frenicle stabili che uno dei cateti é sempre un 
numero pari; da ciò segue che tutti i triangoli del genere sono 
dati dalle formole (Euclide): 


c=k2z3- kg у=? К г= КЁ 2% k fp? 


II. — Un anonimo Arabo trovò che l’ipotenusa è sempre 
un multiplo di 12 aumentato di 1 o di 5. 

ш. — Dall’essere sempre un cateto un multiplo di 3 e l’altro 
di 4, segue che la superficie è sempre un multiplo di 6. Inoltre, 
uno dei lati è multiplo di 5 e la somma o la differenza dei ca- 
teti è un multiplo di 8 aumentato o diminuito di 1 (Frenicle). 

IV. — Il prodotto æy 2 dev'essere sempre un multiplo di 60 (1). 

V.— S2 nell’ equazione a. y*— 2° poniamo'la condi- 


ы at г 5 б 
zione &= 1 +1, avremo у= epperciò a dispari. 


Esempii : 
СНБ гс? Б-да TRE 
73-|-241996 25% ОЗ 40* — ИА 
13? -- 84* — 85? 17° + 1443 = 145? 


37? 4 684? — 685° 


Si può notare che: 
381—415 5? — 12 +13 


osato tg Ж "mones 


7° = 24 + 25 


Se poniamo le condizioni z — y 4-2 e y dispari, avremo: 
а= & (у +) 
Dovrà quindi essere (y + 1) un quadrato perfetto, cioè: 
y=3 -15 - 35 - 63 - 99 - 143 ..... 


ed æ sarà sempre pari ed = 2| 3-1. 
(1) V. N. Annales de Mathématiques, 1842 - pag. 194. 


www.rcin.org.pl 


— 177- 
Esempii : 
134 gt— 55 ЕТ 
12? 4 35° — 37? 16? -|- 633 = 65° 
30% + 323*— 3257 
60° + 8992 = 901? 
923 +- 2115? = 2117? 
In questo ‘caso abbiamo: 
31= 1045 5=8 + 17 72 192 + 37 
Con: 
2= 1 +3 z=y+4 2=y +45 
z=y+6 z=y +7 
si ricade ancora nei tipi precedenti. 


Con 3=y +8 si trova 2? = 4 (44+ y) per cui 4 + y dev’ es- 
sere un quadrato perfetto. 


Esempii: 
202512 018 29° 28° + 452 = 532 
36° + 77% = 85 44° + 117° = 125? 
52% + 165? = 173? 60° + 221? — 229? 


683 + 285? = 293° 


Possiamo notare che: 
7% = 20 4- 29 9% — 28 + 53 11? = 36 + 85 


wa a LE T. оо . 


Per 2z=y+9 si ha e?2=90+2y) 
Esempii: 
33° -H 56%®— 65? 
39° + 80° = 89? 
51° + 1407 = 149? 


Gukust — Matem. dilett. 12 
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VI. — Abbiansi ad esempio le soiuzioni : 
3° + 3 = 0% 8° + 15° = 17° 


Le soluzioni, поп riducibili, di æ? + y? = 5? >< 17? = 85? si pos- 
sono ottenere in questo modo : 


9 —3»8-44x15—8 y =V 85° — 812 — 13 

84° + 132 = 85? 

che già conoscevamo (13? + 84? = 85°): 
q —3»15--4x 8-77 y =V 35—77 — 36 

772 + 36% = 85? 


essa pure già trovata (36? + 77° = 85°). 
Altro esempio di questo genere: 


p |у = 132 >< 209 zz 377? 
БЕРИР pe 202 4- 21? = 29% 


а ==5.20 + 12. 21 = 352 
= 135 3522 + 135° = 377° 


e=5-21+12-20=345 
y=152 345? 4 159% — 377? 


VII. — Poniamo la condizione che a, ad es., sia dispari. La 
somma dei numeri dispari dall' 1 all’ 2° è data da: 


(аы; 
2 
dI + 


+4 Я 
essendo - —- ll numero d'ordine del numero dispari a? con- 
А р 


siderato. I numeri dispari che precedono æ sono: 


2 
Erari a 1 ossia 


9 2 


e la loro somma è data da: 
а —1 3 
va 


Www.rcin.org.pl 


= 179 — 


Si può dunque scrivere l’ identità : 


nella quale ponendo, in luogo di æ, un numero dispari si avrà 
una soluzione del problema proposto. Cosi per @=7: 


257 — 243 = 72 ossia 73 + 24% = 25? 
VII. — Osserviamo che : 
(т? +4 n?) = т^ 4 n* 4 2 m? n? — (тї — п?) -- (2 m ny 
avremo dunque l’ uguaglianza: 
(т? + п)? = (т? — n + (2m n» 


nella quale sostituendo ad m e n dei valori qualsiasi, si otter- 
ranno valori di 2, y e 2 soddisfacenti al problema. 
Facciamo ad esempio m —5 , n —2. Sostituendo: 
(5° + 232 = (9 — 2? 4 (2.5.2) 
ossia : 
992 = 21? + 20° 
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PROBLEMI SUI NUMERI 


Quale è il più grande fra i numeri 


Soluzione. — Consideriamo due termini qualunque della serie: 


nf n+1/ 


Vn e уп 41 
е рег paragonarli riduciamoli al medesimo indice : 


п (в + 1)/ 


п? +1 мп 1)" 


Si possono paragonare le quantità sotto radicale dopo averle 


nln+1)/ 
V 


divise per n” e si hanno due numeri n ed (1 + 1 * Ога: 


inoltre si riconoscono i risultati : 


toj == 


2<(1+1) 1T. 


n 2 1. 
" a. 
Ciò posto, osserviamo che per л =? la seconda radice ү 3 е 


maggiore della prima ү 2; per n —3 si ha: 
p^ 
EN (i +7) 
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2 " Mme А 4 
dunque la prima radice o V 3 è maggiore della seconda о ү 4; 
per n > 3 la prima è sempre più grande della seguente; si ha 
dunque : 


2/ Б." 


V еу, $2 


Per cui V/3 è il termine più grande della serie, 


Un torneo matematico. 


В. — 7rovare un numero quadrato che, aumentato o dimi- 
nuito di 5, dia sempre un numero quadrato. 


A proposito di questo problema ricorderemo un aneddoto 
relativo a Leonardo da Pisa. Era cosi grande la fama di questo 
matematico che nel 1225 l’imperatore Federico П si fermò a 
Pisa per presiedere una specie di torneo matematico nel quale 
il lalento di Leonardo dovera essere messo alla prova. 

I competitori erano stati informati prima dei temi, alcuni dei 
quali erano dovuti a Giovanni da Palermo, matematico della 
Corte di Federico. É questo il primo esempio storico di queste 
sfide che divennero poi tanto comuni nel XVI e XVII secolo. 

Il problema di cui qui si tratta era il primo proposto a Leo- 
nardo (1), il quale rispose a Giovanni da Palermo che il nu- 
mero quadrato è: 


Infatti : 
Ges) è Oe) 


Questo problema si potrebbe pure enunciare in altri шо 
per esempio, così: 


M. — Irocare due quadrati tali che la loro somma sia il 
doppio d'un quadrato, e la loro differenza sia 10. 
(I) Vedasi più oltre il terzo di tali temi, 
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Infatti nel caso sopra indicato le equazioni del problema 


sono : 
а? 4-5 = т? а? — 5 = т? 


dalle quali si ricava: 


m? 4 п? = 0? е m? — п? = 10 


M. — Trovare un numero di 4 cifre uguale al quadrato della 
somma del numero formato dalle sue due prime cifre e del 
numero formato dalle sue due ultime cifre. 


Sia N? il numero cercato, 2 il numero formato dalle sue 
prime due cifre ed y «quello formato dalle sue ultime due. 

Si avrà: 

N* —100 2 + у= (2 ++ y? 
quindi : 
N=®+y N(N—1)—992 

Il prodotto dei due numeri consecutivi N ed № —1 essendo 
divisibile per 99 =11x9, uno di essi due numeri almeno sarà 
divisibile per 9 o per 11. 

Essendo d'altronde N? compreso fra 1000 e 10000, N od N —1 
è compreso fra 30 e 100. Ad un multiplo di 9 compreso fra 30 
e 100 basta dunque unire un multiplo di 11 che gli sia conse- 
cutivo e sia compreso fra gli stessl limiti (eccetto che pel 99). 

Ога, la serie dei multipli di 9 è: 


36 - 45 - 54 - 63 - 72 - 81 - 99 
e quella dei multipli di 1t ё: 
33 - 44 - 55 - 66 - 77 - 88 - 99 


Dall'esame di tali due serie risulta che i numeri da unire 
sono : 
44 e 45 54 e 55 


Dunque non si possono assumere per N che i valori: 
45 - 55 - 99 
i cui quadrati sono: M 
2025 - 3025 - 9801 


E tali sono le sole soluzioni che ammette il problema. 
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IV. — 7rocare un numero di 2 cifre, tale, che scrivendolo due 
volte di seguito e scrivendo роі la cifra 1, si formi un nu- 
mero di 5 cifre quadrato perfetto. 


Siano u la cifra delle unità e d quella delle decine, del nu- 
mero cercato. Si ha, per ipotesi: 


du аи 1 = y? ossia du >< 1000 + du >< 10 + 1 = y* 
Si deduce da tale equazione: 
du >< 1010 + 1 = ġ" 
du >< 101 >< 10 — y? – 1 == (y 4-0(y – 1) 


Il fattore primo 10! deve dividere uno dei fattori del secondo 
membro, cioè : 


у+1=1012 da cui у=1017—1 
Siccome y? ha cinque cifre, si һа: 
1007 y < 317 


e quindi x non può avere altri valori che 1, 2, 3. 

Abbiamo poi che y? termina con la cifra 1, perciò y deve 
terminare con 1 o con 9 e non sono ammissibili le ipotesi{di 
42-103. Rimane х=? che dà у = 201 il cui quadrato è 40401. 


du= 40 Ut") de 


È facile vedere che nessun valore di « soddisfa al problema 
quando si suppone y — 1 — 101 z. 


V. — Trovare quattro numeri intieri, tali, che la loro somma 
sia uguale alla somma ottenuta aggiungendo al prodotto 
del maggiore per il minore, il prodotto degli altri due. 


Siano i quattro numeri, per ordine crescente di grandezza 
a, a+, a+y ed a+ 3 sarà: 


4а + 2+0 2а (а + 2) + (0 + а) (а + 0) 
ossia : , 
2a(a—2)4-(a — (240 -F 3) + ay = 0 


Per a=2 il primo membro ё 7 0. 
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Dunque a=1 e l'equazione si riduce ad zy =? d'onde 
med ego yu. 

L'equazione essendo indipendente da 7, ne segue che il va- 
lore di z può essere scelto ad arbitrio. I numeri cercati sono 
dunque 1, 2, 3 ed 1 più un numero indeterminato. 


VI. — Determinare un numero di 10 cifre tale, che il suo qua- 
drato termini con le stesse 10 cifre, nello stesso ordine. 


Indicando con N il numero cercalo si dovrà avere: 
N*—N-p-10* оза М№М(М– 1) = р • 109 
Qualora р sia un numero primo non si può fare che l'ipotesi : 
Мәр con N-1=10% 
da cui: 
N = 10000000001 


che costituisce una prima soluzione. 
Quando p non sia primo, esso potrà sempre essere scomposto 
in due fattori т ed n, nel qual caso si ha: 


NIN-1)=mn 50. 2% 


da cui: 
NEMO con N—1-—n-2" 


ossia : 
Nem.-2w* con N—1-n-5"0 


Nella prima ipotesi abbiamo: 
m • 510 — г. 20 — 1 


da cui: 
n.20-—n.59—1 ed m = 841 


allora: 
N = 84l . 5'0 — 841 >< 9765625 = 8212890025 


Nella seconda ipotesi : 
т. 20 — р. 50 = 4 ed tn == 1745224 


da cut. 
N = 1745224 >< 1024 = 1787109376 
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Nota., — Siccome tutte le polenze dei numeri che terminano 
con N sono di questa forma : 


(1079 æ+ N)” 
e siccome si ha: 
(109 æ + №)? = N” (mod. 109) 


se ne deduce questo teorema generale: 

Tutte le potenze dei numeri terminanti coll'uno o colPaltro 
dei gruppi di 10 cifre 8212890625 - 1787109376, terminano cun 
queste medesime vifre disposte nello stesso ordine. 


VII. — Qual'è il più piccolo numero intero che sia uguale a 
quattro volte il prodotto delle proprie cifre? 


Saranno almeno due le cifre del numero cercato, e rappre- 
sentandole con d ed u si avrà: 


i ==. Sae 
юа --и= аи da cui Ces) 
It minor valore di @ sarà dunque 3. Si ha poi: 

Uu 3* ъи — 10 da cui Зи 210 


ossia il maggior valore di џи è 3, epperó si ha necessariamente 

n 3 А EM 

u=3 ese ne deduce per d il valore ---- che non è ammissi- 

bile. Segue da ciò che it numero cercato ha più di due cifre, 
Avremo dunque: 


10024 104 +u=4cdu да cui e 


Il numeratore sarà, al massimo, 100; si ha perciò: 
4du — 100 = 10d + u < 100 da cui du <50 


Ma essendo 4du > 100 si ha pure du> 25; per conseguenza 
du è compreso fra 25 e 50, Si ha poi che 10d + и è divisibile 
per 4du—100 e quindi per 4; ne segue che i soli valori am- 
missibili per u sono 2, 4, 6 ed 8. 

A tali valori corrispondono per d i valori superiori 24, 12, 8, 6 
e quelli inferiori 13, 7, 5 e 4. 
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Il valore и =? è dunque da scartare e: 


(A) peru=4, d può assumere uno dei 3 valori 7-8-9 
(В) peru=8,d » » » >» 4 » 5-6-7-8 
(С) per u=8, d >» » » 6) » 4-5-6 


Esaminiamo tali ipotesi: 
(А) и=4 e d=7-8-9 


I numeri 74 e 94 non sono divisibili per 4; non si può avere 
che d —8 da cui e —3 e perciò N = 384. 


(B) DE e d=5-6-7-8 


І numeri 65 e 86 non sono divisibili per 4; non può essere 
che d=5 07 per cui: 


— CNN EL: ч, " 19. 
d=5 CZ; e per de с=-5 
(С) Се Ii) 
Si può assumere d = 4 о 6 per cui: 
12 ns 
= е = 7 е рег Е 99 


Dunque l’unica soluzione del problema è data dal numero 384, 


VII. — Trovare tutti i numeri quadrati perfetti formati di 
quattro cifre pari. 
Ogni quadrato perfetto, di 4 cifre pari, è compreso in uno 
dei quattro intervalli: 
2000 а 3000 4000 a 5000 6000 а 7000 8000 a 9000 
La radice, che è un numero pari, non può trovarsi che in uno 
degli-intervalli corrispondenti : 
44 a 55 63 a 71 77 a 84 89 a 95 
Osserviamo ora che moltiplicando un nun ero pari per sé 
stesso, le cifre a destra di ciascun prodotto parziale sono pari. 


Affinché il quadrato sia terminato da due cifre pari bisogna 
dunque che la cifra delle decine dei prinio prodotto parziale 
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sia pari; tale condizione non è soddisfatta che quando il ri. 
porto precedente fornito dalla cifra delle decine del quadrato 
delle unità è un numero pari, Risulta da ciò che sono da esclu- 
dere tutti i numeri terminanti con 4 o con 6. 

I numeri cercati sono dunque necessariamente compresi fra 
i quadrati dei 10 numeri seguenti : 


48 - 50 ~ 52 - 68 - 70 - 78 - 80 - 82-90 - 92 
Sperimentando si trovano le quattro soluzioni : 
68? = 4624 78? — 6084 80% = 6400 92? — 8464 


Nota. — Con ragionamento analogo si puó stabilire che non 
esiste alcun quadrato perfetto di 4 cifre dispari. 


IX. — Quali sono i numeri intieri o, y e з, che soddisfano 


aiU eguaglianza “i б=т = 7 35, ca 


Soluzione. — Da questa eguaglianza si deduce: 


‚ æ -— y 
Ponendo z—g--u si avrà: 


2 о у. Ed 


u u 
Poiché 2 deve essere intiero, si deve avere y = m и da cui: 
з=т--1 xc=(m+i)u 
Cosicché l'eguaglianza domandata вага: 
(т +1) и 


— xum 41 ps Еи E Un 4-11 
mu mu 
da cui le identità: 
7 7 156 3 "Nu i 
"es diem +7 Тр ^! +12 ecc. 


assai curiose, a prima vista. 
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Problemi cinesi (1). 


Е. — Nel mezzo d'uno stagno quadrato di 10 piedi di lato, 
cresce una canna di palude, che s'innalza dal fondo sino 
ad un piede spra al livello dell'acqua. Tirando la canna 
verso il margine dello stagno essu ne raggiunge per la 
punta precisamente l'orlo. Qual'è la profondità dell'acqua? 

Poniamo ОА = 2 ; abbiamo poi: 
АВ ACC OB= 2 4i = ОС. 
(т үл 5 рау с 


La profondità dello stagno è dunque di 12 piedi. 


M. — Un ратуй alto 10 piedi è rotto ad una certa altezza. 
Raccicinando la parte superiore verso terra fino a toccare 
il suolo, il vertice del bambù si trova a tre piedi dalla 
base. A quale altezza si trova la rottura? 


La soluzione di questo problema, anche piu ingenuo del pre- 
cedente, è h = piedi 4,55, 


Problemi greci. 


I. — Policrate, tiranno di Samos, domanda а Pitagora il nu- 
mero dei suoi allieci. Pitagora risponde che: lu meta 
studia le belle scienze matematiche; leterna Natura è 


(1) Varii problemi, che si risolvono aritmeticamente, ho nondimeno riuniti 
in questo 2, a motivo delle comuni origini. 
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l'oggetto dei lavori d'un quarto; un settimo si esercita al 
silenzio e ullu mediazione; ci sono inoltre tre donne. 


Si tratta di trovare un numero di cui la metà, aumentata di 
un quarto, d'un settimo e di 3 formi il numero stesso, cioè : 


TTL. +3=% che dà 0 28 


М. — O tu che indichi sì bene le ore, quante ne sono tra- 
scorse da stamane, se restano due volte i due terzi delle 
* ore trascorse? 


In latino : 


Did quota nunc hora est? Superest tantum ecce diei 
Quantum bis gemini exacta de luce trientes. 


Essendo presso gli antichi Ia giornata divisa in 12 ore, le ore 
trascorse piü le ore da trascorrere formeranno 12 ore. Quelle 
я di quelle trascorse. 
Dunque i 3 delle ore trascorse valgono 12. 


che restano a trascorrere valgono i 


Ore trascorse: 


pente M 
7 7 
Ore che restano a trascorrere: 
di 
Ossia, essendo a le ore trascorse: 
2 hai 
242x- 0 12 aul 7 


ШЕ. — Sono un leone di bronzo; due getti затр апо dai miei 
occhi, un'altro dalla mia gola, un'altro da una mia zampa. 
In due giorni il mio occhio destro riempie la vasca, il mio 
occhio sinistro in tre, e la mia zampa in quattro giorni. 
Per riempirla bastano 6 giorni allo zampillo della mia 
gola. Se tutti i getti, de’ miei occhi, della mia gola e della 
zampa colano ad un tempo, in quante ore riempiranno 
la vasca? 
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I quattro zampilli in un'ora riempiono, colando assieme: 


1 1 poo 
i$ toux tow * 6 = 288 
D 


wem. "wu dec 7 
della vasca. Essa sarà quindi riempita in И di ora, pari a 4" él 


IV. — Le Grazie portavano dei canestri di mele; incontra- 
rono le Muse e ne diedero loro un certo numero, uguale 
per ciascuna, e si trovarono ad avere ancora ognuna tante 
mele quante ne acevano date ad ognuna Musa. Quante 
mele avevano e quante ne hanno donate ? 


Il numero totale delle mele possedute dalle tre Grazie è evi- 
dentemente un multiplo di 3. Tale numero é pure divisibile 
per 12 poichè dopo la spartizione, tanto le Grazie come le Muse 
hanno lo stesso numero di mele. Essendo 3 un fattore di 12 
potremo considerare quest'ultimo numero come una soluzione 
del problema, il quale ammette tante soluzioni quanti sono i 
multipli di 12 -.... compatibilmente con la grossezza delle 
mele e con le forze delle Grazie che le portavano, elementi 
sui quali la Mitologia é muta. 


L’ Epitaffio di Diofanto. 


Questa tomba rinchiude Diofanto. Oh, meraviglia! Essa dice 
matematicamente quanto egli ha vissuto, Dio gli accordò il 
sesto della sua vita per Г infanzia; aggiunse un dodicesimo 
perché le sue guance si coprissero della peluria dell’ ado- 
lescenza ; inoltre per 7 anni fece brillare per lui la Латта 
d’Imene e dopo 5 anni di matrimonio gli diede un figlio 
ahime! unico ed infelice bambino al quale la Parca non 
permise di vedere che la metà della vita di suo padre. Come 
avrebbe fatto vedere solo la metà di suo padre? Durante 
quattro «nni ancora consolando il suo dolore con lo studio 
delle cifre, egli raggiunse alfine il termine della sua vita. 


Ecco l’enunciato medesimo in versi latini: 


Hunc Diophantus habet tumulum qui tempora vitæ 
Hlius, mira denotat arte tibi. 

Egit sex tantem juvenis; lanugine malas 
Vestire hinc ccepit parte duodecima, 
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Septante uxori post hec sociatur, et anno 
Formosus quinto nascitur inde puer. 

Semissem «etatis postquam attigit ille paternae, 
Infelix subita morte peremptus obit. 

Quator astater genitor lugere superstes 
Cogitur, hinc annos illius assequere. 


Ed ora, in misera prosa algebrica, la soluzione, del resto 
semplicissima : 


P mu г г 
e tas Ко тоу PW p 2 = 84 


Un verso latino. 


П Gesuita Bernardo Bauhuis, nei suoi momenti di svago, si 
è occupato del problema seguente: /л quanti modi la. sin- 
tassi latina permette di trasporre le parole di questo verso: 


Tot tibi sunt dotes, Virgo, quot sidera coelo 1 


In un suo libro il Bauhuis ne indica 1222. Il problema, del quale 
si occuparono pure Bernonilli ed altri, ammette, matematica- 
mente, 40320 permutazioni...... ma la Grammatica, sia pure 
latina, non ei permette di stabilire, in modo preciso, se il nu- 
mero 1222 dato dal Bauhuis sia proprio da ritenersi esatto. 

Ecco, ad esempio, una delle trasposizioni indicate dal celebre 
gesuita : 


Sidera quot ccelo, tot sunt, Virgo, tibi dotes. 


Secondo Bernonilli si potrebbe arrivare a 3,3121 Ma credo che 
su tale numero sarebbe difficile mettere d'accordo i Gramma- 
tici, quand'anche si volessero sottoporre al loro esame le 40,329 
permutazioni, perchè avessero a scegliere quelle accettabili. Le 
leggi grammaticali hanno dell’elasticità, incompatibile col ri- 
gorismo matematico. 

Anche la nostra lingua, del resto, permetterebbe un bel nu- 
mero di trasposizioni delle parole della traduzione letterale 
del verso: 


Tante sono le tue cirti, Vergine, quante le stelle in cielo. 
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Il problema delle uova. 


Tre contadine, Maria, Caterina e Serafina, vanno al mercato 
con 50, 30 e 10 uova rispettivamente, che la loro madre 
cuole siano cendute allo stesso prezzo, pur imponendo alle 
tre figlie di ricavare dalle proprie vendite somme uguali. 
Come risolcettero il problema le tre contadinelle t 


Esse cominciarono col vendere le proprie uova in ragione 
di 7 per un soldo (tempi remoti!) Moria ne vende dunque 49 
ricavandone 35 centesimi e gliene resta uno; Caterina ne vende 
28 per 20 centesimi e gliene rimangono due; Serafina ne vende 
7 per 5 centesimi e gliene restano tre. Sulla fine del mercato 
le uova rincarono e le tre sorelle possono vendere le uova a 
15 centesimi l’uno e ricavano perciò rispettivamente 15, 30 e 45 
centesimi. Esse ricavarono dunque 50 centesimi ciascuna e la 
loro madre fu accontentata nel suo capriccio. 


Lo stipendio dei commessi. 


Due commessi ricevono, il ргіто +1000 lire all'anno con un 
aumento annuo di lire 20. IL secondo ha lo stesso stipendio 
del primo con un aumento semestrale di 5 lire. Sapendo 
che i pagamenti vengono fatti ogni unno per il primo ed 
semestre per il secondo, si vuol sapere quale dei due gua- 
dagni di più. 


Il secondo guadagna di più. Infatti: 


Alla fine del primo anno il primo tocca 1600 lire, mentre 
il secondo ne percepisce 500 -|- 505 = 1005. 


Alla fine del secondo anno il primo riceve 1020 lire e il 
secondo 510 + 515 = 1025 lire. 


Alla fine del terzo anno il primo riceve 4040 lire e il se- 
condo 520 + 525 = 1045 lire 


Insomma i! secondo commesso guadagna ogni anno 5 lire 
piü del suo collega. 
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La scommessa. 


Un tale scommette l'ennesima parte del proprio avere sopra 
un accenimento a probabilità pari, come р. es. il cadere 
di testa o di croce d’una moneta lunciata in aria. Egli ri- 
comincia sempre cosi, scommettendo ogni colta l'ennesima 
parte di ciò che possiede. Supponendo che egli abbia avuto 
un ugual numero di volte la sorte fucorecole o contraria, 
асга acuto perdita o guadagno ? 


La risposta, facile, è che avrà perduto. 


Il problema delle tre classi. 


Le tre classi sono composte rispettivamente di a, b e c allieci. 
Se nella prima ci fossero И volte tanti allievi e 3 d' altri, 
nella seconda 9 volte tanti e 7 d’altri, e nella terza 5 colte 
tanti e 2 d'altri, ne acrebbero tutte lo stesso numero. 
Quat è il numero degli allievi di ciascuna classe ? 


Dall'equazione di condizione del problema: 
lla+3=90+7=5c+?2 
si ricavano i valori di a espressi per b e c: 


004 GA 
1 Сан 


I valori intieri di b e c che danno valori inlieri di a sono: 


b a e а 
2 2 9 t 
13 1 20 9 
24 20 и LET 
35 29 e 19 
" i М 2 
è» «s 66 | 29 
GuHERAI. — Matem. dileit. 13 
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I valori di b costituiscono una progressione aritmetica di 
ragione 11, come pure quelli di e; i corrispondenti valori di a 
costituiscono due progressioni aritmetiche di ragione 9 e 5 ri- 
Spettivamente. П primo valore di а costituente una soluzione 
del problema é 29, comune a queste due progressioni, e ad esso 
corrispondono: 


bz 35 e с = 64 


Ma il problema ammette infinite altre soluzioni che sono 
date per a dalla progressione aritmetica avente il 29 come 
primo termine e per ragione 45, prodotto delle ragioni 9 e 5 
delle due progressioni anzidette. 


2-29 » 74 - 119. 164 - 209 4 254 è « 00. 
Per b dalla progressione: 
4-35 • 90 + 145 • 200 · 255 · 310 s... 


la cui ragione è 5» М. 
Per c dalla progressione: 


+ 64 + 163 . 262 - 361 . 460 . 559... > 


la cui ragione è 9x< И. 
Le ragioni 5, 9, 11 sono appunto i moltiplicatori stabiliti nel 
problema. 


Il salario del servitore. 


Un padrone promette al suo servitore di dargli 10 monete da 
20 lire all'anno ed un mantello. Ma dopo soli 7 mesi lo li- 
cenzia dandogli il mantello e 2 monete da 20 lire. Qual è 
il valore del mantello ? 


7 


Il padrone déve, dopo i 7 mesi, i 2 delle 10 monete e i 


7 
12 12 

del valore del mantello. 
Avendo il servitore ricevuto il mantello e due monete, ne 
segue che i E del valore del mantello corrispondono alla dif- 


ferenza fra i y delle 10 monete e 2 di tali monete, Quindi il 


valore del mantello e di 9 pezze da 20 lire ed А 
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I barili di vino e le gabelle. 


Due negozianti di vino entrano in città, uno con 61 barili e 
l’altro con. 20, dello stesso prezz». Siccome non hanno mo- 
neta a sufficienza per pagare la gabella, il primo paga 
ст 5 barili e aggiunge 40 lire, l’altro con 2 barili e riceve 
40 lire di resto. Qual’ è il prezzo del barile e quanto paga 
di gabella ? 


È facile mettere il problema in equazione: indicando con æ 
il prezzo del barile e con y il dazio, si ha: 


59g 25a 4 40 18у =2 æ — 10 
da cui: 


æ = 110 lire e y = 10 lire 


Il mereante alla fiera. 


Un mercante ca ad una fiera e riesce a raddoppiarci il pro- 
prio capitale e vi spende 5; ad una seconda flera triplca 
il suo acere e spende 9; ad una terza pui quadruplica il 
suo denaro e spende 12. Dopo ciò gli è rimasto 8. Quante 
unità aveva in principio il nostro mercante? 


Soluzione. — 4 unità e on 
Il muratore pigro. 


Un muratore ha pattuito di fare un certo lavoro a condizione 
di ricevere 5 lire al giornu quando lacora e di perderne 7 
quando non lavora. Dopo 48 giorni il lavoro era finito ma 
il muratore poco laborioso non percepi alcuna mercede. 
Quanti giorni di riposo si è egli concesso? 


La soluzione è facilissima : 
cky=48 5e=7y 2 = 28 pz 


Le giornate di riposo furono dunque 20. 
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Gli operai negligenti. 


Una squadre di operai hu preso impegno di eseguire un la- 
coro che richiederebbe p ore se tutti gli operai comincias- 
sero a lavorare alla medesima ora. Ma essi giungono alla 
officina uno dopo l'altro e ad intervalli uguali. Il lavoro 
viene in tal maniera compiuto. Sapendo che la mercede di 
ciascun operaio e stata proporzionale al tempo durante il 
quale egli ha lucorato, e ehe quello che ha cominciato per 
primo ha rieccuto m volte quanto l’ultimo arrivato, si du- 
manda quanto tempo fu necessario p^r eseguire quel lacoro. 


Se æ è il numero degli operai, y quello delle ore di lavoro 
dell'ultimo di essi, e z l'intervallo di tempo, in ore, trascorso 
tra l'arrivo del primo e del secondo opernio all'officina, si ha: 


у (2 — 1) 2 = ту 


Se f rappresenta il lavoro fatto in un'ora, il lavoro totale 
sarà espresso da: 


ly + G +3) + (+22) be dpt (ost 
ma questo stesso lavoro è uguale a p£ 2; dunque: 
y +y а) +00 +23) +----+[(94+(®—1)a]=pa 
ossia : 


[2y + (2—1) 2159 — pz 2g E 2= 2р 


Confrontando con (1) se ne deduce: 


e il tempo totale cercato risulta espresso da : 
2pm 


md 
I taechini e il grano. 


Una certa quantità di grano deve sercire a nutrire n tacchini, 
ed è calcolata in modo da durare un certo tempo deter- 
minato se ogni tacchinu ne mangia una misuru per setti- 
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mana. Fecendo la distribuzione si trova che lo sciame di- 
minuisce d’un tacchino per settimana e che per conse- 
guenza il grano dura il doppio. Quante misure di grano 
erano state preparate e quanto tempo ha durato ? 


Sia æ il numero delle misure cercate ed y il numero delle 
settimane che deve durare il grano. Si һа: 


2 
y 


Ma il numero di misure distribuite nella 1а, 2%, 39, ..... ре 
settimana è rappresentato da: 


=n ossia OSN 


п n—i ъ—2.... n- pipi...» 
e così fino alla 25" settimana. Ne segue che: 


ntin 10) 3002) E In—p4dUd-4o0-29g4122 


2 
ёп +120) ^7 = 8 2n-2y+1= n 
da cui: 
y= til sicché a e 2y=n+1 
L’aranceto. 


Un uomo penetrò in un orto nel quale erano tre giardini e 
vi fece proccista di arance. Mar per uscirne dovette darne 
«t primo guardiano la metà più due, al secondo la metà 
di quelle che gli rimuncvano più due e poi al terzo pure 
la metà di quelle rimastegli più due. In tal modo non 
riuscì а conservare per sé che una sola melarancia, Quante 
ne «ceca egli colte ? 


Essendo æ il numero delle arance richiesto, il primo guar- 


: E : А escas MR л 
diano ne riceve 5 +2 e il primo resto è quindi у > il se- 


М л ip e. 4 
condo ne riceve -- – 1 +2 = sp + і epperò il secondo resto e 


4 
"i an a 7 nÁ x 
"opu tem rz x = — 3: e così si trova che it terzo resto è 


‚г i si & ; f 
* v da cio * ge donde æ = 36. 
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Il costo dell’ anello. 


Un anello d'oro pesa 5 grammi con un iyranato incastrato. 
Il valore delloro è di 4 lire per gramma e quello del grd- 
nato di 10 lire per gramma. Il costo dell’anello colla gemma 
è di 24 lire. Determinare il peso dell'oro e del granato, 


1 SON TIT n v 2 
La soluzione, facilissima, dà 4 g Per l’oro e Y pel granato. 


I quattro peculii. 


Quattro persone pussiedono rispettivamente x, y, 2 eu lire. 
Se la prima e la seconda avessero 100 lire delle altre due, 
avrebbero il triplo dei denari rimasti a queste ultime. Così 
se y e z acesssero 106 lire di quelle possedute da x ed u 
avrebbero il quadruplo di ciò che ad essi rimane. Se z ed u 
avessero 145 del denaro di x ed y acrebbero il quintupio 
del loro resto. Se x ed u avessero 170 lire di y e z aereb- 
bero il sestuplo del loro resto. Quanto possiede ciascuno ? 


Il problema messo in equazione dà: 


æ +y +100 =3 (z + и — 100) ) 
ossiu : tO) 
æ +у 3z —3u=— 40 ) 


yY +z + 106 = 4 (и + 2 — 106) T 


ossia : 
y +} z— 4u – да = — 580 
y + u -4-145 = 5 (а + y — 145) ) 
ossia : t (3) 
zs+tu_-5e—-5y= — 870 ) 


Uu-Fao-4170-68(gy--3-— 170) 
ossia : (4) 
и+@—б6у—6а = — 1190 


L’indeterininatezza del sistema non è assoluta, ossia si pos- 
sono deterininare tre qualunque delle incognite in funzione 


della quarta. 
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Infatti, moltiplicando la (1) per 5 ed aggiungendo la (3), si ha: 
2 + и = 205 


Moltiplicando i due membri della (2) per 6 ed aggiungendovi 
la (4), si ba: 


u + 22 = 190 


Moltiplicando і due membri della (3) рег 3 ed aggiungendovi 
la (1), si ottiene: 


æ +y = 215 ed infine у 2 = 230 


Addizionando membro а membro queste quattro ultime equa- 
zioni risulta: 


LCLtytatu=420 


{= 230 — 3 u=205— & 0 = & — 15 a = 


о о 


I tre soci. 


Tre indicidui hanno in comune una somma incognita s; la 


parte del primo è 


і s, quella del secondo qs e quindi 


1 
g S Volendo depositare questa somma 


in luogo più sicuro ne prelevano, а сазо, ciascuno una 


quella del terzo è 


parte e cioe : il primo x e ne deposita : x; il secondo y 
4 1 Ч à , 

e ne deposita з У ° il terzo z e ne deposita L 2; cosic- 

chè la somma che rimane depositata è ix + + y+ E Zh 


quando pi i tre soci vanno a ritirare questo deposito non 
hanno che a prenderne ciascuno la terza parte per ria- 
cere ciascuno quello che gli spetta. Si tratta di trovare i 
numcri x, y, e 2. 


Indichiamo con u la terza parte della somma depositata, cioè : 


[| 1 1 і 
и (а Ч (f 2 (0 
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= 8p 


Per il primo avrenio: 


1 1 
-m-——-s—u 
a Sagra e 
pel secondo: 
2 L 
Ps e (3) 
e pel terzo: 
5 1 
4 = —- 8 — 4 
ad > STU (4) 
da cui si ricava: 
1 3 ees 6 
e=8-2U ii e gl 42-48 DU 


e addizionando : 


OE yeke з noe da cui 73= 47и 


Questo problema, indeterminato, è il terzo di quelli proposti 
da Giovanni da Palermo a Leonardo da Pisa (1). Leonardo po- 
nendo u =7 ottenne: 


LAN æ= 33 y — 13 2-1 


Essendo s= iL u basta dare ad « valori uguali a 7 mol- 


tiplicato per 6 (o per un suo multiplo) per avere nella soluzione 
tutti numeri intieri, come vedesi nel seguente prospetto : 


07 ER. КУ mE | а аА 1, 
0 | 2 3 6:2 SEES 

e | Т КУГ comm I 
ЛЕА ТИИС ТЕЧЕ 
42 | 282 | 198 rs | ва s| 4| 99 | 26 | 1 
126 | 846 | 594 | 234 | 18 | 423 | 282 | зи | 997 | 78 | 3 


(1) Vedi pagina 181, 
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L’ acqua e il vino. 


Due recipienti A e B contengono rispettiva 


e si sostituiscono con i c litri tolti da A. 
condo caso B dopo queste n operazioni. 


Siano qi, 92, ds * - 


vaso B dopo 1,2, 3 - • + + n operazioni. Se si 


с 


Мұ ag 
si trova : 
psum aw pgs 
n= e p=q = € pug da 
ci” 7 
a TN a) ^ 
d CEDE А h 
== ур 
Se а= 0: 
с 


I battimazza. 


Due fabbri A e B cominciano nello stesso istante a battere il 
pezzo sull'incudine ; A batte 12 colpi in 7 minuti e B 17 in 
si avvicincranno 


9 minuti. Quali saranno i colpi che più 


mente a litri di 
vini e b d’acqua Si prelevano c litri dal vaso A e si sosti- 
tuiscono con acqua. Si prelecano parimente da B, c litri 
Si ripete n volte 
tale operazione. Si vuol sapere quanto vino contiene il se- 


* + (n le quantità di vino contenute nel. 


pone : 


Ed 


AT 
EDI qu 
p—93 


alla coincidenza nella prima mezz'ora di lavoro ? 


I tempi trascorsi, per l'uno e per l’ altro 


di B, saranno uguali а: 
at 
y 


12 


9 


qoc e >< ossia 
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fabbro, dall’ inizio 
fino ad un colpo æ di A che supponiamo coincidente con uno y 


119 
108 


Ora: 
11% |! 
тШ 
"a4 i 
IE 
А5 
m o CI n аЙ {i 
Le frazioni convergenti ~, g » 100? 490° 108 da sinistra 
: A X ME 119 54 
u destra si approssimano ognor piu ali ultima qo * la ay ne 


ё la più prossima. Ma A non può battere che 51 colpi in mez- 

Tn t NT er. 
Z'ora, quindi la frazione da assumere come valore di Y е 10 
vale a dire che durante la prima mezz'ora di lavoro l'undice- 
simo colpo di A e il decimo di B sono i più prossimi alla coin- 
cidenza. 


I rintoechi delle campane. 


Tre campune cominciarono a suonare nello stesso tempo; i 
loro rintocchi si ripetono ad intercalli uguali rispettiva- 
mente di 25" per la prima, 29" рег la seconda e 33" per 
la terza. La prima cessa di suonare dopo meno di тез- 
Z'ura; la seconda е la terza continuano a suonare rispet- 
tivamente per 18 e 21 secondi, poi cessuno. Si vuol sapere 
per quanto tempo ha suonato ciascuna campana. 


Se, 957 è il numero dei secondi durante i quali la prima cam- \ 
pana ha suonato essa avrà dato (2 -- 1) rintocchi. La seconda ' 
ne avrà dati : 


251+ 18 .— 
iano LIT (1) 
е la terza: 
(a ERO лу, Q) 
La (1) e la (2) si possono scrivere: 
200 — 18 —25£ 33y — 21 =25£ 


d'onde si ricava l'equazione indeterminata: 
334 — 292 = 3 
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Le 
Da essa si deduce: 
а = 33 т — 24 y = 2) m —21 


Poichè 25£ < 1800", sj ha æ < 02 e per eonseguenzu т < 3; 
dunque non si possono fare altre ipotesi, спе m = 1 od m —2. 
Ber: 


Si ha pure: 
29 2 — 18 = 25% 
Per 2 =9 il valore di é non è intiero, e per 2 = 42 si ha £—48; 
dunque i tre valori: 
t=48 @==4) y-— 


soddisfano alle condizioni proposte. Sicché la prima campana 
cessa di suonare dopo 48 >< 25 = 1200" e le tre campane hanno 
suonato rispettivamente 49, 43 e 38 rintoechi. 


Le tre mogli. 


Tiziv, Caio e Sempronio vanno al mercato cun le loro mogli i 
cui nomi sono Aida, Medea ed Ebe. Ognuna delle 6 persone 
compra un certo numero di oggetti che paga un numero 
di lire uguale al numero degli oggetti che ha acquistato. 
— Tizio ha comprato 23 oggetti di più di Medea, e Caio 11 
di più di Aida. Ciascun marito ha speso 63 lire di più 
della propria moglie. Qual’è la moglie di Tizio e quale 
è quella di Caio e di Sempronio ? 


Il numero degli oggetti acquistati da uno degli uomini sia г, 
ed y quello degli oggetti acquistati da sua moglie: 


а? – 1° = 68 = (2 4 0) (2 — 0) = 63: 1=81:.3=9.7 
Si può dunque porre: 


æ+ y = 63 od 2+0 = 21 о 2+1=9 
2 = у= 41 ой 2—0 =3 о 2-0=7 
da cui si deducono queste soluzioni : 
$—3 о qi db 28 
Jg о =n о y 
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Ma Tizio ha comprato 23 oggetti di più di Medea e Caio 11 
di più di Aida dunque essi hanno comprato questo numero i 
oggetti: Tizio 32, Medea 9, Caio 12 ed Aida 1. Segue da ciò 
che la soluzione 2 —32 , y —31 concerne Tizio ed Ebe; l'altra 
0 = 12 , y =9 concerne Caio e Medea; e l’ultima 2 —8, 2 = 1 
riguarda Sempronio e Aida, e tali sono le tre coppie di cui 
nel problema. 


Il cuoco cortese. 


Riproduco questo problema in versi francesi come Nesser li 
ha inseriti nella sua Rabdologie : 


Un jour le cuisinier d'un puissant personnage, 
Afin de contenter trois filles du village, 
Qui demandaient des aufs, leur dit en les cogant: 
Je cais donner tout ceus que j'ai dauns le moment. 
Il donne la moitié d'abord à la premiere 
Et la moitié d'un cuf, par faveur singulière ; 
À la seconde il offre aussi du meilleur coeur, 
La moitié qui lui reste, acec méme faveur 
De la moitié d'un œuf dont la fille s'empare : 
Enfin, continuant son partage bizarre, 
Il donne à la troisième avec même amitié, 
De son troisième reste encore Vhumble moitié, 
Plus la moitié d'un œuf: il eut donc l'acantage 
De tout distribuer. Dans cet heurcua partage, 
Qui parait singulier, combien en avait-it? 
Et comment a-t-il eu Pesprit assez subtil, 
Pour donner des moitiés a chaque jeune fille 
Sans en cusser un seul, ni s'échuutfer la bile? 


Il cuoco dà alla terza ragazza la melà di ciò che gli rimane 
e mezzo uovo in più, e non gli resta più nulla ; dunque questo 
mezzo uovo rappresenta ciò che gli resta dopo aver distribuito 
alla terza ragazza. Ma a questa egli ha dato la metà del suo 
secondo resto il quale è dunque necessariamente di un uovo; 
e questo gli rimane dopo aver dato alla seconda ragazza la 
metà del suo primo resto, più mezzo uovo. Dunque, se egli non 
avesse dato questo mezzo uovo in più, gli sarebbe rimasto un 
uovo e mezzo, il che rappresenta la metà del primo resto, il 
quale è dunque di 3 uova. Con ragionamento analogo si trova 
che il cuoco pussedeva in origine 7 uova, 
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Problemi sull’ orologio. 


4. — Un orologio ha tre sfere montate sul medesimo asse, per 
le ore, i minuti e i secondi. Ё possibile che ad un dato 
istunte queste tre sfere abbiano le loro estremità ai ver- 
tici d’un triangolo equilatero? 


Se le tre sfere potessero avere la posizione indicata sareb- 
bero distanti l'una dall'altra di 20 divisioni del quadrante. 
Dunque, se in tale istante la sfera H (ore) segna o divisioni a 
partire dal XII, l'estremità della sfera M (minuti) sarà sulia 
divisione p + 20 e quella s (secondi) sulla divione © + 40; o, in- 
versamente, s sarà sulla divisione ? + 20 ed M sulla 9 + 40. 

È facile vedere l'impossibilità di questi due casi, Si avrebbe 
infatti nel primo caso: 


600n4+9+20=125 e  $0n' 94-40-7204 
ossia : 


6n+4+2 —11 3ni PTS р 
аа m3» 11 (30! 4-2) = 719 (30 + 1) 


ma essendo: 
11234q +2 e dA9r— aque» 
la relazione precedente condurrebbe a quest’ altra: 
(3q + 2) (8n! +2) = (34! + 2) 8n 4-0) (1) 
Ora: 
(39 + 2) (n! + 2) = Mult. di 3+ 1 
(39! + 2) (8n. -- 1) = Mult. di 3 + 2 


Dunque la relazione (1) è impossibile. Si avrebbe del pari nel 
secondo caso: 


Gn +9 + 20 = 7206 da cui 60л' 4-20 = 719 9 
60n! -Fg-F 40=129 da cui 68n +&40=11% 


Si ha dunque la relazione impossibile : 
dti 2 It 


3/41 7419 
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Н. — Quali sono le ore alle quali si possono scambiare tra 
loro le sfere delle ore e dei minuti in modo che la nuova 
posizione possa prodursi per il movimento proprio del- 
Porologto t 

Indichiamo con æ una delle ore cercate. Partiamo dalla po- 
sizione delle sfere a mezzogiorno e prendiamo l’ora come unità 

cosicchè il giro completo del quadrante sarà misurato da 12. 

La posizione della sfera-ore è indicata con г; se il numero y 
indica la posizione della sfera-minuti, avremo: 


а= у. 42 (1) 


Affinchè la posizione risultante dallo scambio delle sfere 
corrisponda ad un'ora possibile, devesi dunque avere: 


129y 2 а k 12 (2) 
Eliminando y fra (1) e (2) si trova: 
142 = 204 k.t ossia Ro Sk 
da cui: 
12 k 


T= 


(3) 
Volendo ottenere tutte le ore richieste dal problema bisogna 
dare successivamente а k i valori 0, 1,2, 3...... 142, dopo di 
che si ricadrà sulle soluzioni già ottenute. 
Questa soluzione comprende, in particolare, le ore di soerap- 
posizione delle sfere, ottenute attribuendo a X gli undici valori: 


0-13 - 26 - 39 - 52 - 65 - 78 - 91 - 104 - 117 - 130 
Quanto agli altri 132 risultati, essi si corrispondono due a due 
e i valori associati di k che chiameremo E! e k” sono tali che 


si ha: 
hi! — 12 k" (mod. 143) 


d'onde reciprocamente: 
k" = 12 k' (mod. 143) 


Per esempio a k' = 34 corrisponderà k” = 122. Quesli due va- 
lori danno rispettivamente per æ, facendo la conversione delle 
ore in minuti: 

27 
9k 54m h m 
2% 51 143 e 10^ 14 143 
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°ч 
Quindi se un orologio segna le 2" 51» TE e se in tale istante 


Ь Я А : 38 
s' immaginano scambiate le sfere, esso segnerà le 10% 14m TE 


La soluzione del problema dipende dalla relazione (3) la quale 
evidentemente é quella che farebbe conoscere le ore che cor- 
risponderebbero sul quadrante all'incontro della sfera delle 
ore con un'altra sfera moventesi con velocità 144 volte mag- 
giore corrispondente a 12 volte quella della sfera dei minuti. 


WI. — Viene osservata Гога indicata da una pendola, fra le 4 
e le 5, poi fra le 7 ele 8; si constata che nell intercallo tra 
le due ossercaaioni, le due sfere hanno scambiato le rispet- 
tive posizioni. Dimostrare che a ciascuna osservazione le 
sfere erano ugualmente inclinate rispetto alla verticale. 


Siano a e b le distanze in minuti, contate sulla circonferenza 
graduata, dalle estremità delle sfere alla verticale! Alla prima 
osservazione sono (30 + a) minuti dopo le 4. La sfera delle ore 


percorre £ di tale distanza e: 


12 
30 
n= 10- Pa da cui 120 фа= 9% 
Alla seconda osservazione sono (30 — b} minuti dopo le 7; la 
sfera delle ore ha percorso nie divisioni : 
а=в+ b 12a 4- b = 90 


dunque а = b. 


IV. — Che ora è quando la sfera delle ore si trova tra le II 
e le III e fa con quella dei minuti angolo di 60? 


Lo spazio angolare tra due ore del quadrante è di 30° e quello 
corrispondente ad un minuto, di 6°, Alle II l'angolo delle sfere 
€ di 60°. Si avrà l'ora cercata quando la sfera dei minuti, dopo 
raggiunta quella delle ore, l' avrà oltrepassata di 10 divisioni 
di 6°. Sia æ il numero di tali divisioni che sarà percorso dalla 
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sfera piccola, tra le II e l'istante cercato. Il percorso fatto 
nello stesso tempo dalla sfera grande sarà 12 г, che può anche 
essere espresso con 10- 2 +10. ossia 20 | 2, per cui si ha 
l'equazione : 
122= 20 + 2 da cui Ш = 20 
20 
а= үү ziv" 

La sfera dei minuti avrà percorso 21%; Pora richiesta sarà 

dunque 25 , 21/9/,. 


La bilancia del droghiere. 


Un droghiere si serve d'una bilancia falsata in modo che 
quando acquista o vende merce guadagna l’11% in più 
del guadagno legittimo che dovrebbe fare con una bilancia 
esatta. Invertendo l’urdine dei piatti della bilancia il be- 
neficio si ridurebbe a sero. Quale è il guadagno legittimo 
del droghiere per 100 lire? 


Siano p e p, i pesi apparenti di una certa quantità di merce 
prima acquistata, poi venduta; p è più piccolo e p, piu grande 
del peso reale. Siano ancora д il prezzo d' acquisto dell’ unità 
di peso ed 2 il guadagno legittimo su 100 lire. 


Una merce acquistata per р. g è venduta per p, (a T 71 б 
si ha quindi: 


9 8 = нын 
Pi («+ 45, )-pa= Tio ^4 


pafi + t) mrt (o) g 


Invertendo l'ordine dei piatti, la stessa merce che costa p, 9 


ossia : 


è venduta pq ( t i): da cui: 


papa (14) (2) 


Da (1) e (2) si deduce: 
+11 gy 
ХЕ bx (ra * 100] 
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Ecco ora un’altra soluzione del problema e il calcolo del 
rapporto dei bracci del giogo della bilancia falsata. 

Sia p il prezzo che il droghiere dovrebbe pagare per una 
certa quantità di merce se si servisse d'una bilancia esatta, 
e q il prezzo al quale egli la rivenderebbe nelle stesse condi- 
zioni; sia poi f il rapporto fra il minore ed il maggiore dei 
due bracci della bilancia falsata. 


Il beneficio legittimo % è UN e con la bilancia alterata 
diventa : 
q 
йа 
pf 
Si ha dunque : 
7 ч р Р 
ii = ер и 
pf p 100 
ope — 
e ponen om 
sa 
д E SIRO mel 
puc vo гу, qu 
ossia : 
100 = 100 7? + 1t af? (1) 


Ma quando il droghiere si serve della bilancia alterata nel 
senso inverso, il suo beneficio diventa : 


p 
@ = 
9 
РЖ 
di 
per cui si h: 
qf-—p Borm. 


Sostituendo nella (1) f? con z si ha l’ equazione: 


1128 -H 1002 — 100 = 0 dalla quale as 


Gnkusi, — Matem., dilett. 14 
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Se si ha: 
m 7 q—p _ 1 
q ^M se ne deduce 5 — 40 
Si ha poi: 
_\/ 10 TS 19 
1=\ i ossia circa 0,95 0 -,5- 


Cosieché il droghiere, servendosi d'una bilancia coi bracci 
nel rapporto di 19 a 20 accresce il proprio beneficio dell’ 11 */o. 


I quattro mobili. 


Quattro mobili А, B, C, D sí spostano, in modo uniforme e con 
velocità che ѕ то in progressione geometrica, su quattro 
rette parallele equidistanti, le cui estremità sono situate 
su altre due rette parallele. Essi partono nello stesso 
tempo dalle estremità situate su una stessa retta e, giunti 


P R 


Fig. 124. Asc : C ө... 


А B D 


all’altra estremità, ritornano; e così di seguito. Dopo un 
certo temp) i tre mobili B, C, D sono in linea retta per la 
prima volta; dopo un tempu doppio A, B, C sono in linea 
retta per la prima volta; 36 secondi dopo B, C, D sono in 
linea retta per la seconda volta e lo spazio percorso da B 
sorpassa di 14 centimetri quello percorso da A, quando 
i quattro mobili si ritrocano in linea retta. Determinare 
lu velocità dei quattro mobili. 
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Sia y la lunghezza comune delle 4 rette ed 2, Р 2, г? æ, m 27 
le velocità di A, B, C, D in centimetri per secondo. 

И fatto che B, C, D si trovano in linea retta prima dei 3 mo- 
bili A, B, C dimostra che le velocità di A, B, C, D vanno de- 
crescendo, ed è chiaro che B, C, D saranno in linea retta per 
la prima volta quando B e C si spostano ancora nel senso A M, 
mentre D é al suo primo ritorno. 

Indicando con £ il tempo (secondi) trascorso dalla partenza 
all'istante in cui B, C, D sono in linea retta. Le distanze dei 
tre mobili dai punti di partenza sono rispettivamente: 


tra ti? æ 2g — їг? æ 
e si ha: 
tr? æg — t i = (20 — trh 0) — tr æ 
ossia : 
tr (г? 42r —1)=2y (I) 
Si troverà quando A, B, C sono in linea retta, cambiando æ 


А D 
in ri ottenendo così: 


2te(1242re — 1) 2g (2) 


Dalle (1) e (2) si ricava r —2, ossia che le velocità di A, B, 
C e D sono rispettivamente: 


e 2a 4r $c 


Si vede che A, C, D avendo velocità proporzionali ad 1, 4, 8, 
essi si trovano una seconda volta in- linea retta quando C è sul 
suo primo ritorno da P, e D si dirige una seconda volta verso R. 

Indichiamo ora con 0 il tempo (secondi) trascorso dalla par- 
tenza fino a tale posizione di A, C, D. Le distanze di questi tre 
mobili dai punti di partenza, sono : 


0.2 230—0. 42 0.8m—2y 


Si ha: 
(20—68: 42) —0m—2|(0.-8m — 2) —(2y —0- 4a) 
da cui: 
105 
[d = 
ss 99 а5 0= 21+ 35 
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Dalla (1) abbiamo : 


t= dunque 
Tæ 


PUO c PARIT 
Da = ia 1% 

Si vede poi, dal rapporto delle velocità di A, B, C, D che 
questi 4 mobili saranno nuovamente in linea retta quando A 


avra percorso у . Quindi: 


104 


Eau 292 


3 


e le velocità sono rispettivamente 1, 2, 4 e 8. 


. 22 y= 609 == 


I due mobili. 


Un mobile P percorre in modo continuo il perimetro d'un 
quadrato nel senso A, B, C, D con velocità uniforme e sem- 
pre nello stesso. Un altro mobile Q si sposta con la stessa 
velocità uniforme seguendo la diagonale del quadrato e 
ritornando indietro ogni colta che ne raggiunge una delle 
estremità. Dimostrare che, secondo le posizioni iniziali dei 
due mobili, si possono avere due soli casi: 

1. Essi non s’incontreranno mai. 
2.» Essi s’incontreranno 1 volta, ma 1 volta solamente. 


D [e I due mobili s! incontreranno sul 
vertice A se Q si sposta verso A, 
e se, nello stesso momento, P si 
trova, sia alla stessa distanza da A 
che Q, sia alla stessa distanza au- 
mentata di 2 AC, O, piü general- 
mente, se, nello stesso momento, 
la distanza di Q da A aumentata 
di 2m AC è uguale alla distanza. 
di P dal vertice Æ aumentata di ` 
A B 4n volteil lato del quadrato. 
Fig. 125. I due mobili s'incontreranno in A 
anche quando Q si sposta verso О 
e se, allo stesso momento, la distanza di P dal vertice A è 
uguale alla diagonale più la distanza di Q da C. O, più ge- 
neralmente, quando, nello stesso momento, la distanza di Q 
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dal vertice C uumentata di (272 + 1) volte la diagonale, e uguale 
alla distanza di P dal vertice A, aumentata di 4n volte il lato 
del quadrato, m ed n essendo numeri intieri. 

Nello stesso modo i due mobili s'incontrerebbero nel vertice 
C, ma quando si sono incontrati una prima volta, un secondo 
incontro é impossibile poiché essi descrivono spazi uguali in 
tempi uguali, e il lato e la diagonale del quadrato sono lun- 
ghezze incommensurabili. 

Parimente, i due mobili non s'incontrano mai se le loro po- 
sizioni alla partenza sono due qualunque di quelle nelle quali 
si troverebbero simultaneamente secondo l’ ipotesi d'un primo 
incontro in A o in С, 


Baeco e Sileno. 


Bacchus, ayant cu Siléne 

Auprés de sa cuve endormi, 

Se mit à boire sans gène 

Aus dépens de son ami. 

Ce jeu dura pendant le triple du cinquième 
Du temps qu'à boire seul Siléne eut emplogé : 
Il s'éceille bientôt, et son chagrin eatréme 
Dans le reste du vin est aussitôt noyé. 

S'il eùt bu prés de Bacchus méme, 

Из auraient, suivant le probleme, 

Achevé sia heures plus tòt: 

Alors Bacchus eùt eu, pour son écot, 

Deux tiers de ce qu'à l'autre il laisse. 

Ce qui maintenant m'intéresse 

Est de sacvir exactement, 

Le temps qu'à chaque drôle il faut séparément 
Pour cider la cuve entiere, 

Sans le secours de son digne confrére. 


Indichiamo con æ ed y i tempi rispettivamente impiegati da 
Bacco e da Sileno per vuotare la botte. Bevendo insieme, essi 
la vuotéranno in un tempo: 


sy 
2+0 
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3 а a 
Bacco beve da solo durante il tempo A и e in tale inter- 


vallo beve la frazione 3 . Р della botte. Egli lascia a Sileno: 
3g . 50—30 

5e 58 

il quale lia impiegato per bere questo vino il tempo indicato da: 


52—30. 1 152—380) 0. 


5a y 5o 


Secondo 1 enunciato : 


3 | (50-34) X cy = 
5 Y 52 афу ` 
ossia : 
34° — 520° — 30° y + 3020 t 3022: = 0 (1) 
: oto p 
Bacco beve con Sileno, durante zy ore, una frazione della 
botte uguale a abs . Si ha dunque la seconda equazione: 
Ye 2a 548 
а+у 3 52 
ossia : 
602 4- И ау — 102° = 0 (2) 


Risolvendo le due equazioni (1) е (2) si.trova: 
w= 15 ed y=10 
Questa risposta fu anche data in versi, così: 


Dans cette occasion Siléne eut tout l'honneur. 
En quinze heures Bacchus acheva la besogne; 
Il n'en fallut que dix au digne précepteur : 

J'en conclus «qu'il était de moitié plus ivrogne! 
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Le scimmie. 


Des singes s'amusaient: de la troupe bruyante 

Un huitième au carré gambadait dans les bois; 
Douze criaient tout à la fois 

Au haut de la colline verdoyante. 

Combien d'êtres comptait la caste remuante? 


Indicando con æ il numero delle scimmie, si ha l'equazione : 


a 


gp = 12 


2 — 


ossia : 
æ — 640 + 768 — 0 da cui CI IA 


Le api. 


Voici cet essaim de mouches à miel. 
De la moitié prends la racine: 
Dans un champ de jasmins cette troupe butine. 
Huit neuciémes du tout voltigent dans le ciei. 
Une abeille solitaire 
Entend dans un lotus un frelun bourdonnér : 
Attiré par l'odeur pendant la nuit dernière, 
Il s'était fait prisonnier. 
Dia moi : quel chiffre atteint la troupe buissonniére? 


Sia 22? il numero delle арі: 


2 
a 4. 52 „з= 


da eui 4 —6 trascurando l'altra radice che è negativa. Dun- 
que le api sono 72. 


L'eredità. 
Un padre divide lu propria eredità fra i suvi figli nel modo 


seguente: И primo avrà una somma a e іа п" parte del 
resto; il secondo unu somma 2a е la п "= parte del resto; 
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il terzo una 3,mma За e la n^. parte del resto, e cosi di 
seguito. L’eredità è in tal modo intieramente divisa e si 
trova che ciascun figlio ha avuto la medesima somma. Si 
domanda l ammontare dell’ eredità, il numero dei figli e 
la parte di ciascuno di essi. 


I. Soluzione. — Sia æ il montante dell'eredità e z il valore 
di ciascuna parte, Se si esprime che la parte del primo figlio 
è uguale а 2, si lia l’ equazione : 


1:254 $-—ip—-uhs—pa 
s—p VERO T eR 


ossia : 
=- p[z-(n—1)a]- g —(n--1)s 
Questa equazione dovendo essere indipendente dal vaiore 
di p, si ha: 
2=(п —– 1)а а= (п – 1) 2 = (п —– 1) а 


II. Soluzione. — Esprimendo che le parti del p?'? e del (p + 1)'то 
figlio sono uguali, si ha l' equazione : 


ж —(р 112 — ра 


m—pz-—ip4 ta 


[12 EAS S DT e ARA pp 
pat zi (pr 1а ü 
ossia : 
РА а 
Lua 
n n 


Questa equazione é indipendente da p e dà : 
4-—(n—l)a 
Si ha poi, uguagliando la parte del primo figlio ad (n — 1)a: 


a+ E tania da cui æ=(n—ifa 
III. Soluzione. — Indicando con y il numero dei figli ed ugua- 


gliando le parti dei due primi avremo : 


da cui: 
e=(n-1fa 
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Si ha poi: 


2 — а 
л 


seat 


=(n-1)a y=% =n-! 

Siccome, per mettere il problema in equazione, non ci siamo 
serviti che della uguaglianza delle prime due parti, è necessario 
verificare clie le altri parti sono uguali ad (n —1)a. Si trova 
infatti per la parte 2' del primo figlio : 


(љ = {а (р i(n – 1). ра 


та É 
è pad n 


= (л –1)а 


IV. Soluzione. — La parte del primo figlio sarà ay, e, poichè 
tutte le parti sono uguali, il valore dell’ eredità è ay? Ugua- 
gliando le parti del primo e dell'ultimo figlio, si trova: 


жы. = 
dt iu = La =апу ossia y -- 1 


-=у—1 
da cui y=1 od n-—1 ecc. 
Questo modo di trattare il problema fornisce due soluzioni, 
Anche in questa soluzione, come nelle precedenti, occorre 
verificare che tutte le parti sono uguali. 


V. Soluzione. — Questa soluzione, di Mister, tiene conto di 
tutte le soluzioni dell’ enunciato epperó non richiede alcuna 
verifica. 


Quando un figlio ritira la propria parte, prende una certa 
somma e poi la n™“ parte d'un certo resto R, e lascia: 


n —1 
( n ) R, 
Il secondo figlio lascia : 


(^ с) в 
n Pri 


Affinché due figli consecutivi abbiano parti uguali, occorre 
evidentemente che i resti R, e It. soddisfino all’equazione : 


1 1 ru ac 
py = qp BS 
ossia : 
Е-Е" “ (1) 
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La dilferenza tra le somme lasciate da due figli consecutivi 
coslituisce necessariamente la parte d'un figlio; e, per quello 
che precede, questa parte avrà per valore: 

n — 1 n-—1 


— R,— UTR TE ossia (n—1)a 


Il capitale г lasciato dal padre si ricava dall’ equazione : 


и 


am =(n-1)a che dà а = (п — fa 


ч 


е da essa si deduce il numero dei figli. 


Pile di proiettili. 


Quale è il limite cerso il quale tende il rapporto del vuoto al 
pieno in una pila di proiettili sferici, quando il numero 
dei proiettili aumenta indefinitamente ? 


Nella pila triangolare un proiettile poggia su altri tre, e su 
quattro in quella quadrangolare; si potrebbe quindi credere 
che il rapporto cercato non bebba essere lo stesso nei due 
casi; ma occorre notare come in enlrambi ciascun proiettile 
dell'interno della pila sia in contatto con altri dodici i cui 
centri sono i vertici d’un poliedro che ha per facce sei qua- 
drati ed otto triangoli equilateri. Il rapporto del vuoto al pieno 
in uno di tali poliedri non dà il risultato cercato perchè non 
si può sovrapporii senza lasciare degli spazi vuoti fra essi, 
mentre la sovrapposizione può farsi senza intervalli coi cubi 
formati prolungando fino al loro incontro le sei facce quadrate 
di ciascun poliedro. È dunque in questi cubi che bisogna de- 
terminare il rapporto tra vuoto e pieno, 

Assumendo come unità il raggio d'un proiettile, la costola 


del cubo sarà v2 e il suo volume 2V 2. Il pieno di questo 
cubo è costituito dal proiettile interno e dalla quarta parte di 
ciascuno dei dodici proiettili a contatto con esso; infatti, due 
facce del eubo passano pel centro di ciascuno dei dodici proiet- 
tili; la prima ne separa la metà e la seconda la metà dell’altra 
metà, dimodochè non resta nel cubo che il quarto dei dodici 
proiettili. Bisogna dunque aggiungere íre proiettili a quello 
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de 
=n 


centrale, e il volume dei pieno risulterà з Il rapporto del 


cubo a questo volume sarà ———-., e quello del vuoto al pieno 


Ч w È 1 ossia un poco piò di 1 ‚ e tale sarà il limite cercato. 
Esso non potrebbe essere modificato che dalla parte superfi- 
ciale della pila che è infinitamente piccola rispetto al volume 
totale dei cubi, quando il numero dei proiettili diventa infinito. 

La piramide triangolare o quadrangolare formata unendo il 
centro d'un proiettile che poggia su tre o quattro altri, coi 
centri di questi, è regolare ed ha tutte le sue costole uguali 
al diametro del proiettile. Il vuoto contenuto in ciascuna di 
queste piramidi potrà venire calcolato togliendo dal volume 
della piramide quello della parte di essa occupata dai proiet- 
tili. Si osserverà poi che il numero dei vani di ciascuna di tali 
due specie di piramidi è doppio del numero dei proiettili, con- 
siderazione che condurrà al risultato che si cerca senza dover 
ricorrere alle tavole trigonometriche, osservando che nella 
piramide regolare a base quadrata e a costole uguali, gli an- 
goli diedri maggiori sono doppi dei minori e supplementi di 
quelli del tetraedro regolare. 

Si può, con metodo indiretto ma più speditivo, risolvere la 
quistione calcolando (nell’ipotesi d'un numero infinito di proiet- 
tili) il rapporto del volume d'una pila al volume dei proiettili 
che essa contiene. 

Prendendo sempre come unità il diametro d' un proiettile e 


n'y 


indicando con n la costola d'una pila triangolare, jp пе 
n (n — (л. —2) 


^ il numero di proiet- 


rappresenta il volume e 


tili che contiene. 
E i : A . : n 
L’ipotesi di n infinito riduce quest’ ultima espressione a б 


рег l'omissione dei termini che scompaiono rispetto ad л?. 


3 
Il volume delle hombe essendo allora "Б ‚ il rapporto di 
: = DE Я 
quello della pila a quest’ultimo sarà — Y , come abbiamo 


trovato sopra. 
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Sulle probabilità. 


й. — Un'urna contiene N biglie delle quali б bianche, л nere 
ed r rosse. La probabilità di estrarre al primo tratto una bi- 
„г 

NE 

12. — Se k urne contengono ciascuna b biglie bianche ed r 
nere, la probabilità di non estrarre che biglie bianche estraen- 
done una da ciascuna urna é data da: 


WE uhr « й 7 1 
glia bianca è —. , e quella di estrarne una rossa о nera ё 


[7 _ 
( [ДЕП 7] А 
«3. — Paradosso di d’Alembert. La probabilità di far festa 


А 3 mea de 
almeno una volta in due getti d'una moneta é uo m generale 
42-4 [| 


essa е z . 


^. — Le probabilità di ottenere i punti 12, 11, 10, 9, 8, 7 себ-_ 
tando due dadi sono rispettivamente: 


E EM 5 1 
Si Чы Ер МС, 2” Чаш ir: Pte) 


5. — Con sei dadi, la probabilità di ottenere con un sol 
65 

5e 

6. — La probabilità «ottenere con un dado n volte di se- 


tratto il eolpo 1, 2, 3, 4, 5, 6 e data da 


guito uno stesso punto è ( x J come pure quella di ottenere 


con due dadi n volte di seguito il punto 7, о con tre dadi n 
volte di seguito il punto 5, o con 6 dadi n volte di seguito il 
punto 7. 

7. — Gettando п dadi a caso, si hanno tante probabilità di 
ottenere un totale di punti superiore a 7n +3 quante se ne 
hanno di ottenerne uno che sin inferiore. 

м. — La probabilità d'un avvenimento è z. In p prove, la 
probabilità che esso si produca у volte, in un determinato or- 
dine è: 


а= 2 (1 xy 
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quella che si produca g volte in un ordine qualsiasi è : 
С „е 


quella che si produca almeno т volte е: 


e quella che si produca almeno una volta è : 
ii) 


$. — La probabilità di ottenere una unica volta un punto 
dato con n getti di un dado ё: 


5R—1n 


10. — Si hanno k biglietti d'una lotteria che ne com- 
prende p; ciascuna estrazione é di q biglietti. La probabilità 
che ne sortano r à: 


Semplificazioni. 


Certe espressioni algebriche o aritmetiche si riducono ta- 
lora a forma semplicissima; la complicazione delle formole 
nelle quali figurano non è quindi che apparente. Non è però 
sempre facile vedere la possibilità della semplificazione, Così ad 
esempio per queste espressioni : 


na 


1 3 
2 2 


che entrambe si riducono a \ 3. 


Ai m Va(s— 21) | 
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Paradossi algebrici, aritmetici, eco. 


4. — Siano due numeri uguali æ ed y. Si avrà: 
201) == а? da cui аму — 1? = æ — y? 
ossia : 
y (2—0) =(2 + у)(г — y) 
da ош: 
у=о+ у ossia yx cioé = 

Il lato debole è tanto evidente che si potrebbe risparmiare 
di accennarlo; esso consiste nel fattore а — y che, per essere 
га = у, è uguale a zero. 

Lasceremo in seguito al Lettore di trovare tali lati deboli. 


*. — Siano due numeri differenti a e b e sin e la loro media 
aritmetica, Si avrà; 


a+b=2c ed (a+ b)(a— 1) =2с(а – 0) 


ossia : 
(a? — 02) = ?ас — 2 be а? — ас = 1? — 0с 
da cui: 
а? — ас -|- с? = 12 —2hc+ c 
ossia : 


(а — e} = (b — с) d’ onde = 
Dunque tutti i numeri sono uguali! 


з. — Abbiasi l’identità 4 — 10—9 — 15 che si può mettere 
sotto questa forma: 


Estraendo la radice quadrata dai due membri dell’ ugua- 
glianza si ha: 


ossia 2c 


Risullato assurdo, n! quale si perviene per avere ommesso il 
doppio segno nella estrazione della radice quadrata. 
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^. — Siano a, b e d,e i lati omologhi di due triangoli 
simili. Si ha: 


а а= bie au Па 
Moltiplicando ambi i membri per (a — d) e sviluppando: 
ae — aed = ара —– 0 
ае —abd = аса — ba 
а (ае — bd) = а (ае — bd) gut 


La spiegazione dell'assurdo cui si perviene é facile, Essendo 
qezbd, si ha: 


ae-bd=0 e quindi a-0=d-0 


э. — Sia а = + b; moltiplichiamo ambo i termini dell’equa- 


zione per 4; avremo 4a= 6b che possiamo mettere sotto altra 
forma, per asempio : 


Ha —10a=210—150 да cui 5(3b -2a)—7(3b —2a) 


e dividendo tutto per 35 — 2a si ha infine 5=7..... 


€. — Dimostrare che 9 = 5. La differenza 56 fra 9° e 5? si può 
esprimere sotto questa forma: 


9—-5=2.:7.9-2.:7-:5 
che può scriversi così: 
9-2.9-7=59-2-5.7 
Aggiungiamo ad ambi i membri 72: 
92—2.9.7--7132—5—2.5«*7-F 7? 
ossia : 
(9 — 7) = (5 — 7) da cui 9—7—5— 


dunque 1= 5 - «+ C. D. DI 


= 
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". — Se a è diverso da b, c—a ё pure diverso da 2 — b 
е (æ — a) diverso da (2 — by, per cui l’ equazione: 


(e — ay = (2 — 0) (1) 
sembra impossibile. Cionondimeno, effettuando i quadrati si ha : 
4% — 2 агл t a = а — 2 bæ + 1% 

da cui: 


a=- (aF b) 


Spiegazione, — Sostituendo, nell'equazione (1), per æ il valore 
а 0 
2 


trovato - si ottiene: 


(b — ay = (a — LẸ ossia  [— (а — b)P = (a — uy 


=. — Sia l’ equazione: 


3o —b _ 3a—àÀb 
3m—50 — 3a=80 


Queste frazioni sono evidentemente diverse dall'unità. Non- 
dimeno sottraendole termine a termine si trova che ciascuna 
di esse é uguale a: 


3æ—3a+3b — 1 

32 —3a+ 3b — 

Basta rilevare che questa identità è solo apparente, poichè 
risolvendo equazione proposta si trova 2 = à — b e quindi: 

39e —3a4-3b — 0 


yocp T Gan à 


Ф. — Si ha evidentemente (— 1} =1 da cui, prendendo i lo- 
garitmi : 


2105. (—1) = 105.1 = 0 log. (— 1) = 0 


—1ze dunque =й uuu 
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Si può pervenire allo stesso risultato in quest’altro modo. Sia 
æ una quantità che soddisfi а equazione e=—1. Innal- 
ziamo a quadrato : 


gei zz | пао а —u0 aa 
ed 
et zm e" ma e©=—-1 
ed | 
ee] dunque —1=1 


10, — Siano a e b due numeri e c la loro differenza: 
a—b-c 


Moltiplicando ambi i membri dell uguaglianza per (a — b), 
avremo: 


а? —2ab +b = ca — ceb 
che può scriversi: 
а(а—– 0 —– с) = b(a-0b—-c) 


da cui а = 0. Dunque tutti i numeri sono uguali ! 


14. — Abbiamo che: 


log. (1 фа) а 3-а +4 ай TODO 
Se a = 1 la serie risultante è convergente ed allora abbiamo: 
mm 1 1 1 1 1 1 J 
xeu o a a e a E 
da cui: 


ү. ә 
2 log.2=2— 1+5- С == Еее 


Raggruppiamo і termini dello stesso denominatore e sem» 
plifichiamo : 


2log.2=1-+ ! : C rF-4-43 теи «а = 108.2 
dunque 2 = 1, 


GuHersi, — Matem. dilett, is 
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а гар 
12. — L identità V — 1 —V/ — (si puó mettere sotto la forma: 


da cui: 


a pem 


v Ven 


e (v zzi (0 U^ vale a dire — 1=1. 


13. — Abbiamo l'uguaglianza Va xV b =V ор, analo- 
gamente : 


V —1 x V —1 2 V(-1)(— 10) 
ossia : 
(ЕРЕ ame T cest 


+ 


14. — Un' identità algebrica è vera qualunque siano i sim- 
boli che vi figurano. Ora noi abbiamo ип’ identità : 
Ve-y=iVvy- (t) 


nella quale i rappresenta + V —1 oppure —\ —1. Ma una 
identità in г ed y è vera quaunque siano i numeri rappre- 
sentati da æ e da y. Poniamo: 


e=a gyzb; Va—bzivVb—a (2) 
Facciamo ora: 
ob 7 075 Vb—a-iVa-b (3) 


Poiché la (1) è un'identità ne segue che nelle (2) e (3) il sim- 
bolo i deve essere lo stesso, ossin, che esso rappresenta nei 
due casi : 


ку o9 а =! 
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Per conseguenza dalle (2) e (3) deduciamo : 


Va—bxVb-a-PVb—axVa-—b 
ossia : 


45. — Quando il prodotto di due numeri è uguale al pro- 
dotto di altri due numeri, i quattro numeri costituiscono una 
proporzione e se il primo termine di essa é maggiore del se- 
condo, il terzo termine sarà pariente maggiore del quarto. 

Così da ad = be si deduce: 


e se si һа а> b si avrà pure с> d. Poniamo ora: 
tas e beme4 


avremo pure quattro numeri che soddisfano alla relazione 
ad=bec е tali che а > b; si dovrebbe dunque avere c>d 
ossia — 1 > 1, il che ё assurdo. 


16. — Lanciando in aria tre monete la Py a che esse 


3 
cadano tutte e tre di testa è evidentemente ( 3 1) = E come 


pure che esse cadano tutte e tre dal lato croce. 
Quindi la probabilità ehe le tre monete cadano tutte nella 


stessa maniera, cioè tutte e tre festa o tutte e tre croce à 1 - 
Ma fra le tre monete così lanciate, due almeno cadono nella 
stessa maniera. Ora la probabilità che la terza cada di testa è 
+» ed 4 è pure la probabilità che essa cada di croce. Quindi 
la probabilità di vederla cadere come le due prime è rappre- 
sentata da da . Parrebbe quindi risultare da ciò che la proba- 
bilità che le tre monete cadano tutte in una stessa maniera 


sia data da ; e non da -- . 
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17. — Dividendo 1 per 1 + æ si trova la serie: 
1—oLa'—aa.É 
Ponendo 2 — 1 si ha: 


1 — 
D» 


ma aggruppando per due i termini del secondo membro si ha 


1 
о 


zero per risultato ; dunque i ZIA 


Daniele Bernonilli ha cercato di provare con un ragiona- 
mento metafisico basato sulla natura stessa della serie di cui 
А ^ a dl 7 
si tratta, che il suo valore è ., . Eccolo in sunto: la somma 


dei termini della serie 1 —1---1—1+1—..-- è uguale a zero 
o all’unità secondo che il numero dei termini considerati è 
pari o dispari; ora, l’infinito non essendo pari né dispari ne 
segue che non v'é maggior ragione perché la somma della 
serie infinita sia zero od 1 e quindi, secondo le regole del cal- 
colo delle probabilità dovrà essere: 


5 di 
T ossia тор. 


1%, — Dall’ equazione (1) esatta : 


аи (А) 
innalzando alla potenza у — 1 si deduce l’equazione assurda: 


e i gin (B) 


Ma occorre osservare quanto segue. Per definizione : 


e* Ty iz con2kz y sen m 


Abbiamo dunque digià che ciascuno dei due membri della 
equazione (A) rappresenta l’ unità. 


(1) M. Vallès. Des formes imaginaires; leur interpretation en nbstrait et en 
coneret, Paris - Gauthier - Villara, 1869. 
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D'altro lato l’espressione (potenza VV 1) non avendo ulcun 
senso a privri, ammetteremo che : 


ILI, -1)V-1—1 VA 


e ci basterà definire quest'ultimo simbolo. Ora, se si pone: 


si ha in generale (1): 


у= —11()у=\у —1-эк'тү —1=—эк'хт 
dunque: © 
уе К" 


o in altri termini. La potenza V — 1 dell’ espressione: 

е?Ёт V —1 
ha un'infinità di valori reali, disuguali e costituenti una pro- 
gressione per quoziente. In particolare innalzando alla potenza 
indicata con ү — 1 le due espressioni (A) uguali ciascuna alla 
unità, si riproduce due volte tale progressione. Ma dall’essere : 


e = 
e2TV-1_ оёту —! 


non si può concludere che sia: 


— 2a _,_ 4 


e 


19. — Se si elimina @ fra le due equazioni : 
y —(e-—a)tang ө y = — (2 — а) cot 0 (1) 
moltiplicandole membro a membro, si trova : 


1° + (2 — аў = 0 (2) 


(1) V. « Cours d'Analyse» di Sturm. 


www.rcin.org.pl 


— 330 — 
Ma se si scrivono le equazioni (1) cosi : 
&senÓ—gycosÜ—asenÓ &@così+ysenf=acos@ (3) 
e si fa la somma dei quadrati si ottiene : 
a? te (4) 


Spiegazione. — Le equazioni (1) rappresentano, quando 8 varia, 
due rette rettangolari mobili intorno al punto (a , 0). Se si resta 
nel campo del reale il luogo dell’ intersezione di queste due 
rette si riduce al punto (a, 0). Ma ciascuna elle rette isotrope 


(di coefficiente angolare + V — 1) condotte pel punto (а, 0) 
essendo perpendicolare a sé medesima, si puo anche dire che il 
luogo considerato si compone dell'insieme di queste rette rap- 
presentato dall'equazione (2). 

Se si innalzano a quadrato le equazioni (3) e le si addizio- 
nano membro a membro, si combinano due rette parallele 
m ed n condotte per i punti (4,0) e (— &,0) con due rette 
m! e n' condotte per gli stessi punti in direzioni rispettiva- 
mente perpendicolari alle rette п ed n. Le rette т, п’, come 
pure le rette n ed т’ si segano sul cerchio (4). 


20. — Cercare il luogo del punto medio P d'una corda MN 
d'un! ellisse, che sia veduta dal centro О sotto angolo retto. 
Le equazioni della corda M N è del diametro coniugato O P 
essendo : 
(л 


у= та + п gesta D 


(1) 
e la condizione che l’angolo M O N sia retto esprimendosi con 
l uguaglianza : 
n? (a? -+ 09) = оа? U? A т?) (2) 
1 equazione del luogo Р si ottiene eliminando m ed n fra le 
relazioni (1) e (2). Si trova: 
(a? + b?) (а? y + 1? æ?) = а? bp? (aś "E + n 20) (3) 
П luogo passerebbe dunque per l'origine delle coordinate, 
oppure l’equazione (3) conterrebbe un fattore estraneo. 
Spiegazione. — L'origine è un punto isolato della curva. In- 
fatti, la condizione di perpendicolarità 1 + m n'=0 è verifl- 
cata per: 
mazin'=+V—-1 e per m=m=— ү 1 
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Risulta da ciò che le rette MN, OM , ON possono confon- 
dersi іп una sola avente per equazione ; 


P ta 
y=@V_-l о у= 2 ү –1 


O è il punto medio d'una tale corda. 

La stessa difficoltà si presenta quando si cerca la pedale del 
centro O d'un'ellisse. Questo punto è un punto isolato della 
podaria; esso corrisponde agli assintoli immaginarii uscenti 
dal centro. 


Una dimostrazione teologica. 
È del P. Gratry. Egli pretendeva dimostrare matematica- 
mente che Dio, ossia l /nfinito, può creare qualche cosa dal 


nulla, ossia dallo zero, Infatti, egli diceva, 4 é il simbolo ma- 


tematico dell'infinito; moltiplicandolo per zero si ha s che è 


il simbolo dell’indeterminazione, ossia che rappresenta un va- 
lore qualunque, 

Senonché il P. Enfantin, pur trovando ingegnosa assai la di- 
mostrazione faceva rilevare come il P. Gratry concludesse con 
essa appunto al contrario di quanto si era proposto di dimo- 


Conai 2.0 
strare, poiché ammetteva che per creare qualche cosa [ossia ü 


con zero, Dio dovesse già essere in possesso di A ossia d'una 
quantità determinata. 


L'equazione di 2.° grado risolta aritmeticamente. 


A А Ac N : 
Un numero N è una somma che può essere divisa, in A modi, 


in due numeri il cui prodotto varia da N — 1 ad ( 
chè si ha: 


4 


NM È 
2 Je Cosic- 


differenza 
1+(N-1)=N 4x(N-1)=1N-1 = 
2+(N-2)=N 2x<(N-2)=2N-4 iui 
3+(N-—3)=N 3x<(N—3)=3N—9 | È 
| RSA 


BIS a жые Са © e. en 
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In questo prospetto possiamo notare due cose: 
1.° La colonna delle differenze dei diversi prodotti succes- 
sivi é una progressione aritmetica di ragione 2; dimodoché i 
diversi prodotti derivano dalla quantità N —1 alla quale si 
aggiungono successivamente i termini d'una progressione arit- 
metiea decrescente, di ragione 2, che comincia con N—3 e 
termina coll’unità. 
2.° Ciascuno dei termini di tale progressione rappresenta 
la differenza + 1 dei fattori che compongono i prodotti corri- 
spondenti, Così: 
М3 (М2) 9, 61 
МЕБ (МЕ Зу 
N-7=(N-4)-4, 41 


Passiamo ora a risolvere il problema seguente : 


Problema. — Zrocare due numeri la cui somma sia 100 e il 
prodoito 2211. 


Con l’algebra abbiamo subito l’ equazione : 
æ — 100 2 -- 2211 — 0 qu a = 67 


Aritmeticamente, invece, cominciamo col costruire lo spec- 
chietto di cui sopra: 


differenze 
1-4 99 = 100 1»99- 99 | 97 
9 + 98 = 100 2»«98—196 — | 95 


3--97—100 — 3»97—290 } 93 


Il prodotto 2211 sarà nella colonna dei prodotti e la dill'erenza 
cercata si trova al livello corrispondente nelle differenze. Se- 
condo la prima osservazione, fatta sopra, si һа: 


2214 = 99 4-97 4 95-p- - 00. 
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Il quoziente 2211 per 99 sarà un limite inferiore del numero 
di termini della progressione decrescente che, nel loro insieme, 
costituiscono il numero 2211: 

2211 


| Er = 22 >< 99 + 33 di resto 


Ma, eccettuato il primo termine 99 che è esatto, ciascuno 
degli altri 21 termini è rispettivamente minore di 2, 4, 6 +-+. 42 
unità, che aggiunte le une alle altre, e a 33 di resto, dànno: 


Sia 


33 + >< 21 = 495 


Queste 495 unità ci forniscono un certo numero di altri ter- 
mini della serie a partire dal 23"», che ё 55. 
Dividiamo parimente 495 per 55: 


Pros 


Il primo termine 55 essendo il solo esatto rimangono: 
DES SEA 
unità da sottrarre sugli altri 8 termini: 
2 4 16 
» 


SET 


Queste 72 unità ci forniranno altri termini della serie a par- 
tire dal 32m° che ё 37. Ora 72 ci fornisce appunto i due ultimi 
termini 37 e 35, poiché 37 + 35 = 72. Il termine cercato è dunque 
— 35, cioè secondo la 2* osservazione fatta sopra, la differenza 
dei due numeri, { 1. La differenza dei due numeri essendo 34 
e la loro somma 100, 134 è due volte maggiore e 66 è due volte 
minore, Due radici cercate sono dunque 33 e 67. 

Altra soluzione. — Se i due numeri fossero uguali a 50, la 
loro somma sarebbe 100 e il loro prodotto 2500. Il prodotto dato 
essendo 2211, le differenza 289 rappresenta il quadrato della dif- 
ferenza in più od in meno fra il numero 50 e quelli cercati, 

La soluzione sarà quindi: 


50 + V 289 = 50 + 17 = | чү 


Soluzione questa assui più breve della precedente. 
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Soluzione grafica delle equazioni. 
Sia f(2)=0 un'equazione algebrica. Siano: 
9(0,4)=0 ?(0,y)—0 


due equazioni tali che l’ equazione alle ascisse dei punti co- 
inuni alle curve che esse definiscono sia precisamente f (2) = 0; 
quando ciò sia possibile, ad ogni punto reale comune alle due 
curve e e $ corrisponderà una radice reale dell’ equazione 
Jf (&) —0. La reciproca non è necessariemente vera. Può infatti 
accadere che (indicando con a una radice reale dell'equazione 
precedente) le radici comuni alle equazioni: 


g(a,y)}=0 ya, y)=0 


non siano tutte reali, dimodochè ad una radice reale dell’equa- 
zione f(4)= 0 può corrispondere un punto immaginario (avente 
ascissa reale) comune alle due curve 9, v, 

Supponiamo scelte in modo queste due curve che ogni punto 
ad esse comune e avente ascissa reale, sia necessariamente 
reale; il calcolo delle radici reali dell’ equazione proposta 
7 (22) = 0 si riduce in tal caso alla costruzione dei punti comuni 
alle due curve ӯ, У. 

Supponendo verificate le condizioni accennate, e costrutte 
le due curve $, 4 (prendendo per unità una lunghezza deter- 
minata) si misureranno con tale unità le ascisse dei punti reali 
comuni alle due curve e si avranno così i valori numerici delle 
radici dell’equazione proposta; il che si dice risolvere grafi- 
camente questa equazione. 

Passiamo ora ad alcuni esempii, 


Equazione di secondo grado. 
fi. — Se nell’equazione : 
dDLpe+q=0 
poniamo : 
= а si ha У+ра +9 = 0 


Non si ha dunque che da trovare i punti comuni ad una pa- 
rabola di secondo grado e ad una retta. 
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Esempio. Sia l’ equazione data: 


atto ti 


EID 
Costrutta la parabola y = æ? (con OH — 1) e tracciata la retta 
gyc-poetq-ÓO 
ossia : 


1 DI 
Uum.) (0р =з ог= 5) 


Fig. 120, 


si avrà: 
3 
Cisa 1IS=@,=-- 
Come è ben noto i punti U ed S si possono ottenere senza 
tracciare la conica. 
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#.— Le radici dell’ equazione data sono le ascisse dei punti 
d’intersezione (fig. 126) dell'asse æ col cerchio BEQ avente 
per equazione : 


ау +ра +4=0 


circolo che si può sempre costruire (fig. 126); quindi il pro- 
blema è ridotto a trovare le intersezioni d’una retta con un 
circolo, 

:3. — Rendiamo omogenea l’ equazione generale, introdu- 
cendovi la linea r considerata come unità : 


а? + ра= дт? 
E, mettendo i segni in evidenza : 
Каш pb: hi 


indicando con А una media proporzionale fra r e il valore us- 
soluto di q. Abbiansi ora a costruire le radici dell’ equazione: 


c+pe=k? 


Prendiamo su di una retta, un segmento EF=p e descri- 
viamo su di esso, come diametro, un cerchio; conduciamo in 


Fig. 127, 


E la tangente EG=/ e conduciamo la GZ per il centro О. 
Le due radici dell'equazione saranno rappresentate da GH e 
da — GL. Siccome l’equazione : 


а? — раз = k 
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non differisce della precedente clie per il segno, le sue radici 
saranno GL e — GH. L'equazione : 


æ — pæ = – 1° 
si può mettere sotto questa forma : 
æ (р — 2) = К? 


Descriviamo sulla retta E F— p come diametro, una semi 
circonferenza. Conduciamo in E la tangente EG = №; condu- 
ciamo GR parallela ad EF e abbassiamo, dai punti H nei 


M 


E L o 1 I 
Fig. 128. 


quali essa sega la semi-circonferenza, la perpendicolare sul 
diametro E F. Le radici cercate saranno E L ed LF. 

Affinché le radici siano reali occorre che la GR seghi 1а 
semi-circonferenza, cioè : 


k OM ossia к= È 


come è d’altronde noto analiticamente. 


4. — Metodo di Steiner. — Ad una circonferenza di raggio 
FT == 1 si conducano due tangenti opposte in O e T. Essendo: 


а – ра +9 = 0 
l'equazione proposta, si portino (tenendo conto del segno): 


Tapes ON 
p p 
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La MN sega il circolo in P e Q che, proiettati da 7 forni- 
scono in O R ed O S i valori delle radici dell’ equazione data, 
col relativo segno. 

La fig. 129 si riferisce al caso dell’ equazione: · 

cada 4 4 q 
T .. — ~ tl 
[o 3o +2 quindi ps р 3 
g= О5=2 0. = ОНР 


Quando g è negativo le due radici sono reali e di segno 
opposto; infatti T M ed O N risultando in questo caso di segno 
opposto, la M N è necessariamente segante del circolo, ecc. 


Io M 


Fig. 129. 
Se q è positivo, 7 M e О N hanno segni uguali e in tal caso 
la MN può riuscire segante del circolo (due radici reali, di 
ugual segno); tangente (una sola radice E); esterna. (nes- 


suna radice reale) (1). 


Equazione di terzo grado. — Abbiasi l’ equazione : 
c+pa@+gq=0 


я. — Le radici reali dell'equazione sono le ascisse dei punti 
reali comuni alla parabola cubica y — a? e alla retta : 


y+petkba=0 


(1) Vedasi la dimostrazione geometrica di A. Papoa nel Bollettino di Mate- 
matica, Anno III (1904) n. 1, e quella analitica nelle « Questioni riguardanti la 
Geometria Elementare » di F. ENRIQURS, pag. 406, 
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Prendiamo, per esempio, l'equazione : 


а — Lo $^) avremo 4% == 1 (1) 
5 2 
. y-4 2 (2) 


Fig. 130, 


La retta (2), ossia m, sega la cubica (1) in tre punti, epperó 
l'equazione proposta ammette tre radici reali. 

æ. — Possiamo cercare i punti comuni alla parabola di se- 
condo grado y —«? е all iperbola equilatera : 


«y+pa+q=0 
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З. — Cominciamo dal considerare l’ equazione : 
= фра toost 
Ponendo y = a? si ottiene: 
у +ру+а2=0 . 


Queste equazioni sono quelle di due parabole delle quali si 
dovrebbero trovare i punti d’intersezione. Ma essendo i loro 
assi rettangolari, i loro punti comuni sono sul circolo che ha 
per equazione: 

o +y (р) у 020 

il che riduce il problema a trovare le intersezioni d’un circolo 
con una parabola, escludendo l'origine. 

^. — Sia tracciata su un foglio di carta trasparente qua- 
drellata la parabola 1° = 2 (ossia о 2,00); sopra un secondo 
foglio siasi disegnata una serie d'iperboli equilatere aventi gli 
stessi assintoti о' æ' , o' y! e corrispondenti a valori sufficien- 
temente approssimati dalla potenza (equazione & y'=p; р 
variabile). 

Se si trasporta il primo foglio sul secondo in modo che gli 
assi 0' 2, 0' у! siano paralleli ad ог, oy e passino pel punto 
0! (x , 8) del primo foglio, l'equazione di una delle iperboli, ri- 
ferita agli assi 02,09 sarà: 


(æ — 2) (y — 8) = p 


e le ordinate dei punti nei quali questa curva incontra la pa- 
rabola sono radici dell’equazione: 


(y°— «)(y — 8)=p 


Questa può essere resa iden- 
tica ad una data: 


y? + Ay? + By 4 C —0 
facendo: 

Bz А а= —– В 
Fig. 131. pese 
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5. — Il sistema articolato rappresentato nella flg. 131, do- 
vuto a Sylvester, fornisce le relazioni: 


g noce A eh 


Eo = о OB AC 


dalle quali si deduce: 


b. ОА: Ka’ (a? — b)OA —a*- OD 


Equazione di quarto grado. 
1. — Sia 1 equazione : 
а*+ра + да + г = 0 
Ропіато y = æ, l’ equazione diventa: 
'+ру+4@@-+г=0 
che si può mettere sotto questa forma: 
ЗЗР) арте = 0) 


che ё l'equazione d'un circolo, del quale basterà trovare le 
intersezioni con la parabola di secondo grado y = 2°. 
Esempio. Abbiasi l’ equazione : 


æ- a+ -2=0 


Se ne otterranno le radici reali come ascisse delle interse- 
zioni R,S della parabola (fig. 130) : 


Jw (1) 
col circolo: 
+y —2y+a-2=0 (2) 
т. — Nel caso generale, sia l’ equazione: 
cine + ра + да + г == 0 
Ponendo 2?-—g asc avremo: 


y) + (а + п) уф. St) 
GQuersi, — Matem, dilett. 16 
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А È n 
Si e cosi condotti a prendere a=— | 


; per cui si debbono 


trovare i punti comuni alla parabola : 


e al circolo: 


ау (у — Р + Lat (6 A turo 


Esempio. Sia equazione data: 
ci — 40 + 52° -|- 2 — 9 = 0 


Le radici reali saranno le ascisse «dei punti d’intersezione 
E, G (fg. 130) della parabola : 


e=py+2 (3) 
col circolo: 


e+y+e—-2=0 (4) 


Equazioni numeriche ad una incognita, di qualsiasi grado. 
Sia : 
ag” p bam ly cgim—2 Te bum k=0 


un'equazione di grado т nella quale le lettere a,b, C» · · · rap- 
presentano coefficienti numerici. 

Da un punto O preso ad arbitrio, prendiamo, verso sinistra 
ad esempio, una lunghezza OA = а che servirà come unità. 
Perpendicolarmente ad VA portiamo da A in B una lunghezza 
-1B= b andando verso sinistra se b ё dello stesso segno di а, 
0 verso destra se è di segno contrario. Perpendicolarmente ad 
AB portiamo da B in C una lunghezza ВС = с andando verso 
sinistra se c è dello stesso segno di b e verso destra se è di 
segno contrario. Facciamo la stessa costruzione per tutti i coef- 
ficienti d,e,f-----g,le e arriveremo infine ad un ultimo 
punto К dopo aver tracciato un contorno poligonale rettango- 
lare OABC-*--GKicuilatisono in numero m -|-1, uguale 
n quello dei termini dell’ equazione proposta. 

Ciò fatto, se si può passare dal punto O al punlo К seguendo 
un altro contorno poligonale rettangolare O A! B' C! « «««« G! 
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di m lati solamente, i cui vertici consecutivi poggino rispetti- 
vamente in А’, B',C'..-.» sui lati AB, ВС, Ср... del 
contorno primitivo, il numero che esprime la lunghezza AA' 
è una radice dell’equazione. 

Quante volle differenti si potrà andare così da O іп К, pas- 
sando per dei punti A’, A”, Al. «e» e. situati sul lato AB, 
altrettante volte si avranno delle radici reali dell’equazione, 
rappresentate dalle lunghezze Ад’, AA" , AA"! - - - - espresse 
in numeri, 

Quanto ai segni di tali radici, esse saranno positive se i 
punti A’, A”, AN» - + + + cadono a destra di OA (andando da 
O verso A), e saranno negativi se tali punti si trovano a sini- 
stra di OA. 

Ihsempio. Sia : 


a? — 6a? -112—6-—0 


l'equazione da risolvere. Si farà, nel modo indicato, la costru- 
zione del contorno poligonale rettangolare di quattro lati 
O A BCK. Si può allora andare da O іп К seguendo i tre per- 


B p' BB" c 


Fig. 132. 


corsi rettangolari, di tra lati ciascuno, OA! B' K , OA" B" K , 
OA!!! B!!! К, Le tre rette АА’, AA", AA"! rappresentano le tre 
radici dell'equazione e siccome esse sono rispettivamente uguali 
ad OA, а 20A, a 3OA, e situate a destra di OA, saranno: 


zh 1 +2 T3 


Uno strumento speciale venne inventato dal Capitano au- 
striaco Lill per supplire al tracciamento grafico della figura, 
ma non è qui luogo da descriverlo. 
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Metodi fisici per la soluzione 
dei sistemi di equazioni algebriche. 
Metodo idrostatico di A. Demanet. — Questo metodo è adatto 
alla soluzione delle equazioni di terzo grado, della forma: 
Ман 


nella quale c indica una costante positiva data. Esso ё basato 
sull’uso di vasi comunicanti di forma convenientemente sta- 


Fig. 133. 


bilita. Se s'introduce un volume determinato di liquido in uno 
di tali vasi comunicanti, l’ altezza comune del liquido nei due 
vasi fornisce il valore della radice cercata, 

Per risolvere l’ equazione : 


аа = с 


si prendono come vasi comunicanti un cono di rivoluzione 
(ad asse verticale, col vertice in basso) il cui raggio di base r 
e l'altezza а siano nel rapporto: 


«rad V 3 
d Жү 
e un cilindro di base uguale ad un centimetro quadrato. Se si 


versano e centimetri cubici di liquido in uno dei due vasi co- 
municanti il liquido s'innalza ad una medesima altezza / in 
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ciascuno dei due vasi; il volume di liquido contenuto nel vaso 
conico e allora uguale ad Aê, quello contenuto nel vaso cilin- 
drico è uguale ad №; si ha dunque: 


ЮМ ++ һ= с 
L'altezza /, che si può misurare, fornirà dunque una radice 
æ= h dell’ equazione : 
а +2 = с 
Per risolvere І equazione : 
а – 2 = с 


s'introduce nello stesso vaso conico isolato un solido cilindrico 
di un centimetro quadrato di base, in modo che il volume ver- 
sato c sia la differenza del volume A? del liquido che conter- 
rebhe il cono se il pezzo cilindrico fosse isolato, e del volume 
h del cilindro. L'altezza osservata Л del liquido versato for- 
nisce dunque una radice dell’ equazione : 


(ol GA 
Questo procedimento può estendersi facilmente alle equa- 
zioni trinomie qualunque, poichè esse possono mettersi sotto 


la forma: 
2" = 2" = с 


D'altronde, mediante la sostituzione : 


у= аур 
si può ridurre qualsiasi equazione ridotte del terzo grado : 
y + ру = 9 


(nella quale p е д sono numeri positivi qualunque, dati) allu 
forma: 
TC 


Il metodo Demanet si complica però assui per le equazioni 
a più di un parametro. 


Bilancia idrostatica di G, Meslin. — Con questo apparecchio 
si può risolvere qualsiasi equazione della forma: 


pac" + qap... аА 


qualunque siu il numero finito dei termini del suo primo 
membro. 
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La bilencia di Meslin è costituita da un giogo al quale sono 
appesi, mediante sbarre rigide ad esso articolate, dei corpi 
solidi (М), (№). · ad assi verticali, dei quali la forma е 
le dimensioni sono tali, che i volumi immersi, quando li si im- 
merge di æ unità di lunghezza in un liquido, siano propor- 
zionali ad 2%, 2... Si fissano questi solidi (М), (№) * » © > 
a distanze dell’asse di rotazione rispettivamente proporzionali 
ai valori assoluti (р), (9) · · · •· dei coefficienti p,qg-*»*-- 
dell'equazione data, a destra o a sinistra di tale asse di rota- 


Fig. 134, 


zione secondo il segno di tali coefficienti, e in modo che i 
punti di sospensione siano in uno stesso piano orizzontale 
quando il giogo è in equilibrio. 

Equilibrata la bilancia, si sospende alla distanza | dall’ asse 
di rotazione del giogo, un peso uguale ad (A), a destra o a si- 
nistra di tale asse di rotazione secondo il segno di A. L'equi- 
librio è rotto, ma lo si ristabilisce versando del liquido entro 
a dei vasi comunicanti posti al disotto dei solidi (M) , (N) - · · - 
Se Л è l'altezza immersa quando l’ equilibrio è ristabilito, le 
spinte esercitate sui solidi (M),(MN)- * » e trasmesse al giogo, 
sono rappresentate da A?" ,Ah"----; iloro momenti rispetto 
all’asse di rotazione del giogo, sono dunque rispettivamente 
uguali a pi, qh" ++.» Poichè si ha equilibrio, la somma 
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algebrica di questi momenti è uguale al momento A del peso 
A rispetto allo stesso asse; si ha dunque. 


ph" яа. = А 


dimodoché l'altezza immersa л, che è facile misurare, fornisce 
una radice æ = h dell'equazione considerata. 

Se, dopo avere così trovata una soluzione dell’ equazione, si 
versa una nuova quantità di liquido nei vasi posti al disotto 
dei solidi (M) , (N) * * - - l'equilibrio è dapprimo distrutto, ma, 
se si continua a versare fino a che esso sia nuovamente rista- 
bilito, l'altezza h’ immersa fornisce una seconda radice del- 
l equazione, e così di seguito. 

Perché il volume immerso del solido (M) sia proporzionale 
nd e" quando s'immerge (M) di 2, basta prendere per (M) 
un solido di rivoluzione la cui curva meridiana abbia per 
equazione : 

y= egm_1 


nella quale il valore di c dipende dalle unità di massa e di 
lunghezza scelte. 

Al termine æ dell'equazione considerata corrisponde cosi un 
cilindro, al termine æ? un paraboloide, al termine 2° un cono, 
e così via. 

Per risolvere un’equazione ridotta qualunque del terzo grado 
non occorrono dunque che un cilindro e un cono. 

Il paraboloide che corrisponde al termine æ? può essere so- 
stituito da un diedro a facce piane la cui costola ha in basso 
eil orizzontale, Il cilindro può essere sostituito da un prisma, 
e il cono da una piramide ; di guisa che per risolvere un'equa- 
zione di terzo grado, ridotta o no, si può far uso solamente 
di solidi a facce piane. 

Altri procedimenti analoghi che non descriveremo per bre- 
vità sono dovuti ad A. Emch (1) per estrarre le radici, d'ordine 
qualsiasi, di numeri dati; a W. Veltmann (2) per la soluzione 
d'un sisteina di n equazioni lineari fra n incognite, ece. 


Metodo elettrico di F. Lucas, — Le radici reali od immagi- 
narie di un'equazione algebrica di grado qualsiasi, a coeffi- 
ejenti reali, date numericamente, possono essere ottenute con 
una sola operazione grafica e senza calcoli con un procedi- 


(1) The American math, Monthly 8 (1901) pag. 58, 
i) W. von Dyck, Katalog. pag. 155, 
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mento dedotto dalla teoria dell’elettricità ed esposto da Felix 
Lucas in una sua memoria all'Accademia delle Scienze di Pa- 
rigi nel 1888 (1). 

Sia Е (2) = 0 l'equazione data, di grado n. Ad arbitrio, fis- 
siamo n 4- 1 numeri reali disuguali: 


Zi y ag X4 tt ttt Xy ua 
e ponianio : 


fia) z(a—2)(4—23-*-*-(2—29.4) 


Fia) A cm " 
Scomponendo la funzione razionale + fin in frazioni semplici 
si può metterla sotto la forma: 
Е ада Д ЖЕ 
/ (з) 4 — 9, a — 9$ € — 0,41 


nella quale à; sono tutti reali e determinati. 

Seguiamo nel piano (P) delle variabili complesse z, assimilato 
ad una lastra conduttrice circolare di raggio sufficientemente 
grande, i punti: 


уза» een 
dell’asse reale avente per ascisse : 


ЕСИ 


Se si carica ciascuno di tali punti; ?, d'una quantità di elet- 
tricità proporzionale al numero 2; di medesimo indice, i punti 
nodali delle linee equipotenziali tracciate nel piano (P) saranno 
i punti-radici dell'equazione considerata F'(z)— 0. 

Beninteso che caricare un punto d'una quantità negativi 
di elettricità, significa, scaricare questo punto del valore as- 
soluto di detta quantità di elettricità. 

Per tracciare le linee equipotenziali sulla lastra conduttrice 
(P) basta rendere tangibile, con un procedimento qualsiasi, lo 
stato elettrico di tale lastra. Si può, per esempio, determinare 
tali linee col galvanometro applicando il metodo di Kirchhoff (2) 
0 disegnarle elettricamente col procedimento Guébhard (3). 


(1) V. Comptes rendus. Volume 107 (1888) pag. 645. 
(2) V. Annalen Phys. und Chemie. Volume 64 (annata 1845) pag. 497. 
(3) Journal de Physique théor. et appliquce. Volume 1 (annata 1882) pag. 205. 
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Lo stesso Lucas fece notare (1) essere più comodo prendere 
per f(z) una funzione razionale intiera di grado n + 2 anzichè 
di grado n + 1. П metodo elettromagnetico che corrisponde a 
tale scelta riesce particolarmente semplice. Su di una lastra 
costituita da un foglio di carta ben teso orizzontalmente, o da 
una sottile lamina di vetro, si crea un campo magnetico e si 
spande sulla lastra della flne limatura di ferro. Le linee di 
forza del campo-magnetico si disegnano allora da per sè stesse 
per mezzo della limatura di ferro. I punti-radice cercati sono 
i punti neutri del campo magnetico, cioè quei punti sui quali 
la forza magnetica è nulla. 

Un apparecchio elettrico immaginato da L. Kann serve alla 
valutazione delle sole radici reali delle equazioni, 


(1) ©. R. de l'Aead. des Sciences de Paris, 1888. Volume 107 pag. 1072 e 1890 
volume 111 pag. 965. 
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QUADRATI 
POLIGONI E POLIEDRI MAGICI 


QUADRATI MAGICI 


Abbiasi un quadrato suddivisiso in un certo numero n? di 
quarelli, come una scacchiera. Collocando in ciascuna casella 
un numero, senza ripetizioni, in modo da avere la medesima 
somma sia addizionando per colonna, dall’alto in basso, sia 
per riga cioè da sinistra a destra o viceversa, sia per diago- 
nale, si avrà un quadrato detto magico (1). 

L’origine dei quadrati magici è antichissima. Quando si at- 
tribuivano a certi numeri particolari, delle virtù cabalistiche, 
è naturale che se ne siano attribuite di grandissime, tali da 
chiamarli magici, a certi quadrati nei quali la disposizione dei 
numeri offriva caratteristiche singolari. Troviamo quadrati 
magici in India d’onde vennero portati in Europa probabil- 
mente da Astrologi. 

Cornelio Agrippa (1486-1535) costrul quelli di ordine 3, 4 +» + · 
fino al 9, i quali secondo lui rappresentavano simholicamente 
i sette pianeti d'allora; Saturno Giove, Marte, il Sole, Venere, 
Mercurio e la Luna. Egli deduceva l'imperfezione dei quattro 
elementi (aria, terra, fuoco e acqua) dal fatto che non è pos- 
sibile costruire il quadrato magico di 4 caselle, cioé d'ordine 2. 
E tale quadrato fu da altri adottato come simbolo del peccato 
originale ! 

Un buon preservativo dalla peste era un quadrato magico 
inciso su di una lastrina d'argento. Amuleti di tal genere sono 
ancora in uso in alcune regioni d' Oriente. Il quadrato magico 


(1) Per estesi particolari sulla teoria dei quadrati magici si possono consul. | 
tare: Ө. Arnoux < Les espaces hypermagiques » e A. Margossian « De l'ordon- 
nanee des nombres dans les carrés magiques impairs» Parigi 1908, Editore 
Hermann: da quest'ultimo ho ricavato gran parte del capitolo sni quadrati 
magici dispari. 
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seguente si trova su di un quadro di Alberto Dürer rappre- 
senlante la Melanconia (1500). 

Per lo più i numeri sono scelti in progressione aritmetica, 
ma ciò non è necessario, come vedremo, Si polrebbero anche 
usare n progressioni aritmetiche differenti. Per semplicità 

useremo in principio solamente la 
ке _—=—==” progressione costituita dalla serie 

1 15 14 4 | dei numeri intieri naturali a co- 
minciare dall’ unità. 

Н La somma costante per colonne, 


ә y N 
È р - ч righe o diagonali è detta la co- 
stante del quadrato, 
8 10 11 5 La somma dei primi n? numeri 
| 2 
mi ll CETTE LL u^ n*. La costante 


43 | 3 2 | 16 M 


a x qu ; 
di un quadrato sarà —— — n poi- 


Fig. 135. ché vi sono n righe o colonne. Di- 

cesi base, modulo o radice del 

quadrato il numero л delle caselle del suo lato. Cominceremo 

coll’occuparci dei quadrati il cui inodulo dispari è un numero 

primo, maggiore di due, e vedremo poi seguendo quali norme 

si possa passare da tali quadrati a quelli i cui moduli non 
sono numeri primi. 


Quadrati magici i cui moduli sono numeri primi. 


Osservando il gruppo fondamentale, ossia la serie dei primi 
25 numeri naturali disposti di seguito per righe di 5, no- 
tiamo subito che la costante 65 è uguale al prodotto del 
modulo pel numero centrale 13, e che 


le somme per diagonali e nella riga 1 2: [d | A о: 
e colonna mediane danno appunto la — е —|— 
costante. eL 


Si possono dividere i quadrati magici — ——|——|——|- 
in due grandi classi; una comprende 11,12] 13 | 14 | 15 
quelli nei quali i numeri hanno una E 
disposizione ordinata, ben determi- 
nata, l'altra comprende quelli nei 
quali i numeri non seguono in appa- 
renza un ordine determinato. Comin- Fig. 136. 
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ceremo coll’ occuparci dei primi, dai quali d'altronde molti 
dei secondi derivano. Si possono poi suddividere tali quadrati 
in due tipi dei quali ci occuperemo partitamente. 


Tipo di quadrati magici a disposizione obliqua. A. 
= 

Рег costruire un quadrato magico di modulo 5, per e E 
cominciamo coll'adottare la notazione usata dagli scaechisti/ B 
indichiamo cioè con a, (, с, d, e, le caselle della prima, 587 л 
conda, terza ...... colonna, e con 1, 2, 3, 4, 5 le caselle della E 
prima, seconda, terza ...... riga. Cosicchè a4 indicheratia „> 


A B Р & 
Aaa a * Ds 
а | х Е) 
"4 
LI | . E c je 
му » 

3 | . | ra r 

{ | e€ 
| | = 

Е 2 = C 

i | Fig. (3? 

|! 


quarta casella della prima colonna, d3 la terza casella della 
quarta colonna, che sono segnate in figura con un punto. Chia- 
meremo poi diagonale ascendente la DB e diagonale discen- 
dente la AC. 

Immaginiamo ora, attorno alla scacchiera principale, trac- 
ciate altre quattro scacchiere uguali A, B, C, D, disposte come 
nella figura 140. Collochiamo poi il primo gruppo (1 a 5) della 
progressione, partendo da un punto qualunque (per ora; ve- 
dremo fra poco quali posizioni siano da eccettuarsi); siansi in 
tal modo occupate le caselle che diremo regolari а 3, 04, c5, 
coi numeri 1, 2, 3, e le due caselle d 1, e2 della scacchiera A col 
4 e il 5. Riporteremo il 4 e il 5 nelle medesime posizioni, ma 
nella scacchiera principale. Al disotto del 5 collocheremo il 6 
e successivamente, sempre seguendo la diagonale ascendente, 
il 7, 8, il 9 e il 10, Questi quattro ultimi occupano quattro ca- 


www.rcin.org.pl 


— 256 — 


selle della scaechiera C, dovremo quindi riportarli nelle corri- 
spondenti caselle а? , 53,04, d5 della scacchiera principale. 
Sotto al 10 collocheremo P 11 e sulla diagonale relativa 12, 13, 
14 e 15, riportando il 13, 14 e 15 dalla scacchiera B alla scac- 
chiera principale, nelle caselle corrispondenti; e cosi via sino 
al 25, Il quadrato ottenuto sarà magico, a condizione però che 


| | Ta ale 


| d | 
EH Fig. 138. 


la diagonale ascendente risulti occupata dol gruppo mediano 
(11, 12, 13, 14, 15) della progressione arimetica usata, il che di- 
pende naturalmente dalla casella scelta come punto di par- 
tenza per collocarvi 1 1. In altri termini, occorre che 1' 11 cada 
su una casella della diagonale ascendente, ossia che il 10 cada 
su una casella della diagonale superiore a quella uscendente, 
ecc. Per ottenere ciò basterà collocare il primo numero in una 
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parallela alla diagonale ascendente, il cui posto a partire da 
quest'ultima, sia precisamente quello della linea magica nel 
gruppo fondamentale. 

Alle linee e colonne di questo gruppo fondamentale si può 
far subire qualsiasi permutazione; tutte le disposizioni cosi 
ottenute potranno venir eonsiderate come altrettanti gruppi 
fondamentali sui quali si potrà operare come già si é veduto 
per il gruppo fondamentale naturale. Si avranno sempre dei 
quadrati magici, purché sia soddisfatta la condizione di collo- 
care sulla diagonale ascendente la linea magica o mediana 
del gruppo fondamentale considerato. 

Esempii. In seguito a diverse permutazioni siasi trasformato 
il gruppo fondamentale naturale in quest'altro. 


E 25 ШЕ | 2 | | ШЕ 25] 2 |13] 
з |5 100 ШЕЕ 14 | 40 
E napag mis [es [uo] 
ыш mg Е Т 
18 | 20 | 46 | 17 t9 | E 


Fig. 139. Fig. 140. 


Cominciamo col collocare su di una diagonale parallela, 
alia diagonale ascendente, la seconda riga 3, 5, 1, 2, 4; poi al 
disotto del 4 il 13 e successivamente 15, 11, 12, 14, della riga 
magica, sempre secondo la regola sopra stabilita; sotto al 14 
collocheremo poi l’8 della riga successiva, ecc. 

Si potranno cosi ottenere un grandissimo numero di qua- 
drati magici differenti, nei quali si potrà far occupare ad un 
dato numero, non appartenente alla riga magica, una casella 
determinata, purché non appartenente alla diagonale ascen- 
dente. Tali caselle sono in numero di n? — n ossia n (n — 1). 

Finora si é detto di collocare il primo numero della seconda 
riga del gruppo fondamentale, immediatamente al disotto del- 
l'ultimo numero della riga precedente; ma si puó invece col- 
locarlo 2, 3, ecc., fino a (n —2) caselle più in basso e proce- 
dere poi come al solito, pur ottenendo sempre dei quadrati 
magici, come nel seguente esempio, nel quale lo spostamento 

GuERI. — Matem. dilett, 17 
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è appunto di n — 2 = 3 caselle. In questo caso il quadrato otte- 
nuto presenta la particolarità di avere la diagonale discen- 
dente occupata dai nümeri della colunna mediana del gruppo 
fondamentale. Basterà scegliere la casella di partenza in modo 

tale che il numero centrale 
== = - i del gruppo fondamentale (13 
23) 6 |49| 275 nel nostro caso) corrisponda 
al centro del quadrato, 


10 МЕ 


13 |21109 


! SEN а 


TET 7 20 | 3 


Fig. 14. 


П quadro di modulo 3 è unico poiché è un quadrato limite, 
essendo nel suo caso (n — 2) — 1. 

Diamo alcuni esempii di quadrati magici del tipo finora stu- 
diato, cioè a disposizione obliqua, di modulo 7 e di diverso 
grado. 


6|32|9|42|19|45|22 | 1374150 4 |49 134/192 24 
и в alis 4| 5| | 18) 7 | 48 | 33 | 10 | 23 | 36 
14 | 40 т\з & |30 le ат ао 2139|21 
39 1600 | 26 | 2 | 29 эз | 45 | 30} 8 [25 | 4 E | 5 
15 | 48 Gi 2/350 | 38 зи ви | 199 3 | 
4 |24|4 84/11/97 I 14 | 27 |до |17 2 | з [32 
23 | 7 |33 | 10 | 36 | 20 | 46 26 | 38 | 16 | 4 [ав | 35 | 18 


Fig. 143. - Grado 2. Fig. 144, - Grado 3. 


Si otterrebbero ugualmente dei quadrati magici iscrivendo 
il primo numero della seconda riga del gruppo fondamentale, 
2, (n — 2) caselle più in alto anziché più in basso del- 
l’ultimo numero della prima riga ; lo stesso dicasi se invece di 
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collocare i successivi numeri da sinistra a destra venissero 
disposti da destra a sinistra (vedi fig. 146). 

Un quadro magico del tipo obliquo finora considerato, ec- 
cettuati quelli di grado (n — 2), si trasforma in un altro pure 


{8|47|8[и|2 135 |24 


45 | 11} 40) 1 | 34 | 23 | 21 
t4 | 38 | 4 133 | 22 | 30 | 44 
37 | 7 |31,|25 | 19 | 43 | 13 | 


6 [зо | 28 17 46 | 12 136 | 


29 | 27 | 16 | 49 | 10 f 389 | 5 


i 26 | 15 | 48| 9 42 з |32 


Fig. 145. - Grado (n —2)—5. 


magico dello stesso tipo, se si trasportano un numero qualsiasi 
di linee della parte superiore-inferiore alla parte inferiore- 
superiore, a condizione di trasportare poi uno stesso numero 
di colonne da destra-sinistra a sinistra-destra del quadrato. 


athe 


25 | 18 y | ‹ |2 JEJES 
jp ——- 
3 |21 QUIET ca ejus 
эз | зо 13| 6 | 4 | 1246] 12 |15] 8 | 1 
"s |7 1 5 |3 НЕ 25 
hs] 8 | t2 7j |! FA ДЕ 
Fig. 146. Fig. 147. 


Cosi, per esempio, nel quadrato della fig. 146 trasportando 
al disotto le due righe superiori e poi a sinistra le due colonne 
di destra, si ottiene il quadrato magico della fig. 147. 

Si possono far subire altre numerose modificazioni ai qua- 
drati di questo tipo. Così, per esempio, abbiasi un quadrato 
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magico diviso in due parti secondo una diagonale; si trasporti 
il triangolo che forma la parte di destra facendolo scorrere 
secondo le sue colonne fino a collocarsi al disotto dell’ altro 
triangolo; si potrà formare un 
quadrato con le nuove colonne 


2 E i 11 ottenute, che non sarà più del 
| 24 | 19 | 42.140 tipo obliquo ma di quello che 
| | descriviamo nel paragrafo ве- 

20] 18) 6 | 4 guente. 

is | Tao li ЗЕЗЕ 5 |17 

Ст . I " а. 
АД ЫК? 3|2:)| 7 | 4| 
areata 

PE ERE 92 | 14 | 1| 48 | 10 

poor pito t6 | 8 |25/12] 4 
б á ТТ ИЄ ВРЕ] 
| | 23 ; 

Fig. 148. |L" Fig. 149. 


Quadrati magici del tipo a salto di cavallo. 


In questo tipo di quadrati magici la disposizione dei numeri 
d’una stessa riga di un gruppo fondamentale viene fatta in 
modo che per andare dall’uno al successivo si debba seguire 
lo spostamento del cavallo nel 
gioco degli scacchi; cioè, la 
| diagonale d’un rettangolo di 
| A due caselle in un senso e tre 
c nell’ altro; nenonché nel no- 
stro caso la diagonale da se- 
guire sarebbe soltanto una di 
B ; quelle d’un rettangolo di due 
caselle nel senso orizzontale 
Em e tre nel senso a questo per- 
pendicolare come vedesi nella 
fig. 150. 

—|-—|—i—4 Indicando con «æ lo sposta- 
mento di una casella in senso 
Fig. 150, orizzontale e con 2y quello 
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di due caselle nel senso verticale (semplici notazioni di posi- 
zione) potremo indicare con (2 + 2y) le coordinate d'un nu- 
mero qualunque rispetto a quello che lo precede mentre 
3 (ж + 2y) indicherà la posizione d'un numero rispetto a quello 
che lo precede di due posti; cosicchè (kæ -+ py) indicherà, 
in generale, che per passare da un certo numero ad un certo 
altro, occorrono k spostamenti d'una casella nel senso orizzon- 
lale e p nel senso verticale. Converremo di assuniere come 
origine delle coordinate la casella d'angolo a sinistra, in basso. 

Quanto ai coefficienti di æ ed y essi non potranno avere che 
valori intieri inferiori ad (n — 1). 

Per costruire un quadrato magico con questa regola si co- 
mincia col collocare il primo numero della prima riga d'un 
gruppo fondamentale, in una casella qualunque; si colloca il 
successivo a salto di cavallo nel modo indicato e verso destra 
in alto. Quando tale salto conduce ad una casella esterna al 
quadrato in costruzione, si 


Quanto all’ordine delle ri- | 
ghe e colonne del gruppo | 6 | зз аз | i 18/38) 6 46 
fondamentale esso puó es- | 
sere qualunque, e i! primo | 24 | 4 2 | 1929) 46 | 14 | 24 
numero si può collocarlo in |} | 
una casella qualsiasi, senza || 32 | 49 | 10 | 27 37 5 | 15] 32 
restrizione. mes | |: 

Se in un quadrato magico Ln 
del tipo a salto di cavallo 1519 [06136 4 |31| 34 


eolloca il numero nella ca- : TE 35 45 : 

sella di uguale posizione nel El | E ET 

quadrato in costruzione, co- : 19:926; i 4 20; 31! 48 

me già si è veduto per i qua- ===, і ай 

drati obliqui, | 7 |47 |34 |34 | 12 | 22 | 39 | 7 { 
Ecco un esempio (fig. 151). "NES | 2 3 |[о|зо | 


si opera una permutazione : |o cat EPI E 
circolare delle righe e delle sea: i 
colonne, il quadrato non 

viene alterato nella sua та- Fig. 151. 


gicità, neppure nelle diago- 
nali; e questo carattere è proprio dei quadrati cosidetti dia- 
bolici. Così, per esempio, dal quadrato fig. 151 si deduce quello 
fig. 152 per il semplice spostamento della prima colonna da 
sinistra a destra. 

Il salto di cavallo si può anche farlo secondo la diagonale d'un 
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rettangolo di 1 per 4, ! per 5, · · · · 1 per (n — 2) caselle, cioe in 
modo che i numeri abbiano successivamente queste ordinate 
tæ +3y) (2 +40) -- [æ 4- (n — 2) y]. Anche questi quadrati 
così ottenuti, salvo quelli del grado (n — 2), riescono diabolici 
ossia possono subire permutazioni circolari qualsiasi di righe o 
di colonne, restando magici. (V. figure 154-155-156-157-158-150). 

Anche qui, come si è già osservato nei quadrati del tipo 
obliquo, il quadrato della serie limite (n — 2) offre la partico- 
larità di avere una diagonale costituita dalla colonna magica 
del gruppo fondamentale. 


17 |а ааа ози т | 2 4 3 ро Еа кои 

25 | 4 |з | зо | 30 47 1.8 TENT 21) 18 | 19 | 20 | 15 
33|43 t 28 38 | 6 16 37 38 | а |39 | 40 | 40/36 
АІ | 2 |19129 | 46 | t& 24 | 30 | 3t | 35 | 32 | 33 | 34 | 20 
КП 27 |eav | s |M5 [32 | и| 45 | 49 | 45 | 47 ав аз 
1 яв | з5 зв аз 23 | 40 23241328 25 | 26 27|22 
о [96 зв 4 |ala 48 | 9 |140| кри | 12 | 3 | 8 


Fig. 152. Fig. 153. 


Nella fig. 156 abbiamo un quadrato di tal genere cioè di modulo 
7 ad n – 2 = 5 passi, derivante dal gruppo fondamentale della 
fig. ^53 nel quale la colonna magica è la quarta (somma 175). 

La fig. 155 rappresenta un altro quadrato della stessa natura, 
come pure fig. f56 e 157, con modulo 5. 

La fig. 158 rappresenta un quadrato di modulo 7 con passo 3, 
e la fig. 159 un quadrato pure di modulo 7 con passo 4. 

Si possono poi ottenere altre varietà di quadrati scrivendo il 
primo numero di una nuova riga del zruppo fondamentale non 
immediatamente al disotto dell'ultimo numero della riga pre- 
cedente, ma 2, 3, - * - - caselle più basso. In questi quadrati la 
somma del passo a del grado non eccede n —1; quando tale 
somma è uguale ad n — 1, i numeri della colonna magica де! 
gruppo devono occupare la diagonale discendente del quadrato. 
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La fig. 160 offre un esempio di tali quadrati limiti, Altre serie 
di quadrati magici si possono ottenere collocando il primo nu- 
inero d'una riga del gruppo fondamentale, non al disotto op- 


Fig. 160. - Quadrato limite. 


pure al disopra dell'ultimo della riga antecedente, ina bensi 1, 2, 
3,***- * posti a destra o a sinistra di esso. La fig. 161 fornisce 
un esenipio d'un quadrato di modulo 7 nel quale tale sposta- 


Fig. 161. Fig. 162. 


mento è di 3 caselle (3 2) e il passo 2, mentre nella fig. 162 
abbiamo un quadrato magico di grado 1 e di passo (22 +34). 
La fig. 163 rappresenta un quadrato di spostamento 2 e di 
passo (2 + 2y). 
Il quadrato delia fig. 164, di modulo 7, corrisponde pure allo 
spostamento 2 е al passo (2 + 2y). 
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Consideriamo il gruppo fondamentale, per esempio del mo- 
dulo n= 5, ripetuto riga per riga e colonna per colonna nel 
piano un certo numero di 
volte (fig. 165). Se passiamo [az зо | 45/2804 |29 | 12] 
da un numero X ad un | 

732] 8 | 40 16 | 48 24 


l1 | 36 


35| 1 [33 | 9 | 4t [47 | 49 


Fig. 163. Fig. 164. 


altro qualunque avremo determinata una direzione seguendo 
la quale dovremo incontrare, sempre nel medesimo ordine, 
cinque dei numeri del gruppo ripetuti indefinitamente. Par- 
tendo dal medesimo numero X possiamo seguire nello stesso 
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modo un’altra direzione qualunque, e tanto in un caso come 
nell'altro i cinque numeri avranno somma magica. Partendo 
poi dal secondo numero della prima direzione, per esempio, e 
seguendo una parallela alla seconda direzione troveremo una 


AERE 
ТАЛ КЕЕ рз ШЕ [Ж жЕ 


= 
ui 
оо 


| 12 SIR It a 14 en 12 | 13 | 14 | 15 


Fig. 166. 


altra serie magica di 5 numeri e cosi via formando un qua- 
drato magico, come si vede nella fig. 166. La regola é generale 
qualunque sia il modulo z, ma fanno eccezione le due direzioni 
parallele alle righe e alle colonne del gruppo fondamentale, 
cioè parallele alle direzioni principali di esso, 

Ricordando le notazioni precedentemente adottate si po- 
tranno definire le righe e le colonne del quadrato così otte- 
nuto, con : 

@=?га+{ 1 =g ty 
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La diagonale ascendente sarà: 
2+8 =32 +37 
е quella discendente : 
2— ё = 2 — y 


esse pure magiche perché non paral- 

lele alle direzioni principali del gruppo. 
Il quadrato è dunque magico e il suo 

spostamento è 4% + 3,8 e il suo grado Fig. 167. 

24 + 28. La sua diagonale ascendente 

è costituita dai numeri della diagonale ascendente del gruppo 

presi 3 a 3. L'esatta soluzione del problema dipende dalla scelta 

giudiziosa dei parametri delle due equazioni fondamentali. 
In generale, perchè due equazioni del genere : 


2= аа +4 by e В= аа + by 


possano dare un quadrato magico occorre che il determinante 
(ab' — ba!) dei loro parametri sia primo col modulo n del 
gruppo prescelto. Tali due equazioni permettono di risolvere 
numerosi problemi relativi ai quadrati magici, dei quali ecco 
alcuni esempii: 

a) Determinare 1а casella che un dato numero del gruppo 
fondamentale naturale occuperà nel quadrato. 

b) Quale è la posizione, nel gruppo, di un numero che nel 
quadrato occupa un posto noto? 

c) Determinare ii grado del quadrato conoscendo le due 
direzioni che lo determinano. 

d)Dato un tipo di quadrato regolare, determinare i pa- 
rametri delle due direzioni principali che corrispondono a 
tale tipo. 

Ecco ora qualche altro esempio. li quadrato (fg. 168) è de- 
dotto dal gruppo naturale nel quale la riga magica venne tra- 
sportata in prima fila, e il quadrato fig. 169 venne dedotto dal 
gruppo fondamentale naturale nel quale le prime cinque righe 
vennero trasportate in basso. 

Facciamo ora seguire alcuni esempii di quadrati a salto di 
cavallo (fig. 171-172-173-174-175) dedotti dal gruppo naturale, nei 
quali Р unità è stata posta nella casella d'origine, eccetto pei 
quadrati limite. 
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Fig. 168. | 61 1 80 | 33 | t18| 71 | 13 | 109| 51 | 4 1 89 | 42 


Quadrato obliquo di Modulo 11 - Grado 8 - Costante 671. 


116] 45 | 106 | 35 66 
55 [105] 34 | 95 us 
104 | 43 | 94 | 23 54 
43 [оз | 33 | вз. 103 
92 | 32 | 82 | 22 m 
зі в осо 91 
80 | 20 | 70 | 10 30 
19 | 69 | 9 |59 79 
68 | 8 |58 [110 18 
7 | ьт | ив 87 
Fig. t69. £6 417] 46 | 107 n 


Quadrato obliquo di Modulo 11 - Grado 9— 52 —2 - Costante 671. 
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113| 31 | 144. 75 | 6 |119) 50 | 163 94 | 25 138| 56 | 01 


30 |156| 74 5 |118| 49 | 162, 93 | 24 137 | 55 | 90 |112 
155| 73 | 4 |130) 48 |161 92 | 23 |136| 54 | 89 МІ 29 
72 | 3 129, 47 | 160, 104| 22 .135| 53 | 88 |110, 28 |154 


| 2 |428| 46 |159| 103 21 | 134 65 


| й 
62 | 84 |106 | 37 [150 68 | 12 125 | 43 


ES 
2 
© 
5 
- 
© 
5 


99 | 17 |143| 61 : 83 | 105, 36 [149] 67 | 11 | 124, 42 | 168 


16 |142| 60 | 82 1117, 35 : 148 | 66 | 10 |123| 41 167 98 


- | 
14, 59 | 81 (116 34 |147 78 9 |122 40 | 166 97115 


—| 


58 | во 115/33 146 77 | 8 [120 | 52 | 165 | 96 | 14 | 140 


7 120| 51 |164 95 | 26 | 139| 57 


79 414 | 32 | 145 | 76 


Fig. 170. — Quadrato obliquo di Modulo 13 
Grado 5 - Costante 1105. 


Fig. 171. — Salto di 4 passi Fig. 172. — Salto di 3 passi 
Grado 2 Grado 3 
Modulo 7 - Costante 175 


Wwww.rcin.org.pl 


Fig. 173. — Modulo 41 


Fig. 174. — Salto di 4 passi - Grado 5, 
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Fig. 175. — Salto di 6 passi - Grado 4. 


Nota. — Il seguente quadrato magico, di modulo 5, con la co- 
stante 65, di B. Portier, non risulta costrutto con alcuna delle 
regole indicate e non dipende né da ùn diabolico né da un 
«(quadrato a cintura, 


| з |s3|25| 0 | 4 

|s јав о (эр 9 
19 | 5 | за т 
ав 117 10 [48] 


[jsi 3 j2 


Vig. 170, 


Quadrati magici dispari a moduli non primi. 


Dato un gruppo fondamentale di modulo dispari composto, 
una linea qualsiasi, inclinata sui due assi di tal gruppo non 
incontrerà sempre n numeri diversi. 
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Se i parametri а e b d'una direzione 2 = а 2 4 b sono primi 
col modulo n del gruppo, tale direzione passa per л punti di- 
stinti appartenenti ciascuno a linee e colonne differenti, e sarà 
magica. 

Se uno solo dei parametri, a per esempio, é primo con n e 
l’altro no, le ordinate dei varii numeri incontrati dalla dire- 
zione considerata non sono tutte differenti, ma le loro ascisse 
lo saranno, dimodoché questa direzione passa pure per n punti 
diversi; ma non si puó affermare che sarà magica; infatti 
alcune soltanto delle linee che essa determina offriranno la 
magia voluta. 

Nel caso in cui a e b abbiamo un fattore comune = col mo- 
dulo n, ossia se n —:p la direzione a2 + бу non incontrerà 
più che p punti diversi, in modo che la formazione del qua- 
drato magico con tale direzione diviene impossibile. 

Condizione essenziale per la possibilità del quadrato si ё che 
il determinante (a b' — b a’) delle due direzioni principali sia di- 
verso da zero (se fosse nullo, le due direzioni non sarebbero 
distinte) e primo col modulo. È inoltre necessario che in ogni 
una delle due equazioni, i due parametri non siano nello stesso 
tempo non primi col modulo. 

Non sempre peró queste condizioni sono sufflcienti. 

In generale, se i quattro parametri, come pure il loro deter- 
minante, sono primi col modulo, si ottengono quadrati a linee 
e colonne magiche, nei quali però non è assicurata la magi- 
cità delle diagonali. Occorre che le due equazioni forniscano 
pure delle diagonali magiche ; ora spesso avviene che le quan- 
Ша z-F£ e 8— che le determinano abbiamo uno dei loro 
parametri non primi col modulo, il che, conie si é veduto, puó 
alterarne la magia. 

Abbiasi, ad es., il gruppo naturale di modulo 9; la somma 
magica è 369. Siano: 


z=— 2 +20 З= 2—0 


le equazioni delle due direzioni principali scelte per la costru- 
zione del quadrata; i loro parametri ed il loro determinante 
sono primi col modulo. Ma si ha pure : 


®+Ёж=ү е B—z=2g— 3y 


quindi la diagonale montante sarà costituita da una colonna 
del gruppo, necessariamente la mediana, poichè è la sola me- 
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gica. La diagonale discendente che è funzione del parametro 3, 
varia secondo il numero che viene posto all’origine del qua- 
drato. 

Solamente i numeri 5, 32 e 59 (distanziati di tre in tre) rendono 
magica la diagonale considerata. Così la direzione (22 — 3y} 
non è magica che per alcune delle sue linee. 

Passiamo ad un’altro esempio con: 


z=-L+2yY = 50 — 2y 


Il determinante ab'— фа! = —8 ossia uguale all’unità, po- 
tendosi aggiungere un multiplo qualunque del modulo, senza 
alterare le quantità. Le due diagonali saranno deflnite da: 


2+8=2 е pB—_a=64 – 4Y 


Qui la diagonale ascendente é costituita dai numeri della 
linea magica del gruppo, presi con un intervallo di 4. Di tale 
linea i soli numeri 37, 40 e 43 posti all'origine del quadrato as- 
sicurano la magia della diagonale discendente. 

Non occorre più ricorrere a tali restrizioni quando si faccia 
subire al gruppo fondamentale una conveniente trasformazione. 
In tal caso, alla sola condizione che il determinante dei para- 
metri sia primo col modulo, le equazioni di due direzioni qua- 
lunque inclinate sugli assi del gruppo e passanti ciascuna per 
n punti differenti, doranno dei quadrati magici, Si dovrà veri- 
flcare che le diagonali pure passino per n punti differenti, per 
il che è sufficiente che i due parametri delle loro direzioni 
non siano nello stesso tempo non primi col modulo, come già 
si è veduto, Così è del gruppo seguente: 


64 « 65. 66 - 08 - 69 · 67 - 72 . 70 · 71 
55 e 56 • 57 • 59 - 60 · 58 - (3 - ВІ. 62 
78 - 74. 75. 77 · 78 . 76 - 81 - 79 · 80 
28 . 29 - 30 · 32 · 33 - 31 - 36 . 34 - 35 
46 - 47 + 48 - 50. 51 - 49 . 54 - 52 - 53 
37 . 38. 39 - 41 - 42 . 40. 45 - 43 + 44 
19.20.21. 23 . 24 - 22 . 27 » 25 . 26 
40 > il + 12 * 14 - 05 + 18 - 18 - 16 - 17 
mor RT ОТО 2199 «7098 


Fig. 177. 


(Hera, — Matem, dilett. 14 
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Applicando ad esso le equazioni: 
«-—8m4y &-—5m---2y 
per le quali si ha: 
abi — фа! = tl 
si troverà che le equazioni delle diagonali sono : 
2+2=2 +30 &— = —- 382-0 =62--у 


e si ottiene questo quadrato magico: 


Fig. 178. 


che ha il passo z-+- 48 e il grado 3% — 9. Se ne possono per- 
mutare circolarmente le linee e le colonne senza alterarne la 
magia. Le medesime equazioni non danno quadrati col gruppo 
naturale se non a condizione di porre nella casella d'origine 
i numeri 10, 37, 64 - 13, 40, 67 - 16, 43, 70. i 

Ecco ancora alcuni esempi di quadrati dedotti dal gruppo 
fondamentale sopra indicato. 
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1.° Quadrato di cavallo, semplice: 
z=30 +24 B= 80 + 8р 


114234, 56 em 47 | 78 | 70| 


ЕЛҮ: ПЕ ПЕ 8 
— | 


5 |27 |46 |77 |72 |40 


15 | 43 | 29 | 60| 7 |20 


| 
EJ юз |2 

Ur 

a | 


Fig. 179. 


2.» Quadrato di cavallo di grado 1 e di passo z +48: 
a=50+4Y В= 82 +80 
n+ Вв = +2 + 30у В — 2 = 30 $ 4y 
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2.° Il quadrato di cavallo di passo z + 78, è l'ultimo della 
serie. Non si può collocare un numero qualsiasi del gruppo in 
una casella ad arbitrio. Dovendo la colonna magica occupare 
la diagonale discendente, rimane limitato il numero delle ca- 
selle nelle quali si può collorare il primo numero per costi- 
tuire il quadrato magico. Il quadrato seguente è ottenuto di- 
sponendo il numero 68, appartenente alla colonna magica, nella 
casella superiore di sinistra. 


68 | 75 [47 19 | 


oo 


61 | 36 40 15 
6 |59] зо 38 | t0 | zt | 79 | 54] 22 


81|49 24 


Fig. 181. 


In tutti i quadrati di cavallo, le colonne sono costituite dai 
medesimi numeri disposti nello stesso ordine. Le equazioni cor- 
rispondenti a quest'ultimo quadrato sono : 


a=80+74Y B=8g + 8y 


La diagonale discendente 2 — х = y è dunque appunto costi- 
tuita dalla colonna magica del gruppo. 

Questo gruppo trasformato fornirebbe ugualmente dei qua- 
drati di tipo obliquo, di diversi gradi. Se ne possono pure de- 
durre, come per i moduli primi, dei quadrati di cavallo d’ordine 
e di grado della forma (le «-- т 8). Così il seguente quadrato 
magico ha il passo (z-|- 4) e il grado (34 — 8). i.e equazioni 
corrispondenti sono: 

2=82 + у Ё = 52 + ?у 
da cui: 
z+3=404b 3y a-z=-304+4y=5£ by 
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Benché il numero dei quadrati che si possono dedurre da un 
gruppo trasformato sia assai grande, non si possono però ot- 
tenere tutti i tipi che possono fornire i gruppi di moduli primi. 
L'ostacolo sta nella natura stessa del modulo. Non si potrà mai 
costruire un quadrato il cui grado non sia primo col modulo. 


60 | 68 |н 19 44| 52 | 36 | 76 


3579 69 |67] 6 14 21|38|46 


47|28 80 | 6L) 72 | 4 | 15 | 23 39 


32 | 42 | 50 | 30 | 74 55 | 74 7| 


| 
1025] 45| 49 | 33 | 72 | 57 | 65 


Fig. 182. 


Metodo Arnoux. — Sia un modulo n = rs е supponiamo r 
ed s primi. Si comincia col formare due quadrati di moduli 
ed 8; poi si sostituisce ognuno dei numeri di uno di tali qua- 


Fig. 183. 
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drati, quello di modulo r, ad esempio, col suo prodotto per s? 
operazione che non altererà evidentemente punto la magia 
del quadrato. Si sostituirà quindi al numero contenuto in cia- 
scuna delle caselle di questo nuovo quadrato la somma di 
questo numero con ciascuno dei numeri del quadrato di mo- 


180 | 173/193 | 198 | t91 || 3L | 36 | 29 


97 |174 | 176 | 178 192 194 | 196-30 | 32 | 34 
96 ШЕ 177 197 | 190|195|| 35 | 28 | 33 


9 | 2|85]90|83/103]108|t01 
205/3 | 5| 7 || 8 | 86 | 88 | 102 | 104 | 106 
204| 8 | t | 6 | во | 82 | 87 |107 | 100 | 105 


117 | 410 |f 139 144 | 137 230 | 325 | 218 


4 | a 
1443 | 115 || 138 | 140 | 142/219 | 221 | 223 


78 |116 | 109 | 114 |; 143, 136 | 141 ||224 217 |222 
і = 


146 (211 | 216/209) 22 | 27 | 20 | 49 | 54 | 47 


38 | 58 | 63 | 96 121 126 | 119, 157 | 162 155 


аз || 57 | 5» | 6t | i20 | 122 | 124 | 156 | 158 | 160 


62 | 55 | 60 |125 118 


Fig. 184. 


dulo s già costrutto. Con tule operazione ciascuna delle caselle 
del quadrato magico di modulo r conterrà s* numeri, Questo 
quadrato ne avrà dunque 7? з? e sarà magico. 

Esso risulterà formato dai numeri della serie naturale, il cui 
primo termine sarebbe (1 + 5?) ; basterà dunque dedurre s? da 
ciascuno di tali numeri per avere un quadrato costituito dai 
n? = pr? s? primi numeri naturali. 


Www.rcin.org.pl 


— 279 — 


ll metodo è applicabile ad un modulo composto di numeri 
primi qualunque. 

Una volta costrutto un quadrato di modulo n = гз si co- 
struirà, applicando la stessa regola, il quadrato di modulo r s £ 
e così di seguito per un maggior numero di fattori. Diamo esem- 
pio di due quadrati di moduli 9 e 15 costrutti con tale metodo. 

Il primo (fig. 183) è costituito di due quadrati identici, di mo- 
dulo 3, e il secondo (fig. 184) per mezzo dello stesso quadrato 
di 3 e dun quadrato di cavallo, di modulo 5, di passo 3. 

Altro metodo. — Consideriamo ad esempio un modulo n — 3C 
per poter applicare il metodo basta saper costrurre un qua- 
drato di modulo C. 

Si dispongono le linee e le colonne del gruppo naturale in 
tre serie, senza modificarne l'ordine. Il gruppo si trovera così 
diviso in nove compartimenti contenenti ciascuno C linee e C 
colonne. Ognuno di essi costituisce un gruppo fondamentale 
di modulo C che può dare origine a numerosi quadrati. Le co- 
stanti di questi nove gruppi sono in progressione aritmetica 
in linea e in colonna, di ragione però diversa. Tali costanti 
formano dunque pure un gruppo fondamentale di modulo 3. 
Si costruisce un quadrato magico dedotto da quest’ ultimo 
gruppo e si sostituisce poi il numero che occupa le sue singole 
caselle, con uno dei quadrati magici aventi tale numero come 
costante. Il quadrato magico di modulo 3C sarà così costituito. 

Applicando la regola ai gruppi naturali di moduli 9, 15 e 21, 
troviamo che il primo di tali gruppi diviso in nove comparti- 
menti dà, con le costanti relative a ciascuno di essi, il gruppo 
fondamentale ausiliario : 


33 42 51 
114 113 132 
195 204 213 


dal quale si deduce, con la regola già nota, il quadrato magico 
seguente, la cui costante è 369. 
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Sostituendo ciascuno dei termini di questo quadrato con un 
quadrato magico dedotto dal gruppo corrispondente, si otterrà 
un quadrato magico di modulo 9. 

Il gruppo di modulo 15, diviso in nove compartimenti costi- 
tuiti ciascuno da 25 numeri, darà con le costanti di ciascuno 
di essi il gruppo fondamentale : 


165 190 215 


540 565 590 
915 940 965 


540 | 215 | 940 


Fig. 186. 


Si sostituirà ciascuno dei termini con uno dei numerosi qua- 
drati di modulo 5 che si è veduto come si possono costruire. 
Cost, per il modulo 21, si avrà il gruppo fondamentale: 
469 518 567 
1498 1547 1596 
2527 2576 2625 


da cui si deduce il seguente quadrato: 


518 


2625 | 1547 | 469 


| 


1498 | 567 | 2576 
Fig. 187. | 
E si sostituirà ciascuno dei termini con uno dei quadrati di 
modulo 7 ricavati dal gruppo corrispondente. È facile esten- 
dere questo metodo al caso di moduli composti d’un numero 
qualsiasi di fattori. 
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Quadrato magico di lato tre. 


1 primi nove numeri si possono disporre in quadrato magico 
in una sola maniera (fig. 188), che però si può ripetere in otto ca- 
rietà per così dire, quando si vogliano considerare come dilfe- 
renti i quadrati, effettivamente uguali, che differiscono da quello 
indicato solo per avergli fatto subire ro- 
tazioni di 90, 180 o 270° nel senso delle sfere 
dell’ orologio (fig. 189 a 195) o per avere 
seguito un ordine inverso nella distribu- 
zione dei numeri, che dà però quadrati 
identici a quello della fig. 188. L'identi- 
cità consiste in ciò che le somme costanti 
sono sempre ottenute coi gruppi 1, 5,9 - 
2 б,7 - 3,4,8 - 2,4,9 = 3,5, 7 - 1,6,8 pa- 
rallelamente ai lati del quadrato e 2,5,8 Е 
- 4, 5, 6 diagonalmente ; dovendosi con- Fig. 188. 
siderare come quadrati magici effettiva- 
mente differenti quelli sui quali la magità è ottenuta con 
aggruppamenti di numeri varii dall’uno all’altro. 


Fig. 189 a 195 
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Metodi di De la Loubère 
per quadrati magici d’ordine dispari. 


Questo metodo è assai semplice. Si comincia col collocare il 
primo numero nella casella media della prima riga seguendo 
poi la diagonale fino al 5, Il 2 e il 3 che restano compresi nel 
quadrato ausiliario A si riportano nelle caselle della stessa 
situazione nel quadrato principale, come pure il 4 e il 5 che 


Fig. 196. 


si trovano nell’altro quadrato ausiliario B. Poscia nel quadrato 
principale si comincia la seconda serie di cinque numeri col- 
locando il 6 immediatamente al disotto del 5 e seguendo poi 
un andamento diagonale con successive trasposizioni, come si 
è detto sopra. Si collocherà 1 11 al disotto del 10, ecc. 

Se si cominciasse collocando il primo numero in una casella 
qualunque si avrebbero dei quadrati magici per righe e per 
colonne, ma non sempre per diagonali. 

La figura seguente dà la spiegazione della magicità della di- 
sposizione ottenuta col metodo De la Loubère. 
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Possiamo osservare che in questa figura si possono far su- 
bire ai simboli 1, 2, 3, 4 e 5 un numero 1-2-3-4-5—=120 di 
permutazioni diverse, e ai simboli 0, 5, 10, 15 e 20 se ne possono 


15 42 20+ 4 0+1 543 10 4- 5 


20-F3 | 045 542 10 + 4 1541 


Fig. 197. 


far subire 1.2.3. 4.5=24; sicchè combinando le prime 120 
permutazioni con queste altre si avranno in tutto 120 >< 24 = 2880 
quadrati magici, dei quali però 720 soltanto sono veramente 
distinti. 


Quadrati magici pari. 


in un quadrato di 16 caselle disponiamo nel loro ordine na- 
turale i 16 primi пиптегі (fig. 198). Lasciando poi al loro posto i 
numeri delle diagonali, permutiamo fra loro gli altri otto nel 
modo indicato nella fig. 199. Il quadrato ottenuto sarà magico. 


Fig, 198. Fig. 199. Fig. 200. 
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Metodo generale di De la Hire. — Per maggior chiarezza 
applichiamo subito ii metodo al quadrato di modulo 6. Si co- 
struiscono due quadrati ausiliarii, il primo coi numeri dall’ 1 
al 6 secondo queste regole : 

1.» Nelle caselle della diagonale principale si scrivono i nu- 
meri 1, 2, 3, 4, 5 e 6 in modo clie i numeri complementari siano 
in caselle complementari, cioè nell’ ordine naturale oppure in 
quest? altro: 2, 6, 3, 4, 4, 5. 


Fig. 202. Fig. 203. 


2.» Ciascuno di tali numeri viene ripetuto nella casella as- 
sociata verticalmente ossia, nella casella che nella medesima 
colonna occupa un posto dello stesso ordine a partire dalla 
periferia. 

3.» Nelle caselle libere della prima «colonna si iscrivono una 
volta lo stesso numero già scritto in due caselle e tre volte il 
numero complementare (p. es., nei nostro caso, si scrive 1 e 6) 
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senza imporsi un ordine, ma in modo da soddisfare alla con- 
dizione espressa nel N. 3 delle regole sotto indicate. 

49» I numeri complementari di quelli della prima colonna 
vengono riprodotti nelle caselle associate orizzontalmente con 
quelle della prima colonna. 

5. Le caselle libere della seconda e terza colonna sono 
riempite secondo la stessa regola seguita per la prima colonna 
e nelle caselle associate orizzontalmente a quelle di queste due 
colonne si iscrivono i numeri complementari. Il quadrato cosi 
costituito è necessariamente magico secondo le righe, le co- 
lonne e le diagonali. 

Ecco le regole per costruire il secondo quadrato ausiliario : 

1. Nelle caselle della diagonale di sinistra si iscrivono i 
numeri 0, 6, 12, 18, 24 e 30 disponendoli in modo che due ca- 
selle complementari contengano numeri complementari. 

2.° Le caselle associate orizzontalmente con quelle della 
diagonale vengono occupate dai medesimi numeri che occu- 
pano quelle della diagonale. 

3.» Le caselle libere della prima riga vengono riempite col 
numero già scritto due volte nella medesima riga o col suo 
complementare (p. es., nel caso nostro con 10 o con 30). Si puó 
seguire un ordine di iscrizione qualsiasi, imponendosi peró due 
condizioni : 

a) la riga deve contenere tre volte ciascun numero; 

b) se una casella della prima riga del primo quadrato au- 
siliario e la casella associata verticalmente, contengono numeri 
complementari, la casella corrispondente della prima riga del 
secondo quadrato ausiliario e la casella associata orizzontal- 
mente debbono contenere lo stesso numero. 

4. Nelle caselle associate verticalmente con quelle della 
prima riga si iscrivono i numeri complementari di quelli che 
figurano nella prima riga. 

5.» Le caselle libere nella seconda e terza riga si riempiono 
nella stessa maniera di quelle della prima riga e nelle caselle 
ad esse associate verticalmente si iscrivono i numeri comple- 
mentari. Anche questo secondo quadrato ausiliario riesce ma- 
gico per righe, colonne e diagonali come il primo. 

Resta però da dimostrare che la clausola addizionale di cui 
al N. 3 («u e b) può essere sempre soddisfatta. 

Quando si tratti d’un quadrato doppiamente pari non si ha 
bisogno d’iscrivere dei numeri complementari nelle caselle 
associate verticalmente del primo quadrato ausiliario, a meno 
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Che ciò non torni comodo; e, se ne vengono inserite, la loro 
presenza non impedisce di soddisfare alla condizione addi- 
zionale, 

Nel caso d’un quadrato semplicemente pari è impossibile 
soddisfare alla clausola restrittiva, se una riga qualsiasi del 
primo quadrato ausiliario ha tutte le sue caselle associate ver- 
ticalmente (eccezione fatta per i due quadrati della diagonale) 
occupate da numeri complementari. 

Per conseguenza, costruendo il primo quadrato ausiliario ed 
applicando la regola (3°), è necessario fare in modo che in cia- 
scuna riga, una casella almeno, non comune con la diagonale, 
abbia la propria casella associata verticalmente occupata dallo 
stesso suo numero. Tale condizione può sempre esser soddisfatta 
se si ha n — 2. 

Ecco ora il modo di costruire il quadrato magico. In ciascuna 
sua casella si iscrive la somma dei numeri scritti nelle caselle 
corrispondenti dei quadrati ausiliarii, come vedesi neila fig. 203. 

Altre regole si possono seguire per ottenere quadrati magici 
di modulo pari, ma non crediamo di dovere qui insistere di 
più sull’ argomento. 


до | 1» | 88 | 14 | 86 | S5 117 | 88 | 19 4 

! f » и — 

[9 79 | 28 iria i 74138122 | 71 
| 68 | 34 | 60 | 65 з7 | зз | 62 | 40 


| 


Si 
= 
со 
a 
Dou > 
oo 
~ 
| 
eo 
> 


| | 29 |73] 27 | 7 
20 | |18 | s4 | t5 |16 | 87 |13 | 89 в 
91| 9 Г 4 | 619577 1-98 | 2 100 


Fig. 204. — Quadrato magico di Modulo 10. 
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Il quadrato magico della Villa Albani a Roma, 


LECTOR SI DOCTUS ADMIRATOR SI IGNARUS SCITO 
QUADRATUS HIC MATHEMATICE CONSTRUCTUS 
AB UNO USQUE AD OCTOGIN'TA UNUM 3321 UNITATES 
INCLUDIT QUAELIBET IPSIUS COLUMN/E TAM IN LINEA 
PLANA QUAM IN RECTA ET TRASVERSALI ÜNITATES 
369 QUE DUCT4E PER NOVEM CASDEM 3321 UNITATES 


RESTITUUNT ET APPELLATUR MAXIMUS QUIA MAXIMAM 


POSSIDET EX TENSIONEM VALE 
CAETANUS GILARDONUS ROMANUS PHILOTECNOS 


INVENTOR A. D. MDCCLXVI. 


58 29 | 34 63 | 49 74 
| ! 76 | 80 


33 
10 33 | 50 
| 45 | 60 | 28 | 
| Sues 

| 2 | 48 17 


27718 | 5 


EI, 


62 | 37 | 44 | 


M ( 


Fig. 205. 
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Diversi modi di generazione d'uno stesso 


quadrato magico. 


Ciò che caratterizza un quadrato magico e l'ordtinamento 
adottato per la serie dei numeri che lo costituiscono, Così, ad 
esempio, il quadrato seguente a ordinamento obliquo, dedotto 
dal gruppo fondamentale naturale nel quale la linea magica è 
stata trasportata al primo posto è di grado 34 —3 2. 

Questo quadrato si può anche 
z —— | considerarlo come di grado 4 se 
45 | 41| 30119] 8 | 4 28 | si prendono le linee del gruppo 


| | endo 
| ЕЕЕ Ле n 


= | 22, 15, 43, 9, 36, 1) 29; 
35 17 МЗ | 2 


| La variazione del grado di- 
16 | 12 1 (25 49, 98 | 84 pende, come é evidente, dalla 
| modificazione della disposizio- 
NEUE I IEEE RE ne delle linee del gruppo natu- 
6 123|]47 | 36 | 32 | 21 | 10 rale. Analoghe osservazioni si 
possono fare riguardo ai qua- 


#22 | 46 | 43 | 81 | 20] 9 | 5 drati con ordinamento a salto 
= = =~ di cavallo. 
Fig. 206. Cosi il quadrato della fig. 178 


(pag. 274) è a salto di 4 passi e 
di grado 7 per il gruppo nel quale le linee siano disposte in 
questo ordine : 
1, 46, 64, 37, 55, 19, 73, 10, 28 


e così via. 


Quadrati magici a scompartimenti. 


Diconsi а scompartimenti quei quadrati magici che si possono 
scomporre in un certo numero di quadrati essi pure magici. 

Proponiamoci p. es. di costruire il quadrato magico a scom- 
partimenti, di ottavo ordine. Dividiamo i numeri dall’1 al 64 in 
otto serie di otto numeri consecntivi ciascuna. Componiamo 4 
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quadrati di 4 ciascuno con due di tali serie che siano comple- 
mentari (sono complementari la 1* e 1° 8°, Та seconda e la 72 ecc.). 
Disponiamo poi i quattro quadrati nel modo indicato in figurn. 

In questo quadrato a scompartimenti si puó fare lo scambio 
di due dei quadrati parziali senza che esso cessi di essere 
magico. 


Ossercazioni. — Il quadrato magico di 6° ordine non si può 
scomporre in più quadrati magici. 

Il lato d'un quadrato magico a scompartimenti deve eviden- 
temente essere scomponibile in fattori, ossia non primo. 

Per costruire il quadrato del 9» ordine si possono scomporre 
i primi 81 numeri in 9 progressioni aritmetiche di 9 termini 
ciascuna e di ragione 9, cioé: 


41210719 -- 8-78 
242055. 74 


zt Ye 718:9. 27 б. » 81 


Coi termini di ciascuna progressione si forma un quadrato 
magico di 3? ordine; questi quadrati parziali avranno per somme 
magiche 111, 114, 117, 120, 123, 126, 129, 132, 135, che costituiscono 

GuknRsr. — Matem. dilett. 19 
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una progressione aritmetica; si potranno quindi disporre ma- 
gicamente queste somme come i quadrati di 3 corrispondenti. 
Si ottiene in tal modo il quadrato della fig. 208 nel quale non 
si possono però scambiare i quadrati parziali come nel qua- 
drato di 8° ordine. 


69 | 6 | 51 


| 
26 | 44 | 62 | 19 | 37 | 55 || 94 | 42 |60 
38 | 72 | 10 || 33 | 78 | 15 

пв6 13 | 48 |68 |5 ДЕ 7 |52 
ат зо този 59 25 43 61 
зо | 75 | r2 32 | тти | зе 79 | 16 


зі | 76 13 | 36 | в. | 18 29 | 74 | M 


Fig. 208. 


A zone. — Un'altra maniera di ottenere quadrati composti è 
dovuta a Frenicle e consiste nel cingere un quadrato magico 
con una fascia pure magica, cioè tale da costituire, insieme col 
quadrato che ricinge, un nuovo qua- 
drato magico, come vedesi nelle fl- 
gure 209 e 210. 

In questo modo si puó passare da un 
quadrato pari ad uno dispari e vice- 
versa. 

Volendo costruire con questo proce- 
dimento un quadrato magico conte- 
nente i primi n? numeri, partendo dal 
iL LL quadrato magico di (n — 2? numeri, il 

Fig. 209. procedimento piü semplice consiste nel 

riservare per le 4 (n — 1) caselle della 

fascia i 2 (n — 1) primi numeri delln serie naturale ed i 2 

(n — 1) ultimi numeri. Cosi, per л = 7, i numeri riservati per 
la fascia saranno dail' | al 12 e dal 38 al 49 inclusivamente. 
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La somma dei numeri compresi in ciascuna riga d'un qua- 
drato magico di modulo (n — 2) è i (n — 2) (п — 2} + 1], il 
termine medio essendo i [(n — 2)? + 1]. Così pure, il termine 
medio in un quadrato magico d'ordine n é + (n° | 1); la diffe- 


renza tra i due è 2 (n — 1). Cominciando dunque col costruire 


НЫ 46 
[is 47 


30 | 161 33 
mE 91 
37 |19 | 25 


|48 | ат | 29 


26 | 98 | 17 
ы | 2 |42 
Fig. 210, 


un quadrato magico qualunque di modulo (n — 2) e aggiungendo 
la quantità 2 (n — 1) a ciascuno dei numeri che vi si trovano 


iscritti, il termine medio del nuovo quadrato formato è -- (n° }-1). 


I numeri riservati alla fascia figurano per coppie n? ed 1, n? — 1 
e 2, n* — 2 e 3, ecc., in modo che la media di ciascuna coppia 


sia E (n? + 1) e si devono disporre in caselle opposte della 


fascia, procedendo per tentativi. 

Il metodo è dunque razionale rispetto al quadrato nucleo, ma 
è empirico rispetto alla fascia aggiunta. Applichiamolo alla 
costruzione di un quadrato di modulo 6. 

Cominciamo col disporre i 36 numeri in due file nelle quali 
si corrispondano i numeri complementari, cioè quelli la cui 
somma vale 37; avremo: 

43 $ 4-5 6 T 890 (( 2749 (4 15 16 17 8 
СБ 55 34 33 32 31 30 29 28 27 26/25 "94 23 22 94 20 19 
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Mediante otto qualunque dei numeri della prima fila ed i 
Joro complementari della riga inferiore formiamo un primo 
quadrato di 16 numeri (4° ordine) valendoci delle regole in pro- 
posito già esposte, prendendo i numeri 
secondo il loro ordine crescente di gran- 
dezza, per esempio: 


ИОНОВ 0 (o o o 9 
29.30.31 » 32 . 33 » 34 « 35 » 36 


in modo da ottenere la fig. 211. 
Prendendo questo quadrato come nu- 
cleo centrale di quello del 6° ordine da 
costruire si vede che, dovendo in questo 
essere la somma magica 111, rimarranno da collocare in cia- 
scuna riga, colonna e diagonale, due numeri la cui somma 
valga : 
111 — 74 = 37. 


I numeri da aggiungere saranno quindi coppie di numeri cor- 
rispondenti nelle due file indicate in principio. Scegliamone 
due qualunque, per es. 9 e 28, 10 
e 27 e collochiamoli ai quattro an- 
goli del quadrato in modo che i 
complementari formino diagonale. 

Ora nell’ ultima riga bisognerà 
15832 js э! collocare numeri la cui somma 
valga: 


| 111 = (27 + 28) = 56 


Fra i numeri (non complemen- 
tari) non ancora adoperati osser- 
viamo che: 


27 | 14 | 12 


Fig. 212. 11+ 12 + 44 + 19 = 56 


Dunque disponiamo comunque questi qualtro numeri nella 
ultima riga e nella prima, al posto corrispondenle, i loro 
complementari. 

Analogamente si vede che nella prima colonna mancnno 4 
numeri la cui somma deve valere: 


М1 — (9 + 27) = 75 
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Tra i numeri (non complementari) non adoperati troviamo: 
15 + t6 + 20 + 24 = 75 


quindi disponendoli nella prima colonna e iloro complementari 
al posto corrispondente nell’ ultima colonna, avremo il quadrato 
completo. 


Fig. 213. 


Con analogo procedimento si passerebbe dal quadrato del 6? 
a quelio di 8° ordine (fig. 213) e così successivamente. 

Per costruire il quadrato di 5° ordine si comincia col co- 
struirne nel modo indicato, uno di 3? ordine, dal quale si passa 
a quello di 5°; da questo si otterrebbe quello di 7? ecc. 


Fig. 214, 
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A Croce. — La figura seguente rappresenta un quadrato ma 
gico а eroce. Un quadrato magico а zone si può sempre tra- 
Sforniare in un quadrato a croce, nel seguente modo, 

Consideriamo il quadrato a zone, del 6° ordine ottenuto pre- 
cedentemente (fig. 212) e scomponiamo il suo quadrato interno, 


iel afa] a 
| 20 
| 25 | 26 | 9 
| 12 | 11 | 27 | 
EISE] Pt 
|33| 3 $15 
Fig. 215. 


di 16 caselle, in quattro quadrati uguali, disponendoli nel modo 
indicato nella flg. 215. Quanto agli altri numeri li collocheremo 
in modo che tanto le diagonali, come le righe e le colonne 
conservino gli stessi elementi come nel quadrato a zone. 


Serm ETNA?) 


SETS 


Fig. 216, 


A intelaiatura, — Se invece di disporre i numeri del qua- 
drato interno nel modo testé indicato, si dispongono come 
nella fig. 216 si ottiene un quadrato magico a riquadri; nella 
sua composizione occorrerà tener presenti le stesse norme so- 
pra indicate per quello a croce. 
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Quadrati doppiamente magici o satanici. 


и. — Con questo nome vengono designati quei quadrati magici 
che riescono ancora tali sostituendo, rispettivamente, a ciascun 
numero situato nelle loro caselle, lo stesso numero innalzato 
ad una certa potenza «. 

Così ad es. il quadrato magico di modulo 8 qui rappresentato, 
che ha per costante 260, è ancora magico sostituendo ai suoi 
numeri i rispettivi quadrati, ed ha allora per costante 11.180. 


5 | 35 | во | 57 |34| в | зо 
19 | 9 153 | 46 | 47 | 56 | 18 | 12 


BE 
È 37 |95 26 | 8 | н 50 


Fig. 217. 


П problema поп è possibile рег il quadrato di modulo 3 con 
numeri disuguali, come pure per quello di modulo 4 con sedici 
numeri consecutivi. 

Così, ad es., supponiamo un quadrato formato dei primi 16 nu- 
meri consecutivi; si ha in tal caso 34 come costante del qua- 
drato di primo grado e 374 come costante di quello di secondo 
grado. Il numero 16° = 256 dovrà appartenere almeno a due 
serie, ma la differenza: 


374 — 256 = 118 
non è scomponibile che in una sola maniera in una somma di 
tre quadrati differenti due a due, cioè 1, 36 ed 81. Sicchè è im- 


possibile formare un quadrato magico di secondo grado con 
sedici numeri consecutivi. 
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Furono costruiti quadrati satanici di 8, 9, 10 e 14 caselle di lato. 

TI, — Si possono anche formare quadrati semplicemente ma- 
gici ma di una magicità particolare, quadrati cioè non magici 
ma che lo diventano innalzando per es. a quadrato ciascuno 
dei loro numeri, come ora vedremo. 


PRESTIGE к= ГЕН, ШЗ MOR) 2 (qs — pr) 


2 (gr — ps) |p'utr'—q'—s', 2(rs + pq) 


2 (98 + pr) 2413 pa) pesto 


Fig. 218. 


Il quadrato che si può formare con le espressioni algebriche 
indicate, assegnando valori qualunque alle diverse lettere, riesce 
magico per colonne e per righe, innalzando а quadrato le 
espressioni stesse, ma non per diagonali. La costante è 

PE а Чыл сз? 

Dando ad es. i valori seguenti, alle lettere: 


pg 2 quur isi 
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Le espressioni di cui sopra daranno luogo al quadrato che 
segue nella fig. 219 dal quale, innalzando ciascun termine a 
quadrato, si ricava quello magico la cui costante è 4225. 


E 52 36 225 

ПЕСО 

fi rari 
Fig. 219, F 


2704 | 1296 
asi | oo | 


Quadrati diabolici. 


Col nome di quadrati magicamente magici o diabolici ven- 


gono designati quei quadrati nei quali 
somma costante nei 2 (n + 1) modi solit 


oltre ad avere una 
i, la si può ottenere 


in molti altri modi, regolari o geometrici, come vedremo me- 
glio con esempii che con lunghe spiegazioni. 

In questo quadrato, la costante 34 si può ottenere (per qua- 
terne) in 86 maniere ; 70 di queste si trovano ad avere dispusi- 


zione geometrica, simmetrica per coppie, 
unite fig. 222-223 ottenute congiungendo a 
forma di quadrilatero chiuso i 4 numeri 
di ciascuna combinazione. Sei sono sem- 
plici. Le altre 10 sono le solite per co- 
lonne, ecc. 

Con regole analoghe a quella di De la 
Loubére (V. pag. 282) si possono costruire 
quadrati diabolici d'ordine 6n +1, con 
questa restrizione però, che bisogna adot- 
tare il movimento di cavallo anziché quello 
dell'azftere per determinare le caselle che 


come si rileva dalle 


Fig. 221. 


debbono essere occupate dai numeri consecutivi e che, per i 


quadrati d’ordine superiore al cinque, è 


necessario stabilire 


delle regole speciali per passare dalla casella occupata dal 


numero т a quella occupata dal Ёл + I. 
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La fig. 225 fornisce un esempio di quadrato diabolico di ino- 
dulo n = 5, Non esiste quadrato diabolico per n —3. Con n = 4 
si hanno 48 quadrati diabolici. 


Se 7 è un numero naturale dispari non esiste quadrato diu- 
bolico di n. 

Se 7 é un numero naturale dispari, non divisibile per 3, é 
possibile costruire quadrati diabolici di л. Operando invece con 


questo mio metodo la restrizione di cui sopra non è necessaria 
essendo esso generale per i quadrati diabolici d'ordine dispari. 


23 | 6 19 | 2|45 6 | | |1 
Кыш зе. [Ле | E 
10|18|t1|14|22 3 jar a] 
u | 2412 |20| 3 | Г ҮЕ | 
ОО [Pra ЗЕ г Fig. 226. 


Si comincia da una casella qualsiasi, col primo numero; 
si fa poi verso sinistra un salto di cavallo modificato nel senso 
di comprendere un rettangolo di 2x4 caselle, anziché аі 2 ><3 
come nel salto usuale del gioco di scacchi. Si procede così fino 
ad aver collocato l'ennesimo numero, cioè il 5 іп questo esem- 
pio. Si colloca allora il numero successivo (6) al quarto posto 


4 |12 | 25 | 8 | 16! 
10|18 | 1| 141 22 
1125/7 |20| 3 


Fig. 297. Fig. 228. 


nella diagonale ascendente di sinistra come vedesi nella fi- 
gura 226; si dispongono il 7, 8, 9 e 10 a salto di cavallo come 
sopra, e 11 si colloca in diagonale con la regola indicata per 
il 6 e così via. Si ottiene in tal modo il quadrato diabolico 
della fig. 227. 
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Partendo dalla stessa casella e seguendo il metodo di De la 
Loubère modificato пе! modo precedentemente accennato si ot- 
terrebbe il quadrato della fig. 228. In entrambi si ha la somma 
costante (65), oltre che per le solite diagonali, righe, colonne 
e diagonali spezzate, per altre molte combinazioni simmetriche 
quali le seguenti, fra le tante: 


Fig. 227, Fig. 228. 
6+13 +14 +17 + 5 44 12 +18 + 10 + 21 
21 +1 +12 + 10 + 18 18 4-1 4-7 + 24 + 15 
12 4-19 4-5 + 23 + 6 7 4-20 4-21 + 13 +4 
54-7 +1484 11 4 24 21 +94 15 +2 + 18 

Stesse figure secondo l’altra diagonale 
6 -E 4 + 18/4254 12 див ЛЬ Atos 7 
94+8 4+5 + 16 + 12 | 18 +1414 +4 2A +547 
20 +21 4- 9 4-3 + 12 925 +3 4- 19 10 4-7 


(LAE TIL. BET Uem TR TITIO ES эре 


G + 13 +2 4 25 + 19 ecc. 4 -- 1246 + 23 + 20 ecc. 


Le fig. 229 e 230 rappresentano quadrati diabolici di moduli 7 
ed 11 ottenuti col mio metodo sopra esposto. 


21|3,41|23 


Fig. 229. — Somma costante 175. 
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94 |66 27 11201 s1 | ъз | 14 |107| 68 | 40 | 4 


85 | 46 | 48 |100| 72 | 44 | 5 | 98 | 5931 | 113 
76 371 9 | 9163 | 24 | 117] 78 | 50 | 22 | 104 


е 28 |121| 82 | 54 | 15 |108] 69 | 4t | 2 | 95 
47 | 19 |100 73 | 34} 6 | 99 | 60 | 32 |114 86 


38 | 10 | 92 | 64 | 25 |118| 79 | 51 | 12 (105 | 77 
29 | 111| 83 | 55 | 16 109 70|42| 3 | 96 | 57 


20 |102| 74 | 35 | 7 | 89 | 61 | 33 |115 87 | 48 


11; 93 | 65 | 26 | 1191 80 | 52 | 13 |106| 67 | 39 


12/84 | 45 | 17 1110| 71 | 43 | 4 197 | 58 | 30 


108 | 75 | 386 | 8 90 | 62 23 | 116] 88 | 49 | 21 


Fig. 230. - Somma costante 671. 


Quadrati cabalistici. б 


Sono quelli ad un tempo satanici e diabolici. Si può costruire 
un quadrato cabalistico con n tale che soddisfi a queste con- 
dizioni: Non sia primo. Non sia uguale a 4. Non sia un numero 
composto avente per fattore uno o più numeri primi alla prima 
potenza solamente. Si possono quindi costruire dei quadrati 
cabalistici con n = 8 e con n = 9. 


Quadrati magici derivati. 


I. — Ottenuto, coi metodi indicati, un quadrato magico, se ne 
possono derivare infiniti altri, sia aumentando ogni suo numero 
d'una medesima quantità d cioè costituendolo con una pro- 
gressione nuova, di ragione r + è, se r era Ja ragione della 
progressione primitiva, sia in altri modi. Cosi, per esempio, 
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sia il quadrato magico (fig. 231) formato con la progressione 
3:57...» 19; posso formarne uno nuovo aggiungendo al 
primo numero l’ultimo moltiplicato per un numero qualunque 
nd esempio per 10, al secondo il penultimo parimente molti- 
plicato per 10, e così via. 

Numeri primitivi : 

D Winds EG IL 
Numeri nuovi : 
3 -|- 190 5 4 170 7-|-150- +-+ - 19 4.30 


Fig. 231. Fig. 232. 


Ottengo così il quadrato fig. 232 che necessariamente è ma- 
gico e la cui costante è: 


3 x (11 4: 110) = 363 


Ш. — La serie dei numeri coi quali si può formare un quadrato 
magico può essere una progressione aritmetica oppure una 
serie di diverse progressioni aritmetiche, nel seguente modo. 

n numeri: 
a a+r a+r a+3r---.--a+n-1)r 
oppure : 

[(a+(n—-1r+m] [a+(n-1)r+m]+r 
[a+(n—-1)r+m]+2r-.--[a+(an—-1)r+m]+(n-1)r 
e così via. Si può assumere /» negativo e di grandezza com- 
patibile coll’ ennesimo numero della serie ordinata in quadrato 


magico per evitare ripetizioni, come ad esempio, nel quadrato 
(fig. 233) di modulo 3 nel quale r=1 m= —6, e che sarebbe 
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derivato dall'altro della fig. 234. Evidentemente il quadrato ma. 
gico derivato non è altro che quello diretto che si sarebbe ot- 
tenuto eoi numeri 3, 4, ^, 7, 8, 9, 11, 12, 13 cioè con r=1 ed m —2. 


Fig. 233. Fig. 234. 


Fig. 235, 


Sia, ad esempio, il quadrato magico (fg. 235) nel quale а = 3 
ed r = 2. Nel nuovo quadrato possiamo lasciare tali e quali i 
primi cinque numeri, I successivi cinque potranno essere nd 
esempio : 


11 4-15 154-2 = 17 17 4+2 = 19 
19 +2 = 21 914-2 = 23 
e la terza serie di cinque: 
23 +4=27 27 +2 = 29 29+2=31 
814+ 2 = 83 33 + 2 = 35 
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ШІ. — In un quadrato magico, di lato 3, ad esempio, dispo- 
niamo ordinatamente al posto dell'1, 2, 3 +...» dei numeri: 


a а + æ а+ 22 
b b+ 2 b+2@ 
с с+ 2 c+2a 


costituenti cioè tre progressioni aritmetiche di ragione a, i cui 
primi termini siano a, b, c. Avremo, per colonne, le somme: 


a+b+cb3% 


per righe: 


bcr 


prima diagonale: 


3b -3c 


seconda diagonale: 


Fig. 236. a+bh+c+3€ 


Affinchè il quadrato sia magico dovrà dunque essere soddi- 
sfatta questa equazione: 


a+b+c=30 ossia at+ce=2d 


Esempio. — Facciamo: 
2 = 3 az Unum 
dovremo fare : 
ez2»x5—129 


In modo analogo, si possono formare 
quadrati di modulo qualsiasi, derivan- 
doli da uno di quelli di cui abbiamo Fig. 237. 
studiato la formazione, scegliendo i pri- 

mi termini di ciascuna progressione in modo da evitare ripe- 
tizioni di numeri. 
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Esempio. — Dal quadrato a cavaliere di modulo 7 indicato 
nella fig. 238 si può dedurre quello della fig. 239 facendo : 


sp) к= (5: (ME) 
ud == 25 e = 30 gr mr gd? 


8 [9 |26 6 |4 | m | t 41 | 8 |37 |47 | 10 | 27 [зв 
т |ar| м | и яо о [зо 19 |15|45|35|17|25|56 
8|25|4|s|2o]so]4] [е ізет оез [и 
|16 33 | 43 | tt [28 |88 | 6 | to 42 | 32 14 | 43 | 58 | 16 | 
24 |41| 2 [ло |29 | 46 | t4 POOE "TET 
32 | 49 | tu |27 | 87 | 5 | t5 39 | 5o 11 | 40 | 50 | 13 | 9 
о | 1 | 48 |35 | 45 | 13 | 23 59 | t | 18 | 48 | 38 | 20 | 26 

Fig. 238. Fig. 239. y 


IV. — Un quadrato magico lo sarà ancora modificandone i 
numeri coll'aggiungervi aceanto lo stesso numero (1) o quello 
della corrispondente casella di un altro quadrato magico. La 
fig. 241 dà un esempio del primo caso, e la fig. 244 del secondo. 


Fig. 240. 


Fig. 242. Fig. 244. 


(1) Anche ripetute volte se si vuole. 
Guersi. — Matem. dilett. 20 
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Occorre però osservare che le unità del medesimo ordine ab- 
biano a corrispondere; così p. es. il 7 non diventerà nel nostro 
caso 77 ma 707; in altri termini si deve considerare il 7 come 07. 

V. — Si è già veduto come si possano formare quadrati ma- 
gici a prodotto; un caso particolare ne sono i quadrati a po- 
tenza, dei quali le fig. 245-246 forniscono un esempio. 

Si avrà un quadrato magico di questo genere ogni qualvolta 


81 | 25683 


8561 


Fig. 245. Fig. 246, 


Fig. 247. Fig. 248. 


gli esponenti siano tali da costituire un quadrato magico; in- 
fatti nel nostro caso essi formano quello fondamentale. Sicché 
sarebbe magico, ad esempio, il quadrato della fig. 248 poiché in 
ogni riga, colonna o diagonale si avrebbe come prodotto 7%, 
ossia 7:28, 

VI. — Quadrati nei quali la costante è uguale ad un mille- 
simo determinato. — Questi quadrati si formano partendo da 
un quadrato magico del medesimo modulo e aggiungendo a cia- 
scun numero di esso un numero che si determina col calcolo, 
a seconda del millesimo scelto. Consideriamo un millesimo di- 
visibile per 3 ad es., e sia 1896; dividendolo per 3 si ha per quo- 
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ziente 632; questo e il numero che dovrà occupare il centro del 
quadrato e, naturalmente, deducendone 4 si avrà il primo nu- 
mero della serie cioé 628 (Fig. 249). 

Si puó anche dedurre dal millesimo la co- 
stante 15 del quadrato di modulo 3, 1896 — 


— 15 — 1881; dividere il resto per 3, ossia 
1881 n 
T SEM e questo sarà il numero da ag- 
giungere a tutti i numeri del quadrato di mo- 
dulo 3 fondamentale. Fig. 249. 
Se il millesimo é pari, ma non divisibile 
per 4, si comincia col sottrarre da esso la costante 34 del qua- 
drato di modulo 4, poi si divide il resto per 4 e si ha il numero 
fisso da aggiungere a ciascun termine 
del quadrato magico di modulo 4, il quale 
dovrà quindi cominciare, per esempio; 
nel caso del millesimo 1862, con 458 e ter- 
minare con 473. 
Nel caso del millesimo 1910 si avrà 
dunque: 


1910 — 34 


i = 469 


Diagrammi geometrici dei quadrati magici. 


Se in un quadrato magico si riuniscono con rette i numeri 
successivi per ordine di grandezza, si ottiene una linea poli- 
gonale avente per estremi il 
numero più basso e il più alto, 
che è caratteristica del qua- 
drato stesso. Molte volte tali 
linee sono di disegno elegante 
e potrebbero servire come aiu- 
to mnemonico per ricordare la 
formazione del quadrato. La li- 
nea poligonale, unica nel caso 
di n=3, è rappresentata nella 
figura 251. È assai semplice e 
quindi facile a ritenere, e può 
essere di giovamento per la co- 
struzione rapida di quadrati 
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di modulo 3 a numeri elevati, come pure per quella di quadrati 
composti (V. pag. 277-278). Le fig. 252-253-254-255 corrispondenti 


Fig. ФМ, 


rispettivamente ai quadrati delle fig. 256-257-258-259, forniscono 
esempi delle linee poligonali accennate. 11 quadrato della fig. 257 
é a cintura. 
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1 | 2 |19 |20 | 23 
161 2 | 3 113 | 

18 |16| 9 |14 | 3 
5 |t11|10| 8 - 

94 | 11 | 1231455 
ОЕ |? 

22 | I2 | 17 | 10 | 4 

Fig. 256. | 4 | 44 [15| 1 — 5 

ee a iil 7\6 
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POLIGONI MAGICI 


Rettangoli. 


Si possono costruire rettangoli magici, nei quali cioè le co- 
lonne danno una somma magica e le righe una somma pure 
magica, in generale diversa dalla prima. Queste due somme 
non possono essere stabilite comunque per un dato rettangolo. 
Così, ad es, in un rettangolo di 5 >< 3 = 15 caselle la somma 
totale dei termini (serie dei numeri naturali a cominciare 
dall’1) è data da: 


все осв 


quindi la somma magica d'una riga dovrà essere Ya di tale 
numero ossia 5 < 8 = 40, e la somma magica d'una colonna !/; 
ossia 3 x 8 = 24. 

Perchè un rettangolo possa essere magico occorre che en- 
trambi i suoi lati siano dispari o pari. 

Vogliasi costruire il rettangolo magico 2 x 4; si scrivono i 
suoi termini in due file in modo da avere le somme per colonne 
uguali a 9: 

1 2. ЗИ 


ow 8 


La somma per righe dovendo essere 18, basterà cercare 4 
elementi (uno per ciascuna colonna) la cui somma valga 18; 
tali elementi costituiranno una riga e gli altri quattro corrí- 
spondenti, l’altra riga, come si vede nella fig. 260. 
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In modo analogo si procederebbe per costruire il rettangolo 
dispari di 3 »« 5 (fig. 261). 


Ecco ora un esempio di rettangolo magico di 4 »« 8; le somme 
per colonne danno la costante 66 e per righe 132. 


6 |13|21] 3 | 84 | 24 
! 


ат ОН? Т 2 | 9 


19 | 28 29 1| 10 1 


Triangolo. 


Fig. 263. 


Nella fig. 263, composta di triangoli equilateri concentrici, i 
numeri dall’1 al 27 sono disposti in modo da avere In costante 
96 come somma dei sei situati su ciascun lato esterno; e la 


costante 61 per i tre lati del secondo triangolo a quattro numeri 
ciascuno, 
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Nel triangolo della fig. 264 si hanno le somme costanti se- 
guenti: 


2 


Fig. 204, 


7641454922 7-346412 17 
9454-24-448—28 8-4 342—417 
8+4+3+6+7=28 9+1+5+2=17 


Nella fig. 265 le somme costanti sono: 


AA 


Fig. 205, 


148-5. 942—235 1-804-164-5220 
2419 атт a 25 364-74 4—20 
70 ы =з 2+5+9+44=20 
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La proprietà di questo triangolo magico (fig. 266) consiste 
nelle seguenti somme magiche: 


4+8+16+3=391 154+1+16+3+10=45 
2+16+7+6=3l M 42-4 46-4 3 +13 = 45 
1-4 16 4-9 -- 5-31 12 4 1-16 4-2 + 14 — 45 


NUN 


1 
10 


3 


ч 
uu 


Fig. 266. 


4 4 1548 + 11 = 38 
6-7 + 42 4 13 = 38 
5+9 104 14 = 38 


4-82 1514 124 -74-6—53 
44 8-E1b d 2 44-94 5— 53 
5-F9- 104-34 13-E7 4-6 = 53 


www.rcin.org.pl 


— 315 — 


Nel triangolo della fig. 267 i gruppi del genere di quelli, indi- 
cati nella fig. 266) danno pure somme magiche, in gran parte 
però diverse dalle precedenti, cioè: 


37 in luogo di 31 
35 » » 38 
56 » » 58 


La fig. 269 offre un altro esempio di questi triangoli. 

Nel triangolo di lato 3, invece delle quattro somme magiche 
se ne hanno soltanto due, al massimo, come negli esempii 
delle fig. 269-270-271. 


2+4746+45=20 
{+9 +466 = 20 
3+48+4+5=20 


1+9+6+47+2=25 
отав 325 
+7 5+8 43 = 5 


Fig. 269. 


1+9+5+8=23 
3+9+4417=323 
2--7-4-64-8-— 23 


1+45+9+4+3=22 
1+54+8+642=22 
246+7+4+3=22 


Fig. 270, 
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- 16 – 
7569 +6 = 20 7-245-348-2235 
8+543p4=20 742+6+4+9=25 
9-424-146-2920 SE 3-4 ро 25 


Fig. 271. 


Triangoli a perimetro magico. 


Sui vertici e sui lati d’un triangolo disporre i primi nove nu- 
meri interi in modo che la somma dei quadrati dei 4 nu- 
meri disposti sopra un lato sia costante, qualunque sia il 
lato considerato. 


d 


Si lia per ipotesi: 
a+ 0 +e+d=& Peppe 
ЕЕ ср а= 
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Addizionando: 

9? 4- d* -- g* 00? нота Fe JP Eg? MEO 3 
La quantità in parentesi é espressa da: 


9(9 4- 1) (2 »« 9 +1) 


б = 6 


per cui: 
о -+ d? + g? = 3 ($ — 95) 


Risulta da ciò che la somma dei quadrati dei tre numeri posti 
ni vertici del triangolo deve essere divisibile per 3, e per con- 
seguenza questi quadrati sono della forma : 


Mult. di 3 о Mult. di 3 + 1 


Le sole ipotesi che si possano fare sui numeri a, d, g sono 
dunque: 


а =R d=0 ошо 


oppure : 


o infine: 
que d —5 — 9S 
La prima non é ammissibile poiché se ne deduce: 
a? + а + g? = 126 = 3 (5 — 95) da cui Gs 487 
La (1) diviene allora: 
u с Е — (о? + а) = 92 
da cui: 
(b + ej = 92 — 20e = Mult. di 4 


La somma d + c essendo pari, b e c sarebbero della stessa 
parità; ora combinando in tutti i modi possibili i numeri pari 
2, 4, 8, о i dispari 1, 5, 7, non si può ottenere come somma dei 
quadrati di due qualunque tra essi il numero 92. 

Cosi pure é da scartare la seconda ipotesi perché essa dà: 


w? 4- l 0? = 66 = 3 (E — 95) da cui Е = MJ 
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La (1) diviene allora: 
0° + с? = Е — (a+ ай) 120 
da cui: 
(b + ey = Mult. di 4 


Sicchè b e c sono della stessa parità; ma la somma dei qua- 
drati di due qualunque dei numeri interi 3, 5, 9 non puó essere 
120 e lo stesso vale per la somma dei quadrati di due qualunque 
dei numeri pari 2, 6 od 8. Restano dunque i valori 

a=? d=5 g =8 

Se ne deduce: 

3 (E — 95) = 93 ЕЁ == 126 


Per conseguenza: 
D+ = 97 eu +f — 37 h? +4 i = 58 
I 6 numeri rimanenti 1, 3, 4, 6, 7 e 9 sono tutti della forma: 
Mult. di 3 о Mult. di 3 + 1 


e i loro quadrati sono quindi della forma medesima, e siccome 
€ è divisibile per 3 ne segue (poiché a? = 4 e d? = 25) che uno 
*dei quadrati /*, с? è della forma Mult. di 3 + 1 e l’altro della 
forma Mult. di 3. 
La stessa osservazione è applicabile ai quadrati c?, f? ed M’, 12, 
Inoltre, la somma /? -+ c? essendo dispari, uno di tali numeri 
é pari e l'altro dispari. Non sí puó dunque avere che: 


b — 1 oppure 7 3 oppure 9 4 oppure 6 
con : 

e = 6 oppure 4 3 oppure 9 7 oppure 1 
e l'esame di queste varie ipotesi dimostra che si ha b — 9 con 
e = 4 oppure b = 4 con с = 9. 


Le stesse prove fatte per сї, f* con i numeri rimanenti 1, 3, 
6 e 7 ci danno: 


е=1 con f=6 od e=6 con f=1 
Infine : 
i-:3 com м7 od P-7 соп т 
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Ecco dunque in figura la so- 
luzione del problema. 
Si può osservare che si ha in 
pari tempo: 
a+b+c+d=20 
dte+f+g9g=20 
ола == 20 


Fig. 279. 2 


Pentagono. 


Fig. 274. 


Nei pentagoni concentrici della flg. 274 i numeri dall’1 all 80 
Sono collegati in modo da avere per ciascun lato la somma 
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costante 254, 248 e 122 rispettivamente nel 1° 2° e 3° pentagono 
a partire dall’esterno; inoltre le somme dei numeri che occu- 
pano i vertici dei quattro pentagoni sono uguali a 92. 


Esagono. 


Negli esagoni della fig. 275 abbiamo i numeri dall’1 al 73 di- 
sposti in inodo che ciascun lato ne contenga rispettivamente 
7,5 e 3 e tali che: 

1,° Nell'esagono esterno la somma di 7 numeri di ciascun 
lato è 259, nel medio è 185 e nel centrale 111. 


Fig. 275. 


2.° In ciascuno dei tre esagoni la somma dei numeri occu- 
panti i vertici è uguale a 222, come pure quella dei punti medii 
di ciascun lato. 

3.° Le diagonali dell'esagono hanno per costante 259 come 
i lati dell'esagono esterno. 

4.° Le congiungenti i punti medii dei lati opposti hanno 
pure per costante 259. 
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Stelle magiche. 


|. — Nella stella esagonale della fig. 276 abbiamo queste 
somme costanti: 


402-12 3 414 4+1 = 39 
54944-74-6--8—3 


10--5-F8-F64 11-40 2+9+5+8+1= 25 
104+5+9+4+12= 40 4+9 +447 +3 = 95 
104-647 2-4 4E 12 — 40 34+7+6 +8 +1 = 25 
12 
4 
PAVAN : 
Fig. 276. 


II. — La fig. 277 rappresenta una stella di cinque punte nu- 
merate coi numeri progressivi dall’1 al 15 in modo da avere 
le seguenti somme costanti: 

84649 +14=37 
9 4-7 +10+411=37 
10 + 8 + 6 +13 = 37 
6 --9 4-7 +15 = 37 
74404 8 +12 = 37 
GHKRSI. — Matem. dilett. 21 
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1+2+44+15=22 
2+3+5+412=22 
3+4+1+414=22 
44+5+42+11=22 
5+1+3+13=22 
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148 4524 13—27 
547-244-1027 
44 6 +34 14=27 
3 +104+2+12=27 
2+9+1+15=27 


44 4 10 + 13 = 34 
13 + 6 +15 = 34 
15 +7 +12=834 
124 8 +14 = 34 
14 + 9 +11=36 


Fig. 277. 


10413 + 6 +3=32 
6 154 7-F4—32 
7424 8 5-3 
въи 9 10 32 
9 +11+10+2=32 
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POLIEDRI MAGICI 


Ottaedro magico. 


Collocare in ciascuno spigolo d'un ottaedro e nel punto medio 
d’ogni sua costola dei numeri tali da avere somma co- 
stante per ogni serie corrispondente ad una costola. 


£ 


Ф 


Fig. 278. 


Sia p la somma costante. Essendo 12 le costole dovrò avere 
129=4S4+C in cui S è la somma dei numeri agli spigoli, che 
figurano quattro volte nelle somme, e С la sommo dei numeri 
ni punti medi delle costole, che vengono computati una volta sola. 
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Il problema non è possibile coi primi 18 numeri, ossia in ge- 
nerale, con 18 numeri in progressione aritmetica. Infatti do- 
vremo avere: 


a+a+B=Y% +0 4+5=9 ec. 


Affinchè non sì abbiano numeri ripetuti occorrerà che le 
somme %+8,+% ecc., non siano mai uguali fra loro. Ora 
si ha: 


12 


ossia pa 2.200 EFE M 
12 

essendo M la somma dei 18 numeri del problema. Coi primi 18 
numeri naturali tale somma è 171, e dalla formola di Ф si deduce 
che i valori di S non potranno essere che quelli della progres- 
sione aritmetica di ragione 4, dal 23 al 91. 

Affinché le somme suddette siano diverse tra loro, dovranno 
essere diverse tra loro le differenze tra х 8 7 8 s © ossia le se- 
stine non potranno avere che una di queste forme: 


1-2-4-7- 1-16 2-4-7-8-12-17 ecc. 


Ma la somma S deve avere uno dei valori suespressi; dunque, 
come minimo, potremo avere 1, 2, 4, 7, 11, 18. Ora fra le 15 com- 
binazioni binarie di tali sei elementi, solamente tre, cioè я 7, 
8 è, = non sono utilizzabili; abbiamo S = 43 da cui ү = 25; 
dunque bisogna escludere 7 + 18; 11 + 18; ma il 18 non pos- 
siamo computarlo che una volta perchè le tre combinazioni 
da escludere devono comprendere tutli i sei elementi di S. Se 
ne deduce quindi l'impossibilità di risolvere il problema con i 
primi 18 numeri naturali. 


Cubi magici. 


Consideriamo un cubo di modulo n. Potremo immaginarlo 
composto di n? piccoli cubi elementari disposti іп n strati di 
n? cubetti ciascuno, Quando in ognuno di tali cubetti sia iscritto 
un numero tale da avere, per ciascuna colonna corrispondente 
ad una delle caselle del quadrato base del cubo, una somma 
costante, come pure per ciascuna riga di cubetti in senso oriz- 
zontale, nonchè per quelli formanti le diagonali del cubo dato, 
il cubo stesso sarà magico. 
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Per n =3 non ё possibile una disposizione di numèri di tal sorta. 

Per n = 4 si hanno 64 cubetti elementari. Le figure seguenti 
rappresentano la disposizione che debbono avere i numeri nei 
quattro strati di cubetti costituenti il cubo principale. Ciascuno 
di tali 4 quadrati é magico per 
colonne e per righe ma non 
per diagonali. La magicità si 
ha per le diagonali del cubo 
che sono: 


13 - 39 - 26 - 52 
1-43 - 22-64 
49 - 27 - 38 - 16 
61 - 23 - 42 - 4 


Cosicchè la costante 130 si 
ottiene in 52 maniere diverse. 
In un cubo di 5° =125 cubetti 
si possono disporre i primi 125 Fig. 279. 
numeri naturali in modo da 
ottenere 79 volte la somma costante 315, cioè 75 volte con 
righe o colonne e 4 volte per le 4 diagonali del cubo. 


1 [48 [32 | 49 вз | t8 | 34 | 15 
во 21 | зт |12] 6 |43|27 ы 
56/25 als) 10 | 39 | 23 | 56 
з зв | 20 | 6t. 51 |30.| 46 | 3 


62 | 19 | 35 | t4 
| а | 26 [55| 
1t 38. 22 59 
50 " 57 2 
Fig. 282. - Strato C. Fig. 283. - Strato D. 
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Si é veduto come si possano costruire dei quadrati magici di 
modulo dispari con due quadrati magici ausiliarii; parimente 
si possono ottenere cubi magici di modulo dispari, per mezzo 


2 58 |114 


36 | 92 | 23 60 | 111] 42 


75 | 101] 32 
EL 


84 | 15 | 66 | 122 | 28 


48 | 49 80 | 6 | 62 24 | 55 |106 


Fig. 285. - 2% Sezione. Fig. 286. Fig. 287. - 48 Sezione. 
3* Sezione (mediana). 


95 | 21 | 5 


Т 35 | 86 


13 | 69 | 125 
41178 | 9 


56 42 | 43 |f 
Fig. 288. - 5а Sezione. 


di tre cubi ausiliarii. Cosi il cubo magico di modulo 5 si ottiene 
collocando ii numero medio fra 1 e 125 che é il 63, nel mezzo 
della sezione mediana; si hanno così le 30 dingonali delle se- 
zioni verticali e orizzontali (fig. 284 а 288). 
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DI ALCUNE CURVE NOTEVOLI 


Cubiche. 


Cubiche semplici. — Le cubiche che possono essere rappre- 
sentate con la più semplice equazione (un'equazione binomia) 
non sono che tre ed hanno per equazioni: 


e ESSE n — æy = at 


Cubica semplice, parabolica. — Questa curva detta pure 
parabola cubica di Neil o semi-cubica è la curva isocrona cioè 
quella seguendo la quale un corpo cadente percorre spazi 
uguali in tempi uguali. È anche la sviluppata della parabola. 
È pura la traiettoria ortogonale delle posizioni successive di 
una parabola che si muova perpendicolarmente al proprio 
asse, ossia è quella curva che sega tale famiglia di parabole, 
ad angolo retto. 

È costituita da due rami parabolici ed ha, all’origine, una 
cuspide. Si può costruirla nel seguente modo (v. fig. 289). 

Sia un angolo retto 2 Oy ed una retta K parallela ad Oy. 
Conduciaumo per О una retta qualunque che segherà la Kin D; 
da questo punto conduciamo la parallela ad Ог e da O la per- 
pendicolare ad essa che la segherà in E; la parallela ad Og 
condotta per Е determina sulla ОР un punto M il cui luogo è 
la parabola cubica. 

Quanto alla tangente in un punto M si può ottenerla unendo 
con M un punto P dell'asse Oy tale che : 


ON 
OP m же үк 
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In generale per una curva la cui equazione è della forma: 
а? = A y” 


l'equazione della tangente nel punto (2, y) ё: 


m A YE. e 
e У 


Fip. 280, 


Cubica semplice parabolica a centro. — La parabola 
cubica combinata con la retta (V. pag. 238), col circolo, o con 
la parabola fornisce la soluzione grafica delle equazioni di 3e, 
4° e 5° grado, Combinandola con la curva: 


з=1—@ 
che le è identica si ha la soluzione dell' equazione : 
d=1- g 


Nota. — Questa curva serve a raccordare nelle rotaie delle 
strade ferrate, archi di circolo con rette permettendo il pas- 
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saggio graduale dalla curvatura costante dei primi a quella 
nulla delle seconde. 

Questa curva si puó considerare come una trosformata del- 
l'iperbola equilatera riferita ai suoi assintoti (fig. 290) nel modo 
seguente. Costruiamo il triangolo rettangolo A OM che ha 


Fig, 290. 


l'angolo retto in О, un vertice sull'iperbola (ramo П) e l’ipo- 
tenusa parallela all'asse Oy ; la cubica sarà il luogo dell’ altro 
vertice M. Essendo: 


ey — a = 0 
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l’ equazione dell iperbola, quella della cubica sua trasformata 
sarà: 
CUSTO UE 


Siccome si sa costrurre l'iperbola equilatera con riga e 
squadra, si potrà costruire pure in tal guisa la cubica. 

La tangente in M si avrà facendo ОР =? ON e conducendo 
la P M, come risulta dall'equazione (*) del 8 precedente. 

Cubica semplice iperbolica. — Dato un angolo retto æ O y 
ed una retta k parallela ad Oy conduciamo per О una retta qua- 


Fig. 291. 


lunque; dal punto A in cui sega la k, la parallela ad Ог; da 
O la perpendicolare ad OA che sega in B e C tale parallela e 
la А; le parallele agli assi Oz, Oy condotte рег C e B rispelti- 
vamente, si segano in M il cui luogo é la cubica cercata. 
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La sua equazione essendo æ y? = a? quella della tangente ё: 


X x 
xar n 


Perciò basterà fare O Z= 30H e unire Z con P; sarà ZP la 
tangente in P. 

Cubiche circolari unicursali. — Le cubiche circolari 
unicursali sono cissoidi; la conica direttrice è un cerchio che 
passapel punto doppio e per i punti d'intersezione dell’ assin- 
toto reale a distanza flnita con le tangenti al punto doppio; 
questo circolo è quindi determinato. 

Quando si voglia prescin- | 
dere dal circolo tracciato, 
si può considerare la gene- Р 
razione delle cubiche circo- 
lari unicursali nel seguente A 
modo. 

Siano due punti fissi OO, M 
(diametro del circolo) e la 
retta fissa m. Conduciamo 


per O una retta variabile O о, | 
OP е da О, la perpendico- т 
lare ad essa O, А; il luogo Fig. 292. 


di A sarà la circonferenza 
di diametro O O,; se portiamo da O in M un segmento uguale 
ad A P, il luogo di M sarà una cubica circolare unicursale. 

Strofoide. — Con questo nome si indicano le cubiche circo- 
lari unicursali le cui tangenti nel punto doppio sono ortogonali. 

Sia C (fig. 293) il circolo direttore, O il punto doppio e СА 
lassintoto della curva; OA , OB saranno le tangenti in О. 
Prendiamo P simmetrico di C rispetto ad O. Da P (polo della 
curva) conduciamo una retta qualunque PR e portiamo RM= 
= RM, = RO (essendo RO una parallela da O all'assintoto). Il 
luogo di ММ, sarà la strofoide; retta in questo caso perchè 
О С è perpendicolare ad A B. Consideriamo la curva come cis- 
soide si otterrebbe come luogo di M, facendo ОМ,=МИ (1). 

І? equazione della strofoide retta rispetto agli assi O æ, Оу 
è (ОС = a): 

(0° + y?) (2 + a) — 2а = 


(1) V. pure il tracciamento meccanico della eissoide e Trisezione dell'angolo. 
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La strofoide può essere generata in molti altri modi (v. Nota 
nlla pagina precedente). 


Fig. 293. 


Consideriamo, ad esempio, un rettangolo O A B C (fig. 204) e 
due punti flssi, cioè un suo vertice O e un punto P su A B. 


Fig. 294. 


Conduciamo per O e P due rette fra loro parallele, e dal 
punto Q nel quale la seconda sega il lato B C del rettangolo, 
conduciamo la perpendicolare alla prima che la segherà in M. 
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Il luogo del punto M é una strofoide. 

Sia A B un diametro di una circonferenza (fig. 295). Se il 
punto P varia su di essa, la perpendicolare da P ad AB е la' 
perpendicolare da A ad A P si segano in M il cui luogo é una 
cissoide, mentre il luogo di X, punto medio di PM è una 
strofoide. 


P 


Fig. 295. 


M 


Trisettrice di Mac Laurin. — La trisettrice di Maclaurin 
è una cubica circolare retta, con un nodo; le tangenti in questo 
punto sono inclinate rispettivamente sull’ asse della curva di 
angoli di 60 e 120°, 

Fra i tanti modi nei quali si può generare questa celebre 
curva, ne indicherò alcuni dei più interessanti (1). 

i. — Data (fig. 296) una circonferenza (О), se, pel centro О 
ed un punto fisso A di essa si conducono due rette parallele 
che incontrino la curva in M ed N, le tangenti condotte in M 
ed N si segano in un punto P il cui luogo è la triscettrice rap- 
presentata dall'equazione polare: 


parsec nella quale r=0A p=0P w= ВОР 


3 


(1) Vedasi pure « Trisezione dell'angolo ». 
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Infatti si ha POM — LI POB e l’equazione (1) si deduce 
immediatamente dal triangolo rettangolo M O P. Giova no- 
tare che la retta condotta per O sega la circonferenza an- 
che in M, e che la tangente in questo punto sega la tangente 
inrN [in;un'altro punto P, appartenente esso pure alla curva 
di cui si tratta. 


Fig. 29, 


Si ha un punto Q della tangente alla trisettrice in P, pro- 
lungando la NM di МӨ = ММ. Quando M ed N coincidono 
con A e B il punto P è all’infinito e allora la tangente in esso 
alla curva, ossia l'assintoto, passa per E simmetrico di B ri- 
spetto ad A. 

La perpendicolare, ad A B sul punto di mezzo di А О segun la 
circonferenza (O) in m ed n tali che le rette Am , On sono 
parallele e che le tangenti in m ed n si segano in о sul mezzo 
di А E; o è dunque un punto della trisettrice, e la tangente 
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in questo punto passa pel punto simmetrico q di n rispetto 
ad m. Invertendo le funzioni dei punti т ed n si ritrova œ con 
una tangente wq’ simmetrica di wq rispetto ad A B. Dunque 
w è un punto doppio, con due tangenti eg e wq’ ad angolo 
di 60e fra loro. 

Consideriamo ora l’inviluppo della retta MN. Il punto di 
contatto R' di M N col suo inviluppo è dato da: 


МЕ = 1 рм= 1. мм 
2 3 
Tale invituppo è la polare reciproca della (P) rispetto al cir- 
colo (0). Esso è una cardivide; infatti, costrutto il circolo di 


centro O e di raggio OA! — + OA osserviamo che M' № А! M 


è un parallelogrammo il cui lato N' R’ prolungato passa per A! 
ed è tale che № R' = A! B; dunque l'inviluppo di MN è la 
concoide del cerchio A! В! rispetto ad A' cioè la cardioide. 
Il punto di mezzo R della corda M N descrive una chiocciola 
di Pascal la cui equazione è : 
w 


р == г cos 


Si può dimostrarlo costruendo un altro circolo di centro О 
e di raggio "a OA e considerando un parallelogramma simile 


a quello già considerato M! N' R' M. 

Il punto Q descrive una cardioide, poiché se Q' è il simme- 
trico di N rispetto ad O, la retta Q' Q passa per B ed ha una 
lunghezza costante A B. 

TI. — Dato un circolo О (flg. 297), consideriamo una tangente 
fissa и in B, ed una mobile ©. Il diametro che passa pel punto 
M di contatto di e sega и in un punto Z pel quale condur- 
remo la seconda tangente w. Il luogo del punto d'incontro P 
delle rette o e w è la trisettrice di Maclaurin. È facile vedere 


come l’angolo POM sia uguale a È POB. 


Nella fig. 297 prendendo О come polo e ОВ come asse polare 
l’equazione della curva è: 


GuERrsi. — Matem. dilett. 22 
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e prendendo per assi la tangente u e il diametro BO e osser- 
vando che: 


р sen о = 2 р COs w = г — y 
[21 
cos w = 4 cos? —,- — 3 cos 3- 


si trova: 


æ (ir — и) = у Br — у 


I. — Si può anche osservare che, se la tangente in un punto 
M ad un circolo O (figura precedente) incontra una tangente 
fissa и in Г, il luogo del simmetrico P di F rispetto ad M è 
una trisettrice di Maclaurin la cui equazione è: 


l’asse polare essendo il diametro del circolo О parallelo ad й. 
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IV. — Il seguente modo di generazione della trisettrice di 
Maclaurin permette di ottenerne i punti coll’uso di riga e 
squadra solamente. 


7748 
/ А 1/ 
— м) 
Í Y, 
/ / 
Fig. 298, ^ О B C 
m n 


Abbiansi su di una retta i punti A, О, B, С in modo che sia: 
OB=3A40 ВС= АО 


e conducansi le perpendicolari m , n а tale retta nei punti 
O e C. Si conducano per A e B due parallele p,q e per il 
punto D nel quale la prima sega la m si conduca la perpen- 
dicolare alla p che segherà 
in M lag I luogo di M è 
la trisettrice di Maclaurin, 
la cui equazione polare (polo 
О,АО=а è: 


рт --& 4a cos w a / 
ATTI Cl ife lil 
B Ó A 
e in coordinate cortesiane 
(assi OC , m): \ 
® (ай + y’) = а (t — Зат) Ч 


V. — In un circolo О (fi- "m 
gura 299) considero;un dia- Fig. 209, 
metro fisso ed un angolo 
variabile A B, AOC. La perpendicolare abbassata sul raggio 
ОС suo punto di mezzo M segherà la corda B C in un punto Р 
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il cui luogo geometrico è la trisettrice di Maclaurin punto 
doppio in B, il vertice sul mezzo di O A, ecc. (Vedi Traccia- 
mento meccanico delle curve). 

VI. — Un altro modo di generazione della trisettrice è il se- 
guente. Abbiasi un circolo fig. 300 di centro C e raggio 2a. 
Sul punto di mezzo A del raggio CO si innalza ad esso la per- 


Fig. 800, 


pendicolare A D. Condotta una trasversale per O, si fa OM — 
= OM, — OM, essendo M, il punto ove essa sega la A D ed M, 
quello ove sega la circonferenza. Il luogo di M è la trisettrice. 

Cubica circolare. — Una cubica concoidale particolare é 
quella circolare che si ottiene con questa costruzione (fig. 301). 

Abbiasi un triangolo rettangolo, PQR isoscele. Proiettiamo 
in A e B sui lati dell’angolo retto, un punto M dell'ipotenusa. 

La perpendicolare da M su A B passa per un punto fisso О 
che è il quarto vertice del quadrato PQ RO. La MO è segata 
dalla AB in un punto S il cui luogo quando M varia sulla 
ipotenusa è la cubica considerata. La sua equazione riferita 
al sistema d'assi Oy, Оу è (ponendo PR=a): 


(у — а) (42 ba) a (у? + 0° — ey) = о 
e riferita agli assi OX, OY: 


у 


X(X3+ Ута È (Y? + 3X?) 


La parallela а PQ condotta per E, punto medio di ОЕ è 


l’assintoto reale della cubica, il cui vertice E' corrisponde al 
punto medio di ER. 
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Si può tracciare facilmente la tangente alla curva osser- 
vando che si può considerare questa come la pedale, dal 
punto O, di una parabola inviluppo delle rette A B, parabola 
che ha per vertice Е’ e per foco Е; la tangente è dunque de- 
terminata. 


Fig. 301. 


Cissoide. — È la curva studiata per primo da Diocle per la 
soluzione del problema della duplicazione del cubo. (V. tale 
argomento). 

Può essere generata in varii modi fra i quali i seguenti si 
prestano ad una costruzione facile con sola riga e squadra. 

I, — Abbiansi un punto О (fig. 302) ed una retta n. Condu- 
ciamo da O la perpendicolare ad n. Da O conduciamo poi una 
retta qualunque OE e, dal piede F della perpendicolare OF 
ad n, tracciamo la perpendicolare ad essa FH e portiamo in- 
finejO M, — HE in grandezza e direzione. Il luogo di M, è la 
cissoide. Il luogo di H essendo il circolo di diametro O F riesce 
evidente la costruzione della cissoide quando esso circolo sia 
tracciato, 
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La sua equazione in coordinate polari è : 


а sen? o 
COS w 


P = 
nella quale: 


ОМ = р ВОА = ОА dA 


Fig, 302 


in coordinate cartesinne rispetto agli assi Ош, Oy, ё: 


ай 


Г 2 
liceo 
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п. — Abbiansi due rette т, n parallele ed un punto O sulla 
m. Conduciamo da O una retta qualunque OB; da B ove sega 
la n conduciamo a questa la perpendicolare, che segherà la 
m in C; da C conduciamo la perpendicolare alla OB; il piede 
di questa perpendicolare sarà M, il cui luogo è ancora la cis- 
soide, (v. fig. 302). 

шн. — Abbiasi un angolo retto A OD. Da un punto fisso A 
d'uno dei suoi lati conduciamo una retta qualunque A G, e dal 
suo vertice O la parallela ad essa. Abbassando da G la per- 
pendicolare su questa si avrà il punto M, il cui luogo è la 
cissoide, v. fig. 302, (1). 

La cubica circolare di Jerabeck. — Data una circonfe- 
renza (O) ed una tangente A C cerchiamo il luogo del punto 
medio M del segmento d'una tangente variabile compreso fra 
il punto di contatto B e la tangente fissa A C. 

Prendendo per assi O A e il diametro perpendicolare e indi- 
cando con (а, џ), (2', у!) le coordinate dei punti M, B, si 
trovano facilmente le equazioni: 


et р! = г" ert фуу = г 
g= (er) 
dalle quali eliminando æ’ ed y’: 
40у? (2 гу – (202 —– га — г?) 
e sopprimendo il fattore æ — г comune аі due membri : 
да (а +} у?) — 3га — гз=о (1) 


Il luogo di M è dunque una cubica circolare. Si può dimo- 
strare geometricamente che questo luogo è una cissoidale. 
Infatti, conducendo la tangente 7° nell’altro estremo D del 
diametro A D, e per M la parallela a BD, essa segherà AD 
in Rela DT in Fesi avrà RF-—ME per l'eguaglianza dei 
triangoli FOR, BME. Ora, il punto E descrive la circonfe- 


renza di centro O e di raggio 1 resi ha РМ= ЕЕ dunque 
M descrive la cissoidale del punto R rispetto alla circonfe- 


renza (o. a 2 e alla retta 7. 


(1) Vedasi pure al 2 Strofoide pag. 333. 
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Scrivendo l’equazione (1) sotto forma omogenea: 
4c (ай + y°)= 12304 г) 


si vede subito che le rette: 


2 = о у= еу — 1 y=-@V-1 


sono assintoti. Dunque le rette isotrope condotte per O sono 
assintoti, ed O è un foco della cissoidale. Il punto R è un punto 
isolato della curva e due punti d’ inflessione corrispondono ad 


2 = dr. Si può costruire la tangente in M conducendo la 


tangente in E al circolo OE e facendo ЕН= EG; H appar- 
tiene alla tangente in M; oppure innalzare sul suo punto di 
mezzo N la perpendicolare alla M F, che segherà la OB in un 
punto S della normale in M. 

— Sia P l’intersezione della polare di M rispetto al circolo 
dato, con la retta О M. Siccome si ha O P: ОМ = r?, il punto 
P descrive la curva inversa della cubica circolare (M), es- 
sendo O il polo. 

Dall’ equazione (1), facendo: 


c -—pcos 9 y = p sen Ф 
si deduce l'equazione polare della curva (M): 


4p) cose — 37? о cosgp— г = 0 
2 
e sostituendo p con - - quella della curva (Р): 


e+3r р? cose — ár? cosg=0 


dalla quale si deduce l’equazione della (P) in coordinate orto- 
gonali: 


(0° + y?) (2% + y 3га) —– ár*2—o0 


Questa linea è dunque una quartica bicircolare. Le tangenti 
in M e P hanno direzioni simmetriche rispetto ad O M. 

— La retta B P inviluppa una curva che si può considerare, 
sia come polare reciproca della (47), sia come antipedale di (Р). 
il punto di contatto Q di BP si puó dunque ottenere, sia come 
intersezione di B P con la perpendicolare da O alla tangente 
MH, sia conducendo per O una retta O, Q il cui punto di 
mezzo w si trovi sulla normale Р, alla curva. 
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La concoide di De Sluse. — La costruzione seguita da 
De Sluse era questa: Dati un punto О, шпа "теа г e una co- 
stante /?, si conduce per O una retta arbitraria che segherà 
г in M, e si porta su OM a partire da M e nella direzione O M 
un segmento MP tale che si abbia ОМ. MP = К, Il luogo dei 
punti P è una concoide slusiana. 

Prendendo come polo O e come asse polare la perpendico- 
lare condotta per O sulla r si avrà: 


= Ma p mee 
= pu cos 9 Eger cos ® 


quindi l’equazione polare della curva è : 
а (p cos 9g — a) = k cos? e 
e in coordinate cortesiane: 
а (2 — а) (а + у?) = k а? (1) 


à 
Se si porta il segmento DI a partire da?M nella direzione 
1 
MO in M P', il luogo dei punti P! avrà per equazioni: 
а (в — а) (а + y’) = k a? (17) 


Esso non ha più la forma a conca. Tuttavia potendosi, l’ e- 
quazione (1') dedurre dalla (1) cambiando la costante positiva 
k? in negativa — °, è naturale di considerare (1) come l’ equa- 
zione generale delle concoidi slusiane quando / è una costante 
reale oppure immaginaria. 

— Per ottenere una costruzione più pratica di quella di R. 
De Sluse consideriamo il luogo dei punti N tali che si abbia: 


ОМ. ОМ = к 
О, М, № essendo tre punti d'una stessa retta. Questo luogo ё 
il circolo А che ha per centro il punto C (45 ' 0) e che 
passa per l’origine. In ciascun raggio vettore partente da O, 
si ha: 
ON=MP = МР! 


Dunque: «essendo dato un circolo А, un punto Olsulla sua 
periferia ed una retta r parallela alla tangente in O, si con- 
duce per O una retta arbitraria che sega la retta in M e il 
circolo in N; su tale retta si porto, a partire da M, sempre dal 
lato di O, oppure dal lato opposto MP', MP=0N; il luogo 
dei punti risultanti è una concoide slusiana ». 
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In questa curva r è un assintoto d'inflessione, mentre О è un 
punto doppio. Il punto O è sempre un punto isolato se k? > o. 


Fig, 304, 


Quando k? < o esso è un nodo, una cuspide od un punto isolato 


secondo che k? è superiore, uguale od inferiore a — а, А 
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La concoide di De Sluse è una pedale di parabola, il polo 
essendo nell’ asse. Essa ammette una generazione analoga a 
quella della cissoide, la tangente al circolo direttore essendo 
sostituita da una parabola a questa retta. 

Si può generarla meccanicamente con un inversore (V. oltre). 

Trisettrice di Longchamps. — L’ipocicloide a tre cuspidi 
(la curva meravigliosa del Cremona) si trasforma, per polari 
reciproche, in una curva notevole che è una trisettrice (1). 

Consideriamo in un circolo di centro O (fig. 305), un diametro 
fisso A B. 


Fig. 305, 


Facciamo l'arco A D—2BE; è noto che la corda DE invi- 
luppa un'ipocicloide a tre cuspidi che tocca la circonferenza О 
nei vertici d’un triangolo equilatero A M N. Il punto di contatto 
di D E со! suo inviluppo è il simmetrico di D rispetto ad E. 


(1) È la curva detta Tricratere regolare dal Bellavitis. 
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Le tangenti al circolo О in D ed E, s'incontrano nel polo 7 
della D E. Il luogo di Z è dunque la polare reciproca dell’ ipo- 
cicloide rispetto al circolo O, ossia è la curva cercata. 

Siano : 

О == а ІОБ = 


le coordinate polari di / e poniamo ғ = EOB , ОВ = Б. 
Avremo: 


= EOB+DOB _ ih: ELE Lira 


10в= РОВ ЕОВ _ 18e 3 sit 


da cui si deduce, considerando il triangolo rettangolo ТОЛ, 
l'equazione polare della curva : 
R 


PE" costo (9 


ossia, іп coordinate cartesiane: 
&(3y!— æ) — R (a + y°)=0 


La curva è dunque una cubica caratterizzata dall’ avere un 
punto doppio ombelicale e dall’ammettere tre assi di simme- 
tria. L'equazione (1) prova che la curva è una trisettrice (vedi 
Trisezione dell’ angolo). 

Per avere la tangente alla curva, per esempio in 7, basta os- 
servare che essa è la polare, rispetto al circolo O, del punto F 
in cui DE tocca l'ipocicloide; siccome essa sega DE nel co- 
niugato armonico di F, basta dividere D E in tre parti uguali 
e unire 7 con K, primo punto di divisione a partire da E. 

Pedale dell'ipocicloide di Steiner rispetto ad una cu- 
spide. — Se si prendono sopra una circonferenza CDA a 
partire da uno stesso punto C ed in sensi opposti, gli archi 
CDA — CB= 8 doppi l'uno dell'altro, la retta A B invi- 
luppa un’ipocicloide a tre cuspidi. Il punto di contatto E di 
AB é simmetrico di A rispetto a B. 

I punti A e B coincidono e la retta A B diviene tangente al 
cerchio direttore quando: 


ЖЕ 3 | x = 240° | x = 480° 
s w a0 | B= 240 


www.rcin.org:pl 


— 350 — 


1 punti cosi ottenuti sono i vertici di un triangolo equilatero 
CC' C" e si chiamano vertici dell'ipocicloide. 

La retta A B diventa un diametro del circolo direttore 
quando : 


Fig. 800. 


Il punto A coincide allora con С, C" o С!; i diametri con- 
dotti per questi punti sono tangenti all'ipocieloide in punti 
О, 0"! , O' che sono simmetrici di C, C'' o С! rispetto all'altra 
estremità del diametro. I punti О, О', О” sono punti cuspidali. 

Cerchiamo ora la pedale del punto O. Siano D il punto di 
mezzo dell’arco CDA , N il punto d'incontro di A B con CO. 
Essendo DB perpendicolare a CN el AB parallela a DC, si 
vede facilmente che VB— DC. La OP incontra CD in un 
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punto M della circonferenza di diametro OC. I raggi dei cir- 
coli CDA , CMO essendo nel rapporto di 1:2 si ha CD= 
=DM= BN; dunque MN è parallela a DB e per conse- 
guenza perpendicolare ad O C. Da cui la costruzione seguente 
della pedale (P): 
si proietta un punto qualunque M della circonferenza di 
diametro OC in N sul diametro OC, poi N in P sulla corda OM. 
In coordinate polari (p — ОР, о = NOP) si ha l’equazione : 


p == а соз? w 


La curva (P) ha avuto il nome di Ocale di Münger. 


Quartiche unicursali. 


Il folio doppio. — Questa curva possiede un punto triplo 
che offre la particolarità d’ una cuspide per due rami della 
curva che concorrono in esso. La curva ammette le direzioni 


Fig, 307. - 


isotrope come direzioni assintotiche doppie. L'equazione del 
folio doppio riferita ad assi ortogonali, dei quali y tangente 
nel punto cuspidale, è : 

а? (а а + by) = (2% + y 


V. — Possiamo ottenere la curva considerando un angolo retto 
OAB e facendo le costruzioni seguenti. Da B conduciamo una 
retta m qualunque e da O la perpendicolare ad essa ОР; da 
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Р 1а perpendicolare PN ad ОА e da N la perpendicolare ad 
OP che la sega nel punto M il cui luogo è il folio doppio. 
La sua equazione polare è: 


p = а cos? о + b sen o cos? o 
nella quale : 
AOS AB=b ОМ = џ AOM = w 


y 


Vin 


Fig. 308, 


Quando la tangente nel punto cuspidale è pure asse di sim- 
metria della curva si ha il folio doppio retto, che corrisponde 


Fig. 309, 


al caso particolare in cui а = 0. Si può ottenerla con la co- 
struzione della fig. 308 nella quale Om è una retta qualunque, 
O' A perpendicolare ad essa, A N parallela ad 00', NM per- 
pendicolare ad Om. 
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Oppure (quando O M — ON) con quella della fig. 309, nella 
quale m è una retta qualunque uscente da М; NE perpendico- 
lare ad т; EP perpendicolare ad MF. La curva è il luogo di P. 


Fig. 10, О 


EI. — Siano i punti fissi О, A (fig. 310). Si costruisca un an- 
golo retto OBA. Si conducano BC perpendicolare su OA e 
СМ, OM rispettivamente parallele ad OB, BA; la curva sarà 
il luogo di M. 


G B 


Fig. 311. O H 


I. — Costruendo il triangolo rettangolo O BA (fig. 311) coi 
cateti passanti per i punti fissi О, A, conducendo BC parallela 
ad OA fino ad incontrare in С la perpendicolare in O ad OA e 
abbassando da C la perpendicolare su OB si ha il punto M 
il cui luogo è il folio doppio retto. 

Il folio semplice. — Questa curva ha un punto triplo e le 
tangenti in esso sono coincidenti; le direzioni isotrope sono 
le sole direzioni assintotiche della curva. 

Sia O A un segmento dato. Conduciamo per O una retta qua- 
lunque m, da A la perpendicolare su di essa A P; da P la per- 

Guers, — Matem, dilett, 23 


www.rcin.org.pl 


— 354 — 


pendicolare PQ su ОА e ida Q la perpendicolare su m che la 
sega in R. Il luogo di R è il folio semplice, la cui equazione, 
assumendo come asse delle г la OA, e la perpendicolare ad 
essa in О come asse delle y, ё: 


А а? = (a 4 у?) 
nella quale A ё una costante. Ponendo: 
ОА = т ОМ = р MOÓA-w 
si ha l'equazione polare della curva: 


р = т cos o 


Fig. 312. 


Il folio semplice, detto pure Ocale di Münger, (1) non è che 
un caso particolare in una famiglia di curve la cui equazione 
generale sarebbe: 

[Qoo cen He B en 


La йд. 312 rappresenta la costruzione di un punto M relativa 
al caso di n —3 cioé di: 
== m cos! o 


La costruzione sopra indicata per ottenere il punto M è qui 
ripetutn tre volte; in altri termini, il luogo del punto R sa- 
rebbe il folio semplice (n — 1); quello di T sarebbe la curva 
corrispondente ad n = 2, ecc. 


(1) Vedi pag. 349-350. 
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І? espressione generale della distanza ON fra il piede della 
normale in M sull’asse Ог, e il punto Оё: 
ON п +1 


OU 2n 42 
e quindi per il folio semplice: 
3 
ОМ = 1 oU 


Il trifolio retto. — Questa curva ha un asse dí simmetria ^ 
e un punto triplo O le cui tangenti sono: la perpendicolare M 


Fig. 313, 


all asse 4 per uno dei rami, e le bisettrici degli angoli for- 
mati dalle rette A 4 per le altre due. Le sole direzioni assin- 
totiche della curva sono quelle isotrope. 

L'equazione del trifolio retto, rispetto agli assi à e a’, ё: 


(0° | y?P = А а (m — y?) 


nella quale A è una costante. 
Eccone la costruzione. Da O conduco una retta qualunque 
т; da A la perpendicolare ad essa AP; da P la perpendico- 
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lare ad OA sulla quale segno P' simmetrico di P; da Р! con- 
duco la perpendicolare ad m ed ottengo su questa il punto M 
il cui luogo è la curva cercata. Ponendo : 


AO ОМ = р МОА = а 
si trova l’equazione polare: 


p =a eos o — 2a sen? o cos w 


Lemniscata di Bernouilli. — Questa curva, tanto utile 
nella teoria delle funzioni ellittiche, deriva il suo nome (come 
altre analoghe) dal greco Aeu»xo; che significa striscia an- 
nodata ad otto. 

Fagnano, matematico italiano, ne dimostró geometricamente 
(nel 1750) le proprietà geometriche ; Eulero studiò la curva ana- 
liticamente, ma venne poi denominata da Bernouilli. 

Essa è un caso particolare degli ovali di Cassini (v. pag. 360) 
è un’inversa ed una pedale dell’ iperbole. Essa è pure la curva 
che segue un punto pesante A per arrivare ad un punto B fisso, 
nello stesso tempo che se seguisse la retta A B. 


Fig. 314. 


Siano gli assi ortogonali 0,,0y e i punti M,N fissi su di 
essi. Conduciamo per M ed N due rette qualunque m,n paral- 
lele fra loro. Esse segano in A e B gli assi. Conduciamo da O 
la perpendicolare OR su A B. Il luogo di R è la lemniscata la 
cui equazione è, rispetto a tali assi: 


ab ay == (a? + у?) nella quale ü-—-0M DEON 


www.rcin.org.pl 


— 357 — 
L'equazione polare è: 
р? = a? cos 28 
cui corrisponde l’equazione cartesiana : 
(c + 0) = а? (e? y’) 


riferita ad altro sistema di assi. 

La curva ha un centro in O che è pure un nodo retto di essa; 
essa passa doppiamente per gli ombilici del piano. Tali sono le 
caratteristiche della Iemniscata, Essa può considerarsi come 
la pedale, dal suo centro O, dell’iperbola equilatera che è 
inviluppata dalle rette A B. 

Chiocciola di Pascal. — Consideriamo la curva come con- 
coide del circolo OA di diametro a. Possiamo allora costruire 
la curva con la sola riga e un’apertura fissa di compasso. In- 


Fig. 315, 


fatti, prendiamo sulla circonferenza un punto O qualunque e 
conduciamo per esso una segante che intersecherà il circolo 
in un’altro punto A ; portiamo da A, nei due sensi, sulla segante 
stessa un segmento dato b. Il luogo dei punti M M' così ottenuti 
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(prendendo O come origine, il diametro condotto per O, come 
asse a, e la tangente in О al cerchio come asse y) avrà per 
equazione : 


(шї + y — 2a wf — b (a + yn o 
e in coordinate polari: 
p=2a cos о + b 


Esso è del quarto grado. La chiocciola di Pascal ha due punti 
doppi all’infinito (i punti ciclici) e un punto doppio al finito che 
é l'origine. È quindi una quartica bicircolare ed unicursale. 

Quando b < а la curva ha la forma della fig, 315. 


Fig, 316. 


Quando b=a la curva ha la forma della fig. 316 e allora 
prende il nome di cardioide. 

Questa curva ё anche un’ epicicloide monocuspidale ; è P in- 
versa focale della parabola e la sola chiocciola rettificabile. 

Per a<b<2a si ha la forma della fig. 317. 

Per 5—2a si ha la forma della fig. 318 e quando b > 2a si 
ha una forma quasi ovale. 
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Si può anche definire la chiocciola di Pascal come la curva 
inversa d'una conica rispetto ad uno dei suoi fochi. 
L'equazione polare di una conica é: 


Ё 21 — e così 
П 


quindi l'equazione polare della chiocciola вага: 


r =a — b così nella quale mec 


La curva sarà l’inversa di un'ellisse o di un’ iperbola, se- 
condo che sarà a> oppure <b; nel primo caso sarà una 
chiocciola ellittica ; iperbolica nel secondo. Quando а =b la 
curva è l' inversa d'una parabola, relativamente ad un cerchio 
d'inversione il cui centro é il foco della parabola e il raggio 
ne é il semiparametro, ecc. 

La chiocciola di Pascal é anche una epicicloide, una isottica 
di due circoli, nonché un caso particolare dell'ovale di Cartesio 
(nel quale due fochi coincidono). 

Se si considera la chiocciola di Pascal come pedale del cir- 
colo da un dato punto, si puó costruirla con sola riga e squadra. 

Siano infatti (fig. 315) A il centro e M M' il diametro del cir- 
colo; conducendo per M e М' due rette fra loro perpendicolari, 
il loro punto comune S sarà un punto del circolo, 

La SP perpendicolare al raggio A S sarà la tangente al cir- 
colo in S e la OP perpendicolare alla tangente darà il punto 
P della chiocciola di Pascal, pedale del circolo A da 0. 

Ovali di Cassini. — Così viene denominato il luogo dei 
punti, il prodotto delle cui distanze da due punti fissi, detti 
fochi, è costante. Prendendo per asse delle г la congiungente 
i fochi F, F' e per asse delle y la perpendicolare da essi equi- 
distante ; chiamando с, e — c le ascisse dei fochi e а? il pro- 
dotto dei raggi vettori, l'equazione del luogo risulta: 


(o — e} + y Ца + c! + y°] – а* = о 

Che si può mettere sotto una di queste due forme : 
(а + у? + е ид — at = о 

yi +24. (0° 4 е) + (2% — с): — пй = о 
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Questa equazione rappresenta una quartica bicircolare ; le 
rette isotrope condotte per i due fochi ne sono gli assintoti, 
e i due assi coordinati ne sono assi di simmetria. Consideriamo 
i varii casi possibili relativamente ai valori di a e c. 


4. — Pera>e у 2 si ha una curva simile ad un’ ellisse, 
che perciò venne detta ellisse di Cassini (fig. 319). 


y 


Fig. 319. 


2. — La curva ha lo stesso andamento della precedente 
quando a=€y 2, ma è bitangente al circolo C di raggio c 
(fig. 320). 


Fig. 320, 
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3. — I punti B e B', quando @ Сү?» sono interni al 
cerchio C (fig. 321). 


Fig. 321. 


^. — L'equazione, quando a = с diviene (a? -+ y?} = 
= 26% (æ? — y?); la curva è allora una temniscata (fig. 322). 


Fig. 322. 


5. — Se а < с la curva è costituita da due ovali separati 
(fig. 323). 


Fig. 323, 
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Ovali di Cartesio. — Siano т, m! le distanze di un punto 
variabile M da due punti fissi (fochi) O, O' ; A e k due quan- 
tità costanti. Supponiamo : 5 


MEL unu + К 


ll luogo geometrico di M quando variano m,m! è un ovale 
di Cartesio. 

Chasles ha dato la seguente elegante costruzione di tali ovali. 

Abbiansi due circoli О, 0’; per un punto qualunque H della 
loro centrale О О’ si conduca una segante qualunque che se- 
gliera Om P, Q ed ОЕ, г; i raggi OP,OQ,O0' E, O' J£ 
prolungati s'intersecheranno nei punti M M! , NN' che appar- 
tengono rispettivamente a due ovali di Cartesio. 


Fig. 394. 


Casi particolari. — Quando H coincide con O il luogo di M 
è il circolo О' e viceversa ё О quando H coincide con O', 

Se Н è all'inflnito, nella direzione O O' il luogo di M è il cir- 
colo che ha per diametro S S', essendo S, S' i centri di simili- 
tudine di O, O'. Detto circolo è il luogo dei punti dai quali i 
due circoli 0, O' sono veduti sotto angoli uguali. 

Se H coincide con S l'ovale diventa un'iperbola luogo dei 
centri dei circoli C tangenti ai circoli O , O' in modo che questi 
siano entrambi interni, o entrambi esterni alla serie di circoli 
C; se H coincide con S', si ha l’iperbole luogo dei centri dei 
circoli tangenti ad O, O' in modo che sieno O interno ed О! 
esterno o viceversa. 

Se H coincide con uno dei punti р, G,/I,L uno degli ovali 
si riduce ad un punto, (O' od O). 
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Si può costruire l'ovale di Cartesio con un filo di lunghezza 
costante k in modo analogo a quello, ben noto, per la costru- 
zione dell’ellisse. 

Abbiansi in O , O' due spille, alla prima si fissa un capo del 
filo, si fa poi passare il filo attorno allo spillo in O' e si intro- 
duce la punta della matita nell’ occhiello che termina l’altro 


Fig. 325. 


capo del filo; spingendo la punta della matita contro il filo in 
modo da formare il triangolo O M O' si avrà come luogo di M 
un ovale che corrisponderà ad: 


m--2m'zk 


Se 00! zs E. l’ ovale riesce appuntito in О, Se 00' < 1 i 


punti O , O' riescono entrambi interni all’ ovale. 

Cicloide. — È la curva descritta da un punto d'una circon- 
ferenza che ruota senza scorrimento su d'una retta. E pure la 
traiettoria d'un peso che tende un filo che si arrotola intorno 
ad una circonferenza posta in un piano verticale. Essa si ri- 
produce nella sua evolvente. 
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La cicloide è una curva ѓаиѓосгопа vale a dire che i tempi 
impiegati da un punto pesante a cadere lungo di essa, sono 
uguali, qualunque sia il punto dal quale esso parte. Huyghens, 
valendosi di tale proprietà scoperta da lui stesso, costrusse il 
pendolo isocrono. 

La cicloide è inoltre brachistoerona ossia è la curva che deve 
seguire un mobile fra due punti dati, in un minimo di tempo. 

Essa è inoltre il limite delle evolventi successive e alternate 
d’una curva qualungue fra due parallele date, mentre fra due 
rette concorrenti la curva limite sarebbe un'epicicloide. 

La cicloide fu proposta da Giovanni Bernouilli per la n-sezione 
degli archi e dei segmenti circolari e Newton fece notare come 
sarebbe assurdo cercare il valore del lato del chilogono, ad es., 
per mezzo dell’equazione del millesimo grado che lo determina, 
mentre si può ottenerlo facilmente con l’uso della cicloide. 

Epi e ipo-trocoidi. — Sono le traiettorie dei punti del piano 
d’un circolo che ruota, all’ esterno o all’interno, su di un cir- 
colo fisso. Quando i punti che si considerano come descriventi 
la curva appartengono alla circonferenza stessa, si hanno i 
casi particolari di tali curve detti epi ed ipo-cicloide tanto 
usate nel tracciamento del profilo dei denti nelle ruote dentate. 

Ipocicloide a tre cuspidi. — È una curva algebrica di 
quart'ordine la cui equazione ё: 


(а? + 4°) 8л а (3y* — a?) + 18r? (0° + y?) —– 207г = 0 


Le proprietà notevolissime di questa curva, detta dal Cre- 
mona curva meravigliosa, furono studiate da moltissimi geo- 
metri; sarebbe qul fuori di luogo l’accennare ed esse. 

Mi limilerò ad indicare che la sua pedale relativamente ad 
un punto qualunque della circonferenza tangente internamente 
alla curva è un trifolio, e quella relativa ad uno dei punti cu- 
spidali è un оса/е di Mùnger, del quale si tratta nel paragrafo 
a pag. 350 fig. 306. 

Evolvente di circolo. — È la curva descritta da un punto 
d’un filo avvolto su di una circonferenza, quando lo si svolge, 
mantenendolo sempre tangente alla stessa. 

Si usa nel profilo dei denti delle cremagliere, nei ponti le- 
vatoi, negli eccentrici e boccioli, nelle turbine, ecc. 

La sua inversa è la spirale trattrice che ha le sue tangenti 
uguali. 

L’evolvente di circolo è una pedale della spirale iperbolica. 
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Catenaria. — È la curva che assume sotto l’azione della 
gravità una corda od una catena pesante e di sezione costante. 
La sua equazione è: 


y =e per 


Offre la particolarità di avere il centro di gravità più basso 
di quello delle curve isoperimetre passanti per due punti di li- 
vello. È il profilo teorico, delle volte di spessore costante e la 
curva d'una vela tesa dal vento (velaria), che agisca normal- 
mente ad essa, 

La catenaria è l’evolvente della £rattrice definita dalla pro- 
prietà di avere la tangente costante. È inoltre l’ortottica della 
logaritmica. 

Spirali. — D'Archimede. La sua equazione in coordinate po- 
lari è semplicissima: 


р = о 


Una spirale d’ Arcliimede viene descritta da qualsiasi punto 
unito ad una retta e distante da essa r, quando si fa rotare la 
retta su d’una circonferenza di raggio r. 

La pedale retta od obliqua del centro d’una circonferenza 
rispetto ad una delle sue evolventi è una spirale d’Archimede. 

Iperbolica. - La sua equazione е: 


jore] 


Essa é l'inversa della spirale d'Archimede, ed é anche la 
prospettiva d'un'elica veduta da un punto dell’ asse. 

La spirale iperbolica e il luogo delle estremità degli archi 
circolari uguali, aventi lo stesso centro e il loro raggio d'ori- 
gine sopra una medesima retta. 

Logaritmica. - La sua equazione è: 


aes ar 


Questa curva gode della curiosa proprietà d'essere anallu- 
gmatica (cioè inversa di se stessa), di essere inoltre la pe- 
dale, l' omotetica, la caustica, la polare reciproca, ecc. di se 
medesima (1). 

La spirale logaritmica è il limite verso il quale tendono le 
pedali successive d'una medesima curva. 


(1) Giacomo Bernonlli avrebbe desiderato che questa curva fosse incisa 
sulla sua tomba con questa iscrizione: « Eadem mutata resurgo». Venne pure 
detta la «phenic perpetue resurgens ». 
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Isotrepenti. — Sono quelle curve che hanno per epicicloi- 
dale una circonferenza, tale è, ad es., la spirale logaritmica. 

Le isotrepenti possono dunque dare un sistema di due ruote 
rotanti l'una sull'altra attorno a due punti fissi, per cui ven- 
gono usate in varii meccanismi. 

L'ellisse é isotropente rispetto al suo foco. 

Traiettorie ortogonali. — Vengono cosi denominate le 
curve che segano ad angolo retto tutte le curve d'una stessa 
famiglia, Eccone alcuni esempii : 


edes KB Trafettoria 
Famiglia di curve ortogonale 


Circoli tangenti in uno stesso punto ad 
una retta data o passanti per due 
рин аш „ш e V E Circonterenza 


Circonferenza o parabola che si sposti 
conservando lo stesso asse. . . . . Logaritmica 


Parabole aventi lo stesso asse e lo stesso 
vertice аы н „ут =, im Ellisse 


EES omofo6all. a + e. 9 va Iperbole 


Iperboli concentriche, aventi un punto 
CONO ent ii 5 Cassiniana 


Lemniscate aventi lo stesso centro e gli 
асва afi tme aperit mo А, oe Lemniscata 
con assi a 45° 
e quelli d. prime 


Settrice. — Se due rette brillanti ruotano uniformemente 
attorno a due dei loro punti, il luogo della loro intersezione è 
una linea oscura (interferenza). Questa curva, osservata la 
prima volta da Plateau e denominata da Schoute, comprende 
come casi particolari il circolo, l’iperbole, la strofoide, la tri- 
settrice, la sesquisettrice, ecc. 

Curva d'inseguimento. — Quale curva descriceranno tre 
cani che s’inseguano partendo ciascuno da uno dei vertici 
d’un triangolo equilatero? 

Essi seguiranno delle spirali logaritmiche. 
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Il problema generale consiste nel trovare la curva che segue 
un mobile A che si dirige costantemente su di un'altro punto 
ugualmente mobile B. Se la linea, secondo la quale si muove B, 
ё una retta, l’ equazione della curva descritta da A è della 
forma ; 

ghi æ— k» 


Vi Soi 


ma negli altri casi si hanno equazioni differenziali, in generale 
non integrabili. II problema può mettersi sotto altre forme, 
fra le quali le seguenti : 

I. — Un viaggiatore, sull’ esempio dei tre Re Magi, si pro- 
pone di camminare dirigendosi costantemente verso una stella 
determinata ; precisare la sua traiettoria sulla sfera terrestre. 

II, — Un esploratore agli avamposti si approssima ad un 
albero per meglio osservare un drappello nemico che segue 
una direzione rettilinea ; quale percorso dovrà seguire questo 
esploratore per essere sempre nascosto dall'albero ? 


Tracciamento meccanico 
delle curve e delle superfici geometriche. 


Sistemi di sbarre articolate. — Curve (1), piano, sfera, есе. 

Venne dimostrato da Kempe, nel 1875, in un teorema che porta 
il suo nome, che è possibile, con un sistema di sbarre articolate 
appropriato, il tracciamento d’ una qualsiasi curva algebrica. 

Anche il Kcenigs dimostrò (2) un suo teorema secondo il quale, 
si può sempre, per mezzo di sistemi articolati, realizzare un 
movimento algebrico qualsiasi, e, in particolare, descrivere 
qualsiasi superficie o qualsiasi curva nello spazio. Questo teo- 
rema aperse un campo di ricerche nuove e fecondo nel do- 
minio delle combinazioni meccaniche e permette la soluzione 
di molti problemi di Meccanica che altrimenti riuscirebbero 
assai laboriosi. 

Mannheim dimostrò pure che una retta nello spazio può es- 
sere descritta con un apparecchio composto di otto sbarre, 


(1) Vedanai pure, per il tracciamento meccanico delle curve, і è «Sistemi 
articolati» « Trisezione dell'angolo» «Quadratura del circolo» « Duplica- 
zione del cubo». 

12) C. R. de l'Académie des sciences di Parigi, 6 maggio 1895. 
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Fig. 326, Fig. 327. 


C о 


Fip, 828. 
GHERSI, — Matem. dilett. 24 
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Mi limiteró ad un cenno sui principali apparecchi del ge- 
nere, cioé su quelli atti al tracciamento delle curve piü co- 
muni della geometria e di qualche superficie. 

Ellisse. — Tracciamento col filo. 

È ben noto il tracciamento col filo (detto dei giardinieri), che 
consiste nel fissare, nei fochi, le estremità d’un filo lungo 
quanto l’asse maggiore, filo che deve poi essere mantenuto 
teso, durante il movimento, dalla punta tracciante. 

È questo un procedimento grossolano, utile però in molti 
casi nei quali la precisione non è richiesta. 

Ellissografi articolati. — È dimostrato da Schooten che se 
in un compasso articolato una punta resta fissa e l’altra si 
muove su di una retta passante per questo punto, ogni punto 
del secondo braccio descrive una el- 
lisse. In base a tale osservazione 
Peaucellier costrusse nel 1873 il pri- 
mo ellissografo articolato, che é rap- 
presentato nella fig. 326 nella quale 
O è il punto fisso; ogni punto M della 
sbarra BK descrive delle ellissi. 

Analogamente nelle guide Hart e in 
quelle rappresentate nelle fig. 327-328 
si hanno altrettanti ellissografi; la 
lettera M indica in tutte le dette fl- 
gure la punta tracciante. 

Se il sistema articolato di Hart è 
un romboide, il punto F (fig. 329) si 
muove sulla perpendicolare ad A B 


Fig. 329, passante рег A. Dunque GF — GA ed 
ogni punto di GF descrive un'ellisse, 
Elissografi dicersi, — Numerosissimi sono i compassi per 


tracciore ellissi o ellissograft. Fra i tanti ne citeremo uno 
assai semplice dovuto a Elia Renille che può avere una reale 
utilità pratica specialmente per disegno, 

Esso è costituito da una riga scanalata longitudinalmente ; 
nella scanalatura possono scorrere due piuoli metallici che 
si possono fissare in una determinata posizione con adatta vite 
che fa parte di essi. All'estremità della riga ё fissata una ma- 
tita o un tiralinee. 

Si porta la matita al centro dell'ellisse e si porta lo scorsoio 
situato dal lato opposto della matita, nel punto più discosto 
dell’ellisse. Nel punto più vicino di esso, invece, si fissa l’altro 
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scorsoio. Si dispone allora una comune squadra da disegno 
col vertice dell'angolo retto nel centro dell ellisse e coi lati 
passanti rispettivamente per i punti più vicino e piu lontano 
dell’ ellisse. Si fa quindi poggiare uno degli scorsoi contro la 
Ssqadretta, mentre l’altro si fa corrispondere al suo vertice so- 
vrapposto al centro e si fa girare la sbarra, in modo che i due 


| 
| 
| 
| 


Fig. 330. 


scorsoi rimangono sempre aderenti uno ad un cateto e l'altro 
all’altro della squadra, tenendo questa ben ferma o fissandola 
opportunamente. Con la posizione della squadretta indicata in 
figura si otterrà il quarto di ellisse, diciamo così, Nord-Ovest 
e con tre spostamenti della squadretta si potranno tracciare 
gli altri tre quarti. 

Il principio fondamentale degli ellissografi di tal genere è 
questo: Date due rette a, 5 comunque inclinate l'una rispetto 
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all’altra, se si fa muovere una retta c in modo che gli estremi 
di un suo segmento costante M N percorrano a e b, un punto 
qualunque della с descrive un’ellisse di centro O. Se l' angolo 


[eme ei 


G 
Fig. 331. H 
C H 
а, 0 è retto, il punto di mezzo S di M N descrive un circolo 
di centro O e di raggio E . Quindi alla retta b si può so- 


stituire una sbarra (fig. 331) rotante attorno а C, articolata in 
S con altra sbarra SN = SC, il cui estremo N scorra sulla 
CH. Un suo punto qualunque P descriverà un ellisse di semi- 
assi CG=CS— PS е CH=CS+ PS. 

Iperbole. — Iracciamento col fil». 

Si può descrivere un arco di iperbole, con movimento con- 
tinuo, in questo modo. Si fissa in uno dei fochi F” (f1g.:332) uno 


A 


Wr £^ 
Ps 
< 


Fig. 332. 


degli estremi d'una riga in modo che questa possa rotare at- 
torno ad esso punto. Un filo, la cui lunghezza è minore di 
quella della riga della quantità costante AA' (distanza fra i 
vertici) è fissato per un estremo al punto F e per l’altro al 
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punto К estremo della riga. Se si tende allora costantamente 
questo filo, lungo la rigo, per mezzo d'una matita, facendo 
rotare la riga attorno ad Е”, la punta della matita traccerà 
Parco d'iperbole voluto, poiché si ha sempre: 


МГ — MF = (МЕ + MK) — (MF + MK) = АА! 


Per Ja metà inferiore del ramo di curva si tende il filo sul- 
l’altro lato della riga. Analogamente si traccia l’arco del- 
l’altro ramo. 

lperbolografo a liquido. — Sia, rispetto ad un sistema d’assi 
ortogonali, y = f (22) l'equazione d'una curva F ed AB una sua 
secante (A e B essendo due punti consecutivi d'intersezione 
della retta con la curva). Proponiamoci di determinare l’ invi- 
luppo della retta A B che limita sulla curva F una superficie 
d’area data. 

Se l'area AF B è costante il punto di contatto di A B e del 
suo inviluppo sarà nel mezzo di AB e a convincersene basta 
considerare la posizione di AB infinitamente vicina. 

Quindi, se (2, , yd (£1, yi) sono le coordinate di A e di B, 
quelle (X , Y) di un punto della curva à, inviluppo di A B, 
ranno: 

Te Lo zd D, 


(1) 


Vi Yo t Yi 


+ о 


/ (2) +S (г) (2) 
“== 2 

L'area costante S compresa tra la retta AB e la curva F si 
può considerare come la differenza fra l'area del trapezio 
дарв e quella della curva F, a e b essendo le proiezioni 
di A e di B sull'asse delle æ. Si ha quindi: 


у 2000 TS шд 


ш, 
(2, = [ Jiz) dæ = 5 (3) 
Ja; 


Eliminando a ed г, fra le tre equazioni (1) (2) e (3) si otterrà 
l'equazione della curva 5 inviluppata dalla retta AB. Nel caso 
particolare in cui la curva Ё è di secondo grado la curva ^ è 
una conica omotetica, ossia la curva à è un circolo, un'ellisse, 
una parabola od una iperbole, secondo che la curva F è un 
circolo, un’ ellisse, una parabola, una iperbole od anche un 
sistema di due rette costituito dagli assintoti dell’ iperbole, 
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L'iperbolografo ideato da E. Estanave è basato su di una 
proprietà ben nota della tangente all’ iperbole. Essa consiste 
in questo: L'area compresa fra una tangente A В all’iperbole 
e gli assintoti OA , OB, ossia l'area del triangolo OAB é co- 
stante, In altri termini, si può considerare l'iperbole come 
inviluppo del terzo lato d'un triangolo AOB d'area costante. 

Se consideriamo un recipiente (fig. 333) di forma prismatica 
M NO , M'N'O' contenente un volume V di liquido, l’area del 
triangolo АОВ determinato sulla faccia MNO del prisma dalla 
superficie di livello ABB! A! rimarrà costante quando si farà ro- 
tare il recipiente attorno allo spigolo ОО! orizzontale, essen- 
doché АОВ x ОО! = V. 


9 в M B 
Fig. 333. Fig. 334, 


In tale movimento di rotazione la superficie libera del liquido 
inviluppa un cilindro iperbolico, le cui generatrici sono paral- 
lele ad OO'. 

È facile dimostrare che i volumi di liquido da introdurre in 
uno stesso recipiente per ottenere due iperboli omotetiche 
sono tra loro come il quadrato del rapporto d’omotetia /, 
ossia : 

МЕКУ, 


È da osservare che se l’angolo (fig. 334)1п O è retto (iperbole 
equilatera) e AB, A'B' rappresentano le posizioni estreme 
del liquido, la porzione di curva determinata dal liquido è sola- 
mente la CD, che d’altronde è la sola parte che può interessare. 
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Se alla parete A ОВ (l'angolo di О essendo uguale a quello 
degli assintoti dell'iperbole da costruire) si adattano esatta- 
mente lamine di rame ben deferso all’interno, e si usa come 
liquido una soluzione di bicloruro o di nitrato di rame, questo 
a contatto del rame precipiterà il mercurio in istrati ben netti 
sul rame, purché il moto rotatorio attorno ad ОО’ (ottenuto con 
meccanismo da orologeria) sia abbastanza lento ed uniforme. 

Con un apparecchio nel quale l'angolo in O fosse variabile 
si avrebbero due variabili w e V, e si potrebbero così, trac- 
ciare delle iperbole d'assi istabiliti a e b. 

Si potrebbero avere le iperboli su carta mettendo al posto 
della lastra di rame una lastra fotografica (previamente velata 
esponendola alla luce) e usando un volume V d'un rivelatore 
qualsiasi. Dopo la fissazione della negativa si potrebbero ripro- 
durre in carta le prove dell'iperbole tracciata dallo strumento. 


Fig. 335, —g 


Parabola. — Tracciamento col filo. 

Si può descrivere un arco di parabola con moto continuo, 
facendo coincidere la costola d’una riga con la direttrice DD' 
della curva (fig. 335) e applicando contro la riga il cateto mi- 
nore d’una squadretta. Un filo, lungo quanto il cateto maggiore 
di essa HG è fissato per un estremo nel foco F della parabola 
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e per l'altro all'estremità G del lato HG. Se si tende allora 
costantemente questo filo contro il cateto maggiore della 
squadra, per mezzo d’una matita, e se si fa in pari tempo 
scorrere la squadra lungo la riga, la punta della matita de- 
scrive un arco di parabola. 

Сопісодгай. — I sistemi arlicolati che servono a descrivere 
le curve inverse delle coniche, già descritti precedentemente 
(concoidonrafl, cissoidografi, ecc. possono servire come coni- 
cografi applicandovi degli inversori. 

Dell Autore. — Cinque punti del piano determinano una co- 
nica. Sul principio del teorema di Pascal è possibile costruire 
uno strumento o compasso atto a tracciare la conica, in ge- 
nere, determinata con tali dati A,B,C, D, E (fig. 336), 


Fig. 336, 


L'esagono iscritto sarà costituito dai cinque punti dati e dal 
punto F incognito. I due lati opposti AB , DE dell'esagono si 
segano in О; il lato BC e quello variabile EF in R, onde OR 
sarà la retta di Pascal; essa sega il lato CD in P epperó la 
AP segherà la ЕР іп F punto cercato. Sostituiamo alle rette 
della figura altrettante sbarre rigide; AB,D£ fisse, come 
pure BC e CD. Un'altra sbarra rigida sarà la OPR che può 
rotare attorno ad O, mentre le altre due sbarre mobili EF, AF 
possono rotare rispettivamente attorno ad E ed A. Se le sbarre 
BC, CD, EF, AF, OR sono scanalate e portano dei corsoi in 
R, P ed F, facendo rotare, per esempio, Ja EF attorno ad E, 
una punta tracciante fissata al corsoio F descriverà la conica 
che sarà ellisse, iperbola o parabola, secondo la posizione re- 
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lativa dei punti dati. Siccome le sbarre dovrebbero avere lun- 
ghezze eccessive pel tracciamento di certi archi della curva, 
non si farà altro che spostare il compasso assumendo come 
dati punti già determinati col tracciameeto d’una prima parte 
della curva, basandosi, cioè, su di un'altro pentagono più con- 
veniente del dato. 

Tolto questo inconveniente, d’altronde di poco rilievo, questo 
compasso da me ideato funziona benissimo e può riuscir assai 
utile in Geometria descrittiva, proiettiva, ecc. 

Cissoide e Strofoide retta (Newton). — Siano AP ed AQ 
due rette rettangolari; la prima assoggettata a passare per 
un punto P fisso; sulla seconda siasi presa una lunghezza co- 
stante 4Q uguale alla distanza dal punto P ad una retta fissa 


Fig. 337 


QR sulla quale il punto Q è assoggettato a scorrere. Il punto 
A descrive una strofoide. Infatti R essendo il punto d'incontro 
di AP con QR si lia evidentemente RC = RA. Se l'angolo PAQ 
è costantemente uguale a PCQ supposto qualunque, e se 
AQ = PC il punto A descriverà una strofoide obliqua. 
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Il punto medio M di AQ descrive invece una cissoide di 
Diocle. Sia infatti S il punto medio di PC ; tracciamo il circolo 
di centro C e di raggio C S; esso sega S M in G. Si vede che 
SM è parallela a PQ, quindi se si completa il parallelogramma 
PSNQ la retta DN è tangente in D al circolo CD poiché QN 
è uguale e parallela a CD Ma il triangolo P7Q é isoscele come 
i triangoli STM , SCG , QMN, il che dimostra appunto che il 
luogo di M è la cissoide di Diocle, 

Questo modo di tracciamento permette di costruire la nor- 
male in M e in A alle due curve poiché il centro istantaneo 
di rotazione della figura PAQ è il punto €, intersezione di QN 
con la perpendicolare PE a PA. 

Le normali cercate sono dunque EA ed EM. 

Сопсоійодгаћ. — Le concoidi sono curve i cui raggi vet- 
tori sono quelli d'un'altra curva, aumentati o diminuiti d'una 

quantità costante. Cosi la chiocciola 
1 di Pascal è la concoide interna del 
circolo. 

Si chiamano concoidografi gli stru- 
menti atti al tracciamento di tali 
curve, e si distinguono in protrattori 
e retrattori secondo che i vettori 
della curva base vengono aumentati 
o diminuiti. Tutte le guide articolate 
possono venire trasformate in con- 
E coidografl. 
€ La fig. 338 rappresenta un concoi- 

dografo nel quale il punto fisso è F 

Fig. 338. e quelli traccianti sono C e G. Si è 

notato a suo luogo che la chiocciola 

di Pascal, oltrechè come pedale del circolo, ecc., si può con- 

siderare come una concoide derivata da esso epperò i concoi- 

dograf! si possono considerare pure come chioccivlografi o con- 

chigliograft (v. oltre) quando la curva base, della quale de- 
scrivono la concoide, è il circolo, 

Curve cissoidali. — Se nel sistema articolato della fig. 339 
si flssano i punti A , E, la punta lracciante B descriverà una 
cissoide. Con compassi analoghi a quello sopra indicato si pos- 
sono tracciare la cissoide, la strofoide e la trisettrice come 
curve incersae delle coniche rispetto al vertice preso come polo. 

Si può ottenere lo stesso risultato, ma più semplicemente, 
con la disposizione della fig. 340 nella quale si fissano i punti 
G ed M, e C è la punla tracciante. 
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Conchigliografi. — Con questo nome vengono designati i 
sistemi articolati atti al tracciamento delle curve dette Chioc- 
ciole di Pascal. Si possono trasformare in conchigliografi i 
compassi già descritti come ellissografi, introducendovi lievi 
modificazioni. 


A F B 


Fig. ЗИ. 


Fig. 342. Fig. 343, 


In quelio della fig. 341 si rende fissa la sbarra CE; nella 
fig. 342 la CD; nella 327 la AD; nella 343 la EF; nella 328 la EF 
e nella 329 la GF, (1). 


(1) Vedasi pure « Concoidografi» pag. 378. 
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Sferografo. — «Se tre punti fissi d'una retta m si muo- 
«vono sopra sfere aventi i centri in linea retta, ogni altro 
«punto di tale retta m descriverà una sfera, per modo che 
«con opportuna scelta di dati, un certo punto di essa retta 
«descriverà un piano ». 

Questo teorema di Darboux può servire per descrivere una 
sfera il cui centro sia inaccessibile o il cui raggio sia gran- 
dissimo. In base a tale teorema il piano può essere descritto 
mediante un sistema di quattro sbarre. 

Ellissoidografo. — Si può definire la superficie dell’ ellis- 
soide come il luogo dei punti d’una retta, tre punti fissi della 
quale descrivono dei piani. Ciò posto, in base a quanto si è 
detto relativamente allo sferografo, si potrà descrivere la su- 
perficie ellissoidale mediante un apparecchio composto di do- 
dici sbarre. 
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SULLA RISOLUZIONE 
DEI PROBLEMI DI GEOMETRIA 
CON ISTRUMENTI ELEMENTARI 


Per istrumenti elementari s'intendono la riga, il compasso, 
la riga a due orli paralleli, la squadra e la falsa squadra. 

L'uso della riga permette di effettuare (nel piano) tutte le 
costruzioni lineari, cioé il tracciamento di rette e la determi- 
nazione delle loro mutue Intersezioni. 

I problemi più elevati esigono altre costruzioni che non sono 
più effettuabili con la sola riga. Queste costruzioni consistono 
generalmente nel tracciamento di curce più elevate della retta 
e il tracciamento di esse si può far dipendere dall’uso di stru- 
menti di disegno più complessi della riga. 

I problemi costruttivi si possono dunque classificare secondo 
questi due criterii: 

1. La natura delle curve dal cui tracciamento si può far 
dipendere la risoluzione domandata (1). 

2. La natura degli strumenti atti al tracciamento delle 
nominate curve. 

Col primo criterio si considera la semplicità geometrica delle 
curve; col secondo la semplicità meccanica del tracciamento. 

Nella geometria analitica abbiamo poi un terzo criterio ri- 
guardante la natura delle operazioni di calcolo, algebriche o 
trascendenti, dalle quali si può far dipendere la soluzione che 
si cerca. 

Secondo tutti e tre i criterî indicati si presentano in primo 
luogo i problemi di 1° grado (grafici e metrici). 


(1) Enriques Federico. — Lezioni di Geometria prolettiva. 
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Si possono collocare subito dopo i problemi di 2° grado (gra- 
flci e metrici). Invero: 

1.» Le costruzioni che occorrono per la soluzione di essi 
dipendono dalle intersezioni delle rette del piano con un cer- 
chio fisso, di dato centro; ed il cerchio è, sotto molti aspetti, 
la linea più semplice dopo la retta. 

2.» Il tracciamento del cerchio occorrente all’ uopo si può 
effettuare nel disegno con lo strumento compasso che è uno 
dei più semplici dopo la riga. 

3.° La risoluzione analitica di tali problemi dipende da una 
equazione del 2° grado (e da equazioni del 1» grado) ossia, ri- 
chiede soltanto l’estrazione d'un radicale quadratico (ed ope- 
razioni razionali sulle quantità che corrispondono agli elementi 
dati); una siffatta estrazione é l'operazione irrazionale più 
semplice che comparisca nell'algebra. 

Ai problemi di 2° grado si possono collegare quelli che, senza 
essere di 2° grado, si riducono però a successivi problemi di 
2° grado; ossia i problemi che si risolvono nel disegno coll’uso 
di una conica fondamentale fissa, la quale, nel caso dei pro- 
blemi metrici si suppone essere un cerchio di cui è dato il 
centro. E questi problemi sono evidentemente risolubili con 
riga e compasso; ma, viceversa, non è chiaro a priori che tutti 
i problemi costruttivi risolubili con la riga e col compasso si 
riducano a successivi problemi di 2° grado, e si risolvano quindi 
coll’uso della riga e d’un cerchio fisso di dato centro. 

Tale fatto può tuttavia essere stabilito. Basta notare che 
l’uso degli strumenti — riga e compasso — corrisponde alla 
possibilità di risolvere i due problemi fondamentali seguenti : 

1,° determinazione delle intersezioni di un cerchio con 
una retta; 
2.» determinazione delle intersezioni di due cerchi. 

Ora, il primo si riconduce (nel caso più generale di una co- 
nica qualsiasi) alla determinazione delle intersezioni d'una 
retta col cerchio fondamentale fissato a priori (1). 

Il secondo problema si riduce al precedente, bastando sosti- 
tuire ad uno dei cerchi l’asse radicale dei due, il quale si co- 
struisce linearmente. 

Resta così stabilito che: Tutti i problemi costruttivi deter- 
minati, che sono risolubili con riga e compasso, si possono 


(1) Vedi Opera citata. 
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risolvere con la sola riga e соі? uso di un cerchio fisso di 
dato centro. 

F. Severi ha poi dimostrato (1) come: Tutti i problemi deter- 
minati, risolubili con la riga e col compasso, si risoleano col- 
l’uso della riga e di un arco di circolo di dato centro. 

Se si tratta d’un problema grafico il centro del dato arco 
non interviene nella costruzione, e non è quindi necessario; 
mentre se si tratta d’un problema metrico, che si voglia risol- 
vere con la sola riga, occorre introdurre fra i dati l'assoluto, il 
quale viene determinato assegnando anche il centro dell'arco. 

Invece di considerare il cerchio come conica-luogo lo si può 
supporre dato come conica-inviluppo, ossia supporre possibile 
l'operazione del condurre per un punto esterno le tangenti al 
cerchio fondamentale, invece dell’ operazione correlativa del 
segare il cerchio con una retta; si potrà allora riguardare 
come dato un cerchio-inviluppo, quando invece del compasso, 
(2) si possegga lo strumento riga a due orli (paralleli s'intende) 
col quale evidentemente si possono appunto condurre le tan- 
genti da un punto esterno al circolo che abbia la larghezza 
della detta riga. 

Dunque: Zutti i problemi costruttivi determinati, che зі 
possono risolvere con la riga e col compasso, si possono an- 
che risoleere con la sola riga a due orli. 

Dopo i problemi di secondo grado, o riducibili a problemi di 
secondo grado, i quali si possono risolvere determinando le 
mutue intersezioni di rette e di cerchi, vi sono altri problemi, 
più elevati, che non si possono più risolvere nello stesso modo. 
Tali i classici problemi della trisezione dell'angolo, della du- 
plicazione del cubo, della quadratura del circolo. 

È ora stabilito che la soluzione di essi, come era domandata 
dai Greci, cioè col solo uso della riga e del compasso non è pos- 
sibile; e si sono trovati d'altra parte, sia dai Greci stessi, sia dai 
Moderni Geometri, strumenti più complessi atti ad ottenerla, 

Pei due primi problemi, che sono del terzo grado, basta il 


(1) Complementi di Geometria proiettiva, pug. 302, 

(2) Poncelet prima, e poi Steiner, hanno dimostrato come tutte lo costru- 
zioni eseguibili con riga e compasso si possano eseguire eon la sola riga, 
«quaudo sia dato nel piano della figura un cerchio fisso, eol suo centro. E giù 
Cardano, Tartaglia e De-Benedictis avevano riconosciuta la possibilità di ri- 
solvere i problemi della Geometria dl Kuellde con la riga ed una sola aper- 
tura costante di compasso, 
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tracciamento di coniche, e quindi uno strumento (compasso 
ellittico, iperbolico o parabolico) atto a tracciare queste curve. 

L'ultimo, trascendentale, richiede invece linee o strumenti 
più elevati, ma si risolve anch'esso, nel disegno, coll'integrafo, 
strumento ideato da Abdank-Abakanowicz (1). 

Per limitarci al piano (2) le relazioni metriche si possono 
tutte esprimere mediante i concetti di parallelismo e di per- 
pendicolarità. Il parallelismo di due rette si traduce nella pro- 
prietà di esse d'intersecarsi sopra una retta particolare, la 
retta dell’ infinito del piano. La perpendicolarità di due rette, 
o meglio di due direzioni, si traduce in una particolare rela- 
zione dei punti dell’ infinito corrispondenti, i quali debbono 
essere coniugati in una certa involuzione che è Y involuzione 
assoluta sulla retta all’infinito del piano. 

La retta all'infinito e l'involuzione assoluta su di essa, со- 
stituiscono gli enti metrici fondamentali del piano o, breve- 
mente, l’ assoluto; tutte le relazioni metriche equivalgono a 
relazioni grafiche coll’ assoluto e quindi tutti i problemi me- 
trici si riducono a problemi grafici quando fra i dati si pon- 
gono anche gli enti costituenti Г assoluto (o, in casi speciali, 
una parte di essi), assegnando nel piano qualche figura fon- 
damentale. 

Per le costruzioni di parallele basta dare una figura fonda- 
mentale un parallelogramma, cioè due coppie di rette paral- 
lele. Per le costruzioni ove entra anche la nozione di perpen- 
dicolarità, occorre aggiungere due coppie di direzioni orto- 
gonali (individuanti l'involuzione assoluta); allora si risolvono 
con la sola riga tutti i problemi metrici di primo grado. 

In particolare questi problemi metrici di primo grado si risol- 
vono con la sola riga quando è dato un quadrato, i cui lati e le 
diagonali forniscono appunto due coppie «i direzioni ortogonali. 

Già abbiamo veduto come i probemi di secondo grado (gra- 
fici e metrici) o ad essi riducibili siano risolubili con la sola 
riga quando si abbia nel piano, completamente tracciato, un 
circolo e il suo centro. In questo caso il circolo stesso (cono- 
scendosi il suo centro), serve a dare gli enti metrici forda- 
mentali del piano. Esso serve infatti a tracciare quante si vo- 


(1) Vedansl i ё nei quali si tratta della costruziono meccanica delle curve 
e quelli relativi ai tre problemi celebri. 


(2) V. Questioni riguardanti la Geometriu elementare. — Articolo nono, di 
Amedeo Glacominl. 
GuHERSI. — Matem. dilett. 25 
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gliano di rette parallele (mediante coppie di diametri) e quante 
si vogliano coppie di rette perpendicolari fra loro. 

Con la squadra e la falsa squadra, usate in modo conve- 
niente, si perviene allo stesso risultato conseguibile con la 
riga a doppio orlo per cui si può concludere che ; 

I problemi risolubili con la riga e col compasso si possono 
anche risolvere con l’uso esclusico della riga a due orli, della 
squadra, o della falsa squadra. 

Lorenzo Mascheroni poi nella sua famosa «Geometria del 
compasso » (1797) ha stabilito tutti gli elementi per la dimo- 
strazione della possibilità di risolvere col solo compasso qual- 
siasi problema risolvibile con riga e compasso; ma la dimo- 
strazione di questo teorema è dovuta all'Adler (1890). 

Un problema determinato dicesi di terzo grado quando, con 
proiezioni e sezioni, esso riducesi al problema fondamentale 
di trovare le intersezioni ulteriori di due coniche aventi un 
punto comune dato. 

Un problema determinato dicesi di quarto grado quando, con 
proiezioni e sezioni può ridursi al problema di trovare le in- 
tersezioni di due coniche, delle quali non si conosce nessun 
punto comune. 

Trattati analiticamente, i problemi di terzo grado conducono 
ad una risolvente cubica, e quelli di quarto grado ad una ri- 
solvente biquadratica. 

Dal punto di vista geometrico: Ogni problema determinato 
di terzo o quarto grado, si può risolvere con la riga e col 
compasso, purché sul foglio del disegno sia tracciata una 
conica diversa dal circolo (1), od anche soltanto un arco, co- 
munque piccolo, di essa. 


Con la sola riga. 


И campo delle costruzioni che si possono eseguire coll’ uso 
della sola riga, ossia tracciando unicamente delle rette, senza 
che nel piano della figura siano date altre figure geometriche, 
è limitato, ma assai interessante e utilissimo in pratica, spe- 
cialmente in Topografia. 


(1) Зкукні. Complementi di Geometria proiettiva, pag. 363. 
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Schooten e Brianchon furono i primi a proporsi ia soluzione 
di taluni problemi con la sola riga. 

Darò solamente un cenno di costruzioni di questo genere 
che richiedono alcune nozioni di Geometria proiettiva (teoria 
delle trasversali). 


и. — Date due rette a, b il cui punto d'incontro cada fuori 
del foglio, condurre per un punto dato X una retta che 
passi per detto punto inaccessibile, 


Fig. Mi. 


Per X conduco due rette ad arbitrio che segheranno in 
Е, F, G, H, le date a e b; conduco le congiungenti Е, H ed 
Е, G che s! intersecano in S. Da S traccio un'altra retta qua- 
lunque che seghi a in Ге b in K. L'intersezione V delle con- 
giungenti E, K ed Н, I sarà un secondo punto della retta 
cercata. 


M. — Dati due punti H, K d’una retta, supposta intraccia- 
bile, determinarne quanti altri si vogliano, coll’ uso della 
sola riga. 
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Conduciamo (fig. 345) due rette qualunque т, т’ e congiun- 
giamo un punto Г, d'una di esse m, coi punti dati Н, K, Otter- 
remo cost sulla т/і punti M' , №. Conduciamo per К una retta 
qualunque che ci darà i punti N sulla m ed L' sulla m’. La 


Fig. 845. 


H L' determinerà M sulla т. Proiettando allora N da М№ ed № 
da M avremo il punto S che appartiene alla KH per un noto 
teorema (1). 

Passiamo ora ad alcuni problemi che si risolvono colI' uso 
della sola riga, quando sia data una certa figura nel piano, 


III. — Dato un parallelogramma U,V,X,Y ed una retta 
m, condurre per un punto dato P la parallela alla m, 
usando la sola riga. 


(1) V. Cremona. Elementi di Geometria proiettiva, N. 68. 
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Prolungati i lati (fig. 346) e una diagonale del parallelo- 
gramma fino a segare in T, W, R, S, O la m, proiettiamo 
da P i punti R,S e conduciamo per O una segante qualunque 
che determinerà i punti Q , K sulle PR, PS. le rette W Q, 
T К si segheranno in Z che apparterrà alla retta cercata (1). 


Fig. 346. 


IV. — Dato un circolo e il suo centro O, condurre da un dato 
punto M una tangente al circolo e determinare su questa 
due punti X , Y, equidistanti da M, facendo uso della 
sola riga. 


Si costruisce la polare TR di M che determina il punto di 
tangenza T; si conducono la tangente MT, il diametro TOS 
ela MS. Basterà allora costruire la polare di un qualsiasi 
punto F della M S; essa segherà il circolo in D ed E, che 
proiettati da S determineranno sulla tangente i punti X, Y 
cercati. A rigore, non essendo stabilita la distanza M X, po- 
trebbe servire la polare stessa del punto M che permette di 
avere i! punto U simmetrico di 7 rispetto ad M. 


(1) V. Cremona. Elementi di Geometria proiettiva, N. 89. 
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V. — Dato un triangolo S X Y ed un circolo avente per dia- 
metro l’altezza ST del triangolo, costruire, con la sola 
riga, la mediana SM del triangolo stesso. 


Fig. 347. 


Siano D, E (fig. 347) i punti nei quali i lati SX, SY del 
triangolo segano la circonferenza. Basterà costruire il polo F 
di DE e unirlo con S per avere M. 


VI. — Data una circonferenza e il suo centro, inscrivere in 
essa il quadrato, coll’uso della sola riga. 


Conduco un diametro qualunque A B, da A una retta qua- 
lunque 2 e da B un’altra qualunque y ; esse intersecheranno 
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la circonferenza nei punti C, che uniti con A , B daranno F; 
la EF sarà perpendicolare sul diametro A B (V. Polarità). Il 
diametro LO determinerà M simmetrico di G rispetto al dia- 
metro perpendicolare ad A B; quindi condotte AG , BM 
avremo in H un punto di tale diametro che sarà NP e ci 
darà il quadrato iscritto voluto A P B N. 


С 


Lr aa ie". e 


= 


Mos ad 
(=i 


SR a 


Fig. 348, 


VII. — Inscricere nel circolo i poligoni regolari di 3-4-6-8 
- 12 - 16 - 24 - 48, ecc., lati usando la sola riga. 


Si cominci col tracciare (fig. 349) due diametri perpendico- 
lari, nel modo indicato nel N.° VI. Si determinino (1) i punti 


(1) I problemi ausiliarii riguardanti la divisione d'un segmento di retta in 
due parti uguali, e il tracciamento d’una parallela ad una retta data, per 
un punto dato, sono tra i più elementari della Geometria proiettiva. 
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medii M, N, P, Q dei raggi ОА, ОС, OB, OD, e si con- 
ducano le rette MN, NP, PQ, QM nonché le parallele ad 
esse dal centro O, e le parallele da N e Q al diametro A B. Si 
avranno cosi i poligoni regolari iscritti : 


"risngole gt, x... DER 
Quadrato . . .. . « AG BJ 
Esagono, & i.» . CEG DIOTE 
Ottagono . . . ... GLBRDSAI 


елап ЕАН ЕСЕ 


È facile vedere come sia facile ottenere con costruzioni апа- 
loghe i poligoni di 12 - 24 - 48, ecc. lati. 


Fig. 349. D 


МУШ. — Iscrivere nel circolo il pentagono regolare. 

Soluzione. — Come ho già notato precedentemente (v. nota 
a pag. 391) le costruzioni con sola riga richiedono la ripetizione 
di costruzioni che sono tra le più elementari della Geometria 
proiettiva e che non ho tracciato nella fg. 350, accennando solo 
al procedimento da seguire. 


Www.rcin.org.pl 


I 


Prima costruzione. — Comincio col tracciare due diametri 
perpendicolari A В, C D (V. Probl. N. VI). 

Determino E punto medio di O C. 

Conduco la bisettrice dell'angolo FO A, determinando il 
punto medio della corda AF mediante un quadrangolo com- 
pleto del quale le parallele A F , B Z sono due lati. 


D 
Fig. 350. 


Da A conduco la parallela alla G C, valendomi delle paral- 
lele GC, HD. 

Avrò così A M lato del pentagono cercato ed M O lato del 
decagono. 

Determino il punto medio N di MO e da esso conduco la 
parallela ad A B, valendomi delle parallele già costrutte per 
trovare C D. 

Avró cosi P e Q vertici del pentagono. 
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Determino S punto medio di C Q e conduco SOR. 

Determino infine il quinto vertice T mediante la CK. 

Seconda costruzione. — Conduco due diametri derpendicolari 
AB, CD ela tangente in D. 

Determino S punto medio di O B. 

Conduco SF parallela a CD e ROF. 

Portando FD da Fin M avrei О M uguale al lato del deca- 
gono iscritto. Posso ottenere M conducendo la bisettrice di 
DFM (odi А ОЕ che gli è uguale) e abbassando poi su di 


R c 


Fig. 35. 


essa la perpendicolare da D. Oppure posso condure la bi- 
settrice dell’ angolo ROB, supplemento di A O R, e condurre 
ad essa la parallela da D, il che rinviene a condurre la paral- 
lela alla corda A R. 

Occorre ora portare il segmento ОМ da О in N; il che 
posso ottenere, analogamente a quanto si è vedulo sopra, con- 
ducendo da M la parallela alla corda D P. 

Procedo poi come nella costruzione precedente. 


IX. — Dato un rettangolo ABCD, trovare, con l'uso della 
sola riga, la metà, il terzo, il sesto d' uno dei suoi lati 
per esempio, A B. 
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Conduco per B la BM qualunque; conduco poi AN,BD; 
MZ mi darà E punto medio di A B. Le diagonali BD, AC 


Ma 


Fig. 352. 


ele rette FA , FD danno G ed S che uniti determinano K. 
Ora é facile vedere che EK — i ABe BK-4 AB. 

Si puó osservare che la superficie della stella PRESFGH 
L P é un terzo di quella del rettangolo dato. 


Col solo compasso. 


Ogni problema risolubile con la riga e col compasso, può 
risolversi col solo compasso, quando, beninteso, il problema 
s'intenda risolto allorchè si siano ottenuti due punti di cia- 
scuna retta che, eventualmente, figuri tra gli elementi in- 
cogniti (1). 


(1) Vedasi la dimostrazione di quesso teorema fondamentale nella Geometrla 
proiettiva di F. Severi, pag. 187. 
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Mascheroni nel 1797 pubblicò la sua celebre Geometria del 
compasso, nella quale, ritenendo graficamente piü esatte le 
costruzioni nelle quali si fa uso del solo compasso, che non 
quelle eseguite col sussidio della riga, si propose di eseguire 
col solo compasso tutte le costruzioni fino allora praticate con 
detti strumenti, Ma nella teoria si prescinde da considerazioni 
di esattezza grafica, che il Lemoine ha voluto sottoporre a 
minuto esame nella sua Geometrografia unitamente alla sem- 
plicità delle costruzioni. 

Chasles (1) chiama il libro del Mascheroni, originale e cu- 
rioso, e aggiunge: «Cette géométrie est plus riche et plus 
«étendue que celle de la règle, parce qu’elle embrasse les 
« problèmes du second degré qui sont tous ceux qui forment 
«le domaine de la géométrie ordinaire. Mascheroni fait voir 
«qu'elle s' applique aussi, avec facilité, à la solution approxi- 
«mative des problémes qui dépendent des sections coniques 
« et d'une géométrie plus relevée ». 

I. — Trocare il centro d'un circolo. Dal punto A della cir- 
conferenza, con raggio arbitrario descrivo un arco che la sega 


N 
Gt 
/ LI 
Fig. 353, A'X © A 
3 \ / 
м. È » J 
B i 


in B e C. Da tali punti come centri, e con lo stesso raggio, 
descrivo due archi che si segano in A’ simmetrico di A ri- 
spetto alla retta BC supposta tracciata. Da A’ come centro, 


(1) Aperçu historique, pag. 214. 
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con raggio A А! descrivo un circolo che sega in М, N l’arco 
BC prolungato. Da M ed N come centri, con raggio uguale 
alla distanza A B descrivo due archi che si segano in O sim- 
metrico di A rispetto alla corda M N supposta tracciata. Tale 
punto O è il centro cercato. 

HI. — Iscrivere il quadrato nel circolo. Portando tre volte 
il raggio sulia circonferenza da B in R, C, E si hanno gli 


Fig. 354, В| 


estremi B, E di un diametro; si descrivono allora i circoli 
(B, BC) (E, BC) che si segano in a; Аа é il lato del quadrato 
che basterà portare da B in F e D. 


Fig. 355. B A 


чё! 


D 


MI. — /scrivere l’ottagono regolare nel circolo. Si procede 
come per iscrivere il quadrato, indi dal centro a si porta il 
raggio A B in Ge Ней Aa da Gin g e da Hin л. 
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EV. — Iscrivere nel circolo il dodecagono regolare. Iscritto 
il quadrato (fig. 356) si porta il raggio A B da Fin N ed O, ecc. 


Fig, 356. Fig, 357, 


V. — Iscricere nel circolo il poligono di 24 lati. Iscritto lotta- 
gono (fig. 357) si porta il raggio A E da G in L e da L in M, ecc. 


Fig, 358, 


VII. — Iscrivere il pentagono nel circolo. Trovati i punti N, O 
(vertici del dodecagono) come nella fig. 358, si determina b con 
archi descritti da N ed O con raggio Aa. Si ottiene cosi il 
lato B b del pentagono iscritto. 
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VII. — Iscricere nel circolo il decagono regolare. Mediante 
la costruzione indicata per iscrivere il quadrato nel circolo 
determino il lato di detto quadrato A M. Con tale raggio de- 


FÀ 


N 


Fig. 359. у 


в 


scrivo due archi, dai centri C e G, che si segano in S; ottengo 
così BS uguale al lato del decagono regolare iscritto ed А S 
uguale al lato del decagono regolare stellato iscritto. 


Fig, 360. 


VHI, — Dato il lato AB costruire il decagono. Descritto il 
circolo (A, AB) si porta sulla sua circonferenza il raggio in 
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C,D,E,d;si determina a con due archi di centri B, E e 
di raggio BD: si determina poi b con archi di centri D, ёе 
di raggio A а; infine si trova V come intersezione di due archi 
di centri A e B e di raggio b E. Con lo stesso raggio b E si de- 
Scrive il circolo di centro V che sarà il circolo circoscritto al 
decagono di lato A B. 

IX. — Data la diagonale A B costruire il quadrato, Con 
centro A e raggio A В si descrive (fig. 361) la semi-circonfe- 
renza BE; con centro B e con lo stesso raggio si descrive 
l'arco C P, e si determina @ nel solito modo con archi di centri 
B , E e di raggio BD. Si determina P con un arco di centro E 
e raggio Aa. Risulterà A P 
lato del quadrato cercato. 


Fig. 361, Fig. 362. 


X. — Trovare una terza proporzionale a due distanze Qp, 
MN delle quali la prima Qp maggiore della seconda. Si de- 
scriva (fig. 362) un arco Ap B di centro Q e di raggio Ор; dal 
centro p, con raggio MN si descriva la semi-circonferenza 
BA S; la distanza A S sarà la terza proporzionale domandata, 
cioé si avrà: 

PQ:pA=pA:AS 


XI. — Dato il lato AB costruire un poligono regolare di nu- 
mero dato di lati, fra quelli che si possono iscrivere nel cer- 
chio. Si descriva con raggio A B la circonferenza di centro A 
e vi si iscriva nel modo indicato un poligono regolare simile a 
quello richiesto, per esempio un pentagono, e sia B b il lato di 
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questo poligono. Si cerchi una terza proporzionale fra Bb e 
il raggio A B (vedi N. X.) vale a dire dai centri А, E con 
raggio Bb si descrivano due archi segantisi in X; il circolo 


Fig, 363, 


di centro X e di raggio Bò regherà in Y il circolo A B e ri- 
sulterà: 
XASTA B = АБЫ: BE 


Con BY come raggio e dai centri A e B si determina il 
punto V. Il circolo descritto da V con raggio BY sarà il cir- 
colo circoscritto al pentagono ABLMN di lato AB. 

ЖИ. -- Costruzioni di radici quadrate. Segniamo i vertici 
B, C, D, E, H, G dell’esagono regolare iscritto. Con il raggio 
B D descriviamo gli archi MDHN, MCGN,DV, HV. Por- 
tiamo A M in BFed AB in FT. Avremo: 


"T АМ=\? вр=\з 
Ке луш о qw иу уа vv 


MN=\V%8=2V2  Bv=V3=3 Tv=Vw 


Онккя. — Matem. dilett. 26 
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Volendo costrurre la Va si sottrae n dal quadrato imme- 
diatamente superiore m? e sia m* — n — k. 

Si descrive allora un circolo con raggio / k di centro E, e 
dagli estremi d'un suo diametro Т, R si Коссово con raggio 
m due archi che determinano P; sarà EP "n. 

Esempio. — Abbiasi la fig. 365 tracciata come la fig. 364 e vo- 
gliasi trovare y It. Si ha 16 —11—5; quindida E con raggio 
ETS v5 si descrive il circolo e se ne segna l'altro estremo R 
del diametro TER. Da T ed R con raggio VZ=4=V 16 si de- 
termina P e si ha cosi EP = Мм. 


NIN. — Dati i punti di mezzo dei lati d'un poligono con- 
vesso, di numero dispari di lati trovarne i vertici. Se si co- 
struisce il parallelogramma FGHI sarà J il punto di mezzo 


A 


D H C 


Fig. 366. 


della diagonale A D. Si avrà quindi E come vertice opposto 
ad I nel parallelogramma KILE, A D come parallela a KL, 
ecc. Come si vede, il punto 7 si può ottenere col compasso 
coi raggi FG, GH; parimente E; D coi raggi ID=LK e 
KD= K E, ecc. 

Analogamente si procederebbe per numero maggiore di lati, 


www.rcin.org.pl 


— 404 — 


Con riga e squadra. 


Usando solamente riga e squadra si possono tracciare per 
punti molte curve quali le cubiche unicursali, le quartiche uni- 
cursali, ecc. Indicheró per alcune fra le piü note di tali curve 
il modo di generazione che meglio si presta per costruirle con 
l'uso di detti strumenti esclusivamente. In generale é possibile 
del pari, imponendosi tale vincolo grafico costruire la tangente, 
0 le tangenti, in un punto dato della curva (1). 


Consideriamo due rette ortogonali y e OC e su questa i punti 
A,B,C dati. Conduciamo per C una retta qualunque CP e da 
A la perpendicolare ad essa A P che segherà y in Q; la con- 
giungente Q C segherà la perpendicolare abbassata da P sulla 
OC in un punto M il cui luogo ha per equazione polare: 


pocos о = а — bt uiu 
nella quale : 
ОА=а 'OB=b AC=c ВМ=р  MBC-o 
L'equazione riferita ad assi ortogonali é : 
& (a? ай è L y?) = (a + e — б) ай à? -+ (a — b) b* y? 


Essa è l’ equazione generale delle cubiche unieursalí rette, 
quando si assumono per origine il punto doppio e per asse 


(1) Ө. de Longchamps « Essai sur la geometrie de la règle et de l'equerre >. 
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delle г l’asse di simmetria. Si possono ottenere molte cubiche 
notevoli, facendo variare la disposizione dei punti 0, A, B,C. 
La tangente in un punto M della curva si può determinare 
assai facilmente notando che le tangenti in P ed M ai luoghi 
descritti da questi punti si segano sulla retta QS (1). 


5 


Fig. 368. 


|. — Condurre la normale in un dato punto S d'una conica. 
È noto che se un’angolo retto ruota attorno ad un punto S 
d'una conica come vertice, la corda intercetta nella conica 
passa per un punto fisso / situato sulla normale in S alla co- 
nica (fig. 368). 

Basterà dunque considerare due posizioni FSG, HSL del- 
l'angolo retto, per avere il punto / come intersezione delle 
corde FG, HL. La SI sarà la normale in S. 


Fig. 369. 


H. — Dato un segmento di retta A B, dividerlo in tre parti 
uguali usando solamente riga o squadra. Conduco due rette 


(1) Vedasi per altri esempii 11 è sulle « Curve notevoli э. 
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qualunque AC, BC ed una parallela ad A B che le sega in 
M , N. Unendo il punto O intersezione di MB, NA con C si 
ha F punto medio di A B; e unendo S, intersezione di MB 


ed NF, con C si ha G tale che ВС = x4 B. In modo ana- 
logo si trova l'altro punto H di trisezione di A B. 
Osservazione. — Evidentemente, si ha FG = 1. А В. Appli- 


cando lo stesso procedimento alla trisezione di BG si potrà 
dividere A B in 9 parti uguali, in 18, ecc. 
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DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA 
IN PARTI UGUALI 


I! problema della divisione della circonferenza del circolo 
in parti uguali venne studiato fin dalla più remota antichità, 
come era ben naturale. 

Gauss ha dimostrato che tale divisione è possibile, con riga 
e compasso, per ogni numero primo della forma: 


а", 
р=% +1 


mentre è impossibile per tutti gli altri numeri primi е рег 
tutte le potenze di numeri primi. 

Così, per esempio, per m=2 si ha p= a 1=16+1=17 
dunque il poligono regolare di 17 lati si può iscrivere nel cir- 
colo con riga e compasso. 

Così pure quello di 2° -|- 1 = 257 lati, quello di 23 4 4 = 65537 
lati. Per: 


ART ШК 6 fuge 


non si hanno numeri primi. Finora non si é constatato se per 
m —8 si abbia o no un numero primo, e tanto meno lo si ё 
fatto per m 8. 

La costruzione dei poligoni regolari di 7, 9, 13 lati ecc., di- 
pende da problemi di terzo grado, e siccome si dimostra che 
tutti i problemi di terzo grado si riducono a quello della tri- 
sezione dell'angolo, ne segue che i detti poligoni si possono 
costruire mediante riga, compasso ed un trisettore. 
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Per questi poligoni, ed anche per quello di 17 lati la cui co- 
struzione regolare è eccessivamente lunga, si ricorre in pra- 
tica a costruzioni empiriche approssimate. Ma prima di pas- 
sare a queste ne indicherò alcune di rigorose poco note, due 
relative al pentagono (1) ed una relativa al decagono. 


Pentagono regolare. 


Costruzione di Schroeter. 
Е. — Siano AB, CD due diametri ad angolo retto, in una 
circonferenza di centro О; Ce = 4 ОА una parallela ad A B; 


Dd — BO una parallela ad AB; cd una retta che seghi la cir- 

conferenza in Е, 1"; CE, CF delle rette seganti ABine,f. 
Per questi punti conduciamo le corde 3 e 4 , 2f 5 perpendi- 

colari ad A B. La figura A 3254 è un pentagono regolare. 

II. — Il triangolo formato da due lati adiacenti d'un penta- 
gono regolare e dalla diagonale, è isoscele, e ciascuno dei lati 
uguali è uguale al segmento maggiore della base diviso in 
media ed estrema ragione. 

Basta quindi prendere sopra una retta qualunque un seg- 
mento qualunque, dividerlo in media ed estrema ragione e co- 


(1) Vedasi pure a pag. 392 1а costruzione eseguita con sola riga. 
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struire un triangolo isoscele avente Ia retta considerata come 
base e di cui gli altri due lati siano uguali al segmento mag- 
giore della base. L'angolo al vertice O di questo triangolo 
sarà l'angolo d'un pentagono regolare. Ma per semplificare la 
costruzione si potrà prendere in luogo d’una retta qualunque, 
una retta particolare della figura. Ecco una costruzione che 
dà il lato cercato. 


Fig. 371. 


All esstremità A del diametro A OB si conduce la tangente, 
sulla quale si portano le lunghezze A C e poi CD uguali al 
raggio. Si conducono le rette DO , DB che segano la circon- 
ferenza rispeltivamente in G ed H; si tracciano la retta CH 
e la circonferenza di centro D e di raggio DG che incontra 
CH in 1; la retta AJ sega la circonferenza data in M; AM è 
il lato del pentagono. 


Decagono regolare. 
È ben nota la costruzione che serve ad ottenere il lato del 


decngono regolare come segmento maggiore del raggio diviso 
in media ed estrema ragione. Meno nota é forse la costru- 
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zione, che vuolsi conosciuta dai matematici greci, indicata 
nella fig. 372; la perpendicolare sul punto di mezzo di BV 
nella Chiocciola trisettrice di Pascal sega la curva stessa in 


quattro punti С, C, , J, R che proiettati da V sulla circon- 
ferenza di centro V e di raggio VB, danno: 


DP = PB E HU = ÜzZ == 365 


come è facile dimostrare (V. Trisezione dell’ angolo). 


COSTRUZIONI APPROSSIMATE, 


Metodi generali. — Varii sono i metodi cosidetti generali, 
per dividere la circonferenza in parti uguali, proposti e molte 
volte dati come esatti (!) nei Corsi di Disegno geometrico, nei 
Manuali di Geometria applicata alle industrie, ecc, 

Esporrò qualcuno di tali procedimenti, con l’indicazione dei 
casi particolari nei quali essi danno risultati geometricamente 
esatti e dell’ approssimazione che permettono di ottenere ne- 
gli altri. i 

Metodo Hinaldini (1) — Consiste nel dividere il diametro 
A B in tante parti uguali quante sono quelle nelle quali si vuol 


(1) Questo metodo è riprodotto nelle Nouvelles Annales de Mathématiques, 
Vol. XII (1853) pag. 77 in un articolo di Housel senza indicarne l'autore; e 
nel Trattato di Geometria di Catalan (pag. 277) è indicato come dovuto a 
Bion; ma la costruzione è d'un nostro Geometra, il Rinaldini. 
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divisa la circonferenza e nel congiungere il secondo punto di 
divisione col vertice C del triangolo equilatero ABC; tale 


congiungente determina l’arco BD cercato. Poniamo : 


AMC=% ACM =: DOB 0) 


B 


À Fig. 373, 


Dal triangolo MCA si ha: 


e dal triangolo DMO: 


sen « --r 


sen(z—7) , 


n 
Si ha quindi : 


sen % D ie 
sen (120° — 2) — gi 
n 
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Dividendo la (3) per sen« si ottiene: 


1 1 
sen 120° cot х — cos 120° — T RS 
n 
Ora: 
sen 120» — e cos 120° = — 4 


quindi, sostituendo e semplificando : 


п — 4 
cosa = 5-2 


ny З 


e dividendo la (2) pure per sen х: 


1 1 
cos у — sen у cot x у. 4 
n 
ossia : 
(п — 4) seny _ n—4 


cos 7 — 


5 n 
пу З 
е ponendo соз у = г sarà l' equazione di secondo grado: 


(4 — æf (n — 4) (n — 4) 29 (n — 4) 
gni Laga — 


da cui: 
(ni 4 (n — 4p] 08 — 6n(n—-4)2+2(n-4=0 
Risolvendo: 


Vn + V n* + 16 (n — 2) 
3n3 + (n — 4} 


а = (п —(\ 


Si rigetta il segno negativo che darebbe coseni negativi рег 
valori di n sufficientemente piccoli. 

Nella seguente tabella sono indicati i valori dell’angolo 7 
esatti e quelli approssimati che si ottengono col metodo Rinal- 
dini, per valori di n fra il 3 e il 17 inclusivamente. 
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П metodo è esatto per il triangolo, il quadrato e l' esagono, 
ma per gli altri poligoni è assai meno esatto del metodo Bar- 
dini che ora indicherò. 


> Valori Valori | Differenze 
di 7 esatti di 7 approssimati angolari 
3 1200 1200 0 
4 90° 90° | 0 
5 720 Tio 57! 12/1 — 5b! 48!" 
6 60° 60° 0 
7 51° 25! 43"! 51° 31! 5” | 5! Dar 
8 45° 450 11! 14” 11! 14” 
9 40° | 4001640 | 161 40" 
10 36° 36» 21! 24” 917 24/7 
11 32° 43! 38/7 399 БН 25! 14! 
12 30» 30° 29 45"! 29! 454 
13 270 42! 32!! 280 12! 30” 31! 58! 
14 250 42! 52!! 26» 15° 48" 32! 56” 
15 240 240 34! 30" 34! 30" 
16 22° 30! 23e 5! 54" 35! 54"! 
17 210 10! 351 91e 47! 12" 36! 37" 


Metodo Bardin. — Si divide il diametro A B in tante parti 
uguali (n) quante sono quelle nelle quali si vuole divisa la cir- 
conferenza. Si conduce il diametro C D perpendicolare ad A B 
e si porta uua delle л parti del diametro sul prolungamento 
di tali diametri, in M ed N. La retta MN segherà la circon- 
ferenza in P; unendo questo punto con il terzo punto di divi- 
sione del diametro a partire da A si avrà il lato del poligono 
regolare iscritto di n lati, esatto od appossimato a seconda 
del valore di n. 
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La formola generale che rappresenta tale segmento è: 


бе e ва ав 0а буле 1л —% 


Il radicale y n? — 4n — 4 diviene immaginario per valori di n 
inferiori al 5, quindi il metodo Bardin non è applicabile che 
per n 3 5. 


1110 9 8 7 6 


Fig. 374. 


Nella seguente tabella sono indicati i valori dei lati dei po- 
ligoni che si ottengono con tale metodo pei valori di n dal 5 al 
30 inclusi, con le relative differenze dai lati esatti; vi sono pure 
indicate le differenze frn gli archi di ч» e gli archi sottesi 
dalle corde approssimate (1). 

Come si vede il metodo dà risultato esatto soltanto per n= 6. 


(1) Nel periodico Mathesis (1909 pag. 156) è indicata una costruzione che non 
accenno quì perchè troppo poco approssimata. 
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Valori di n 


© оз мч Фи © 


> 
© 


11 


E ud 
calcolata 
del lato 
IE 
1,4755705 
1,0000000 
0,8677673 
0,7653669 
0,6840400 
0,6180340 
0,5634651 
0,5176380 
0,4786312 
0,4450417 
0,4158233 
0,3901806 
0,3674989 
0,3472964 
0,3291890 
0,3128690 
0,2980844 
0,2846297 
0,2723331 
0,2610524 
0,2506664 
0,2410732 
0,2321858 
0,2239288 
0,2162379 


0,2090570 | 


| 
Lunghez. | 


approssi- 
mata del 
lato 
1,1661904 
1,0000000 
0,8675193 
0,7646179 
0,6831215 
0,6169825 
0,5624619 
0,5167340 
0,4778463 
0,4443797 
0,4152793 
0,3897460 


0,3671638 | 


0,3470503 
0,3290223 
0,3427721 
0,2980495 
0,2846491 
0,2724006 
0,2611618 
0,2508129 
0,2412522 
0,2323932 
0,2241614 
0,2165042 
0,2093303 
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Differenza : Š BERE: 
inpiù 55 g 25355 
o in meno E E DEC СЕ 
— 0,0093801 39! 46" , 58 
— 0,0000000 — 
— 0,0002480 56/! , 86 
— 0,0007490 2! 47, 22 
— 0,0009185 3! 21" , 66 
— 0,0010515 3! 48/7, 02 
— 0,0010032 3' 35/! , 68 
— 0,0009040 3! 13" , 06 
— 0,0007848 2! 46”, 78 
— 0,0006620 2! 177 5 90 
— 0,0005441 17 54" , 76 
— 0,0004346 1 29" , 40 
— 0,0003351 1 107 , 32 
— 0,0002461 5l" , 54 
— 0,0091667 34" , 90 
— 0,0000968 20" , 24 
— 0,0000349 7" , 30 
+ 0,0000194 4" — 
+ 0,0000675 14, 04 
+ 0,0001094 22! , 76 
+ 0,0001464 30" , 46 
+ 0,0001791 37", 20 
+ 0,0002074 43” , 10 
+ 0,0002326 A8" , 26 
+ 0,0002663 95" , 24 
+ 0,0002733 56”, 70 


— 416 — 


Ettagono. 


I. — È noto che l'iscrizione dell’ ettagono regolare si ricon- 
duce alla soluzione due equazioni, l'una di secondo grado e 
l’altra di terzo. Ora, la soluzione di una equazione di terzo 
grado (che ha le sue tre radici reali) può sempre ricondursi 
alla trisezione d’un angolo. Su tali considerazioni è basata la 
seguente costruzione di Collins. 


B' 


B 
Fig. 375. 


Siano AOA'e BOB' due diametri perpendicolari l’ uno al- 
l'altro; prendiamo dal lato di A', OO'— 1 04; sia AE il 
sesto della circonferenza; condvciamo EC parallela ad A A' 
e che incontri BB' in b; dal punto O' come centro descriviamo 
l'arco b 0 (essendo b' su B В!). Sia bD il terzo di quest'arco. 
Prolungando flno all'incontro del primo circolo in 4, una per- 
pendicolare abbassata da D su A A', l’arco A Z sarà approssi- 
mativamente il settimo della circonferenza proposta. 
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Ш. — Costruzione dell'Autore. Il lato dell'ettagono stel- 
lato (corda dell'arco È x 360°) corrisponde ad 1 = 1,5636627 e 
quello dell’ nda a 1, = 0,5634651. La differenza ё: 

t — l = 1,0001976 


Trovato dunque un segmento che si appossimi al lato del- 
l’undecagono basterà aggiungervi il raggio per uvere il lato 
dell’ettagono stellato da cui sarà facile ottenere quello dello 
ettagono convesso dividendo per metà l’arco da esso sotteso. 

E inversamente, trovato un segmento che approssimativa- 
mente corrisponda al lato dell’ ettagono stellato di cui sopra 
basterà diminuirlo del raggio per avere il lato dell’ undeca- 
gono approssimato. 

Applicando questo metodo ho trovato che il lato dell’ unde- 
cagono ottenuto con la costruzione Pasquini (vedi fig. 379 a 
pag. 421) aumentato di 1, è 1,5636970 che differisce da quello 
dell’ ettagono stellato per + 0,0000343. Il lato dell’ ettagono 
convesso corrispondente risulta differente dal calcolato per 
soli + 0,0000247 cioè per un angolo di 5" , 66. 


Ennagono. 


1. — Il lato dell'ennagono convesso è uguale alla differenza 
dei lati dei due ennagoni stellati. 

Ш. — IL cubo del lato del triangolo equilatero è uguale al 
triplo prodotto dei lati dei tre ennagoni regolari iscritti nella 
stessa circonferenza, 

IM. — L’apotema dell'ennagono regolare convesso è uguale 
alla somma degli apotemi degli ennagoni regolari stellati. 

IV. — ll cubo dell'apotema del triangolo equilatero è uguale 
al prodotto degli apotemi dei tre ennagoni regolari iscritti 
nella stessa circonferenza. 

vV. — La somma dei quadrati dei lati dei tre ennagoni е 
uguale al sestuplo del quadrato del raggio. 

VI. — La somma dei quadrati degli apotemi è uguale a tre 
volte la metà del quadrato del raggio. 

VII, — Costruzione di Howe (1). Sia: 


ACB-—00  AD-37 DM=415° DE=EF=CD 


(1) Inserita nel fascicolo I (Agosto) del Vol. V. (1889) pag. 12 degli Annals of 
Mathematics dell'Università dello stato di Virginia (5. U.). 


Guers, — Matem, dilett. ?1 
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Descrivansi gli archi EL, FG di centro C e si conduca НІ 
parallela alla CG. Unendo 7 con C risulterà : 
ICG = д 59 3t , 39 
e quindi : 
АСМ = 40° 0 28"! , 61 
La differenza è dunque di 28” , 61 e, per tutto il perimetro, 


di 4' 17" , 49. La lunghezza del lato dell’ ennagono risulta ec- 
cedente per 0,00000249. 


Fig. 376 G 


VIII, — Costruzioni dell'Autore. Rettificando la circon- 
ferenza col mio procedimento (vedi Reftificazione approssi- 
mata della circonferenza), dividendola in 9 parti uguali e de- 
terminando col procedimento Péraux l'arco che corrisponde 
ad uno di tali segmenti si trova per questo arco il valore : 


39° 59! 52”, 47 
ossia una differenza in meno, da 40°, di 7" , 53. La corda cor- 
rispondente risulta 0,6840060 che differisce in meno dal lato 
dell’ ennagono regolare per 0,0000340. 
IX. — Siano A, C, N tre vertici consecutivi dell’ esagono 
iscritto e D il punto medio del raggio M N. Conduco DA ed 
NA; questa retta sega DC nel punto O dal quale come centro 


p 5 g 
ossia DM. Questo circolo sega 


descrivo un circolo di raggio +; 


la A D in B tale che si ha: 
A В = (0,6840257 


con differenza, in meno, da! lato dell' ennagono di 0,0000143. 
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X. — Descritti (fig. 378) gli archi POT, CA, AH, CBT, 
tracciato il raggio OM perpendicolare ad FH e condotte la 
MH ela MC, si porta su questa il segmento A В da M in S. 
La retta FS determinerà R tale che, approssimativamente : 

1 


A Hm 3 TH 


Sarà dunque R H il lato approssimato dell’ennagono. L' arco 
Р Н risulta di 39° 59% 597 , 906 con una differenza, in meno da 409, 


di 0',094 corrispondente ad dell'intera circonferenza. 


1 
13787234 
Il lato RH dell' ennagono così trovato differisce da quello 
calcolato di soli 0,0000004 per difetto. 
Portando RH nove volte sulla circonferenza l’ errore totale 


risulterebbe di di essa circonferenza, per difetto, e 


1 
1.581.815 
corrisponderebbe ad un centimetro in una circonferenza di 
15319 metri, ossia a mm. 0,1 in una circonferenza di m. 153 circa. 

Mi pare possa quindi ritenersi la mia costruzione come la più 
approssimata fra quelle finora proposte, compresa quella del 
Prof. H. A. Howe già indicata a pag. 417, sulla quale ha pure 
il vantaggio d’una possibilità maggiore di esattezza grafica. 


Poligono di 11 lati. 


I. — Costruzione P. Pasquini. Nella fig. 379 il circolo di 
centro S e di raggio SK determina sulla circonferenza data 
il punto 7 tale che si ha B 7'— 0,5636970 con differenza in più 
dal calcolato di 0,0002319. 

M. — Costruzioni dell'Autore. È facile n costruire geo- 
metricamente un’espressione numerica la quale fornisce un 
valore del lato dell’ undecagono iscritto che differisce dal cal- 
colato per — 0,00001328. T’ espressione ё: 

1 / Я 5 2 
y 6v 2-2) ossia 8 = x 

HE. — La costruzione già indicata sopra per l’ ennagono 
(fig. 378) può servire, con un piccolo tracciato supplementare, 
ad ottenere un segmento HE che differisce dal lato dell’ un- 
decagono, per difetto, di soli 0,00001336 (fig. 380). 


www.rcin.org.pl 


= (E 


IV. — Si può ottenere sufficiente approssimazione con questa 
costruzione assai semplice. Sia BQ un arco di 90° e QC uno 
di 60 (fig. 381). 

Conduciamo la perpendicolare C S sul mezzo del raggio OQ 
e portiamo la corda di BC (lato del dodecagono) da O in A 
sul raggio OB. La A Q segherà la C S in Re risulterà: 


R a AV NNA 1 A 
го Vas «sd | мам = ү. уз VE 


RQ = 0,56301625 


che differisce dal lato dell’undecagono per 0,00044886 in difetto. 


Fig. 381. 


V. — Costruzioni Howe. Sia А В = 30° , Ср = E CAe 
descrivasi da C come centro l'arco DE fino all? intersezione 


in E con la parallela condotta da В al raggio CA. Risulterà 
DOE = 33° 3! 201 (fig. 382). 
Il Prof. Howe osserva (1) che se si fosse preso come raggio 


i del raggio anzichè 110 si sarebbe trovato DCE = 32» 43! 13”, 60 
2d 


1 
minore di п Per solo UT 


(1) Annals of Mathematics (University of Virginia) 1889, Vol, V. - pag. 14. 
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Questa costruzione olfre un esempio di quei tentativi del 
genere, di nessuna praticità, che tanto abbondano. Infatti, 


a b A 
come ottenere quei 120 del raggio ? 
La costruzione seguente pecca pure alquanto in tal senso. 


Fig. 382, 


VI. — Se un triangolo ha per lati 6, 10 e 11, l'angolo opposto 
36 
allato 6 riesce di 32° 45' 50", che differisce da n - per 2! 11" , 818. 


Poligono di 13 lati. 
Costruzione dell'Autore. — L' espressione : 

ri 

з (8и 2+ 1) = 0,4785634 


differisce alla corda dell’ arco ea per soli — 0,00007881. 


La costruzione è facilissima. 
Poligono di 17 lati. 


Costruzione dell'Autore. — La costruzione assai semplice 
indidata nella fig. 383 ci dà : 


SE IT = 0,367544468 
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La differenza con la corda dell’arco ыгы è di + 0,0000456 con 


una differenza angolare di 9% , 54; cioè, per tutta la circonfe- 
renza, di 2! 42! , 18. 


B 


Fig. 353. A 


Per una circonferenza di un metro di raggio l’errore totale 
sarebbe di metri 0,000403. 


Poligono di 19 lati. 


I. — Costruzioni dell'Autore. Le costruzioni della fig. 384, 
facilissime ad eseguire, ci permettono di ottenere, in quattro 
modi diversi, uno stesso segmento le cui espressioni calcolate 
sono, per r = 1, le seguenti: 


sl 559 — уз 
А v2 ( 4 v3) v2 (2 4 V3) 


VA zr mo V6 
I ae Д pi) 2 (24 v3) 
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che corrispondono a 0,328169388 e differiscono quindi dal lato 
del poligono regolare di 19 lati, per 0,0010186 in meno. 

Nella figura sopreindicata è facile dimostrare geometrica- 
mente l'uguaglianza dei triangoli CDE , OVM , СММ, BVM 
e quindi quella dei loro lati DE , VM ; MN , VM , ecc. 


Fig. 384. 


Come si vede nella fig. 384 le costruzioni relative saranno i 
due diametri perpendicolari BS , PQ, e poi, rispettivamente : 

Per DE: Arco COF, corde CF , CB , SP. 

Per MN: Arco COF, urvo OH, corde CF , CQ , BH. 

Per VM: Come per MN oppure: arco COF, arco OA, corde 
CF,CQ,AF. 

Per OR: Arco COF, arco OA, corde CF, PS e congiungenti 
di E con O e*di A con G. 
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M. — Si sa costrurre esattamente l’icosagono regolare iscritto, 
E : . 300° 
il cui angolo al centro é E 


9 
m де’ arco di 8 360° ossia di 162°, che surebbe il lato del- 


= 18°; si conosce quindi la corda 


20 
l’icosagono stellato di terza specie. Ora si ha zs = 0,32922939 
mentre il lato del poligono di 19 lati è 0,3291890; dunque 


8% 
M differisce per soli + 0,00004038 dalla corda dell’ arco ке. 
Poligono di 21 lati. 


Costruzione dell'Autore. — L’ espressione : 


di facile costruzione, corrisponde a = 0,2980475 mentre la 


300" è c = 0,2980844. Quindi с — i = 000004687. 


corda dell’ arco ^H 
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LA TRISEZIONE DELL’ANGOLO 


Dividere un dato angolo in tre parti uguali. 


Questo problema famoso fino dalla remota antichità, non si 
può risolvere con riga e compasso cioè con rette e circoli. 
Per il teorema di Moivre (1), le radici dell’ equazione : 


а3 = cos x + Т sen « (*) 
sono: 
x д x 
а = cos -z + i sen; 
а 2g 
Lg = cos 2x +Yaen S E ET 
Qm SS TT, улеп SELE 


le quali (fig. 371) geometricamente sono i vertici d'un trian- 
golo equilatero iscritto nel circolo di raggio 1 e col centro 
nell’origine. L'equazione (*) è dunque l’ enunciazione analitica 
della trisezione dell'angolo. 

Se l' equazione (*) fosse riducibile, cioè si potesse scomporla 
nel prodotto di due polinomii a coefficienti razionali, dovrebbe 
essere possibile di esprimere una sua radice in funzione ra- 
zionale di cos « e senz; funzione che non si altererebbe mu- 


(1) V. Klein - Giudice. Conferenze sopra alcune questioni di geometria ele- 
mentare, pag. 13. 
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tando 2 in z-4-2z. Ora nessuna delle tre radici rimane inal- 
terata quando, variando in modo continuo, x possa al valore 
«+27 poichè allora æ, passa in 2,, 2, in 2, ed 2; in 2; 
abbiamo cioè una permutazione ciclica delle radici. Nessuna 
di esse può dunque rappresentarsi come funzione razionale di 
cos« e senz. Ne segue che 2? = cosa + (sens è irriducibile 
cioè non può risolversi con numero finito di radici quadrate, 


а.4л 


Fig. 385, 


epperò la trisezione dell’angolo non è eseguibile, in via gene- 
rale, con riga e compasso, ma solo per taluni valori partico- 
F 

Ma questa impossibilità si ha solamente con tale limitazione, 
chè il problema può risolversi graficamente ricorrendo alle 
coniche, o ad altre curve, che tutte si possono tracciare con 
istrumenti speciali in sostituzione del comune compasso da 
circoli. 

De! resto la soluzione grafica di questo, ed altri simili pro- 
blemi, ha interesse più che altro scientifico, teorico; chè, in 
pratica, nei rari casi in cui occorra applicarla, ben difficil- 


lari di 2, come T, ecc, 
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mente chi deve farlo é in grado di ricorrere ad alcuno dei tanti 
metodi noti, i quali in ogni modo riescono generalmente assai 
più lunghi e fecondi di inesattezze grafiche, delle semplici so- 
luzioni per tentativi. 

Questo problema venne risolto dai geometri dell’ antichità 
per mezzo di varie curve quali l'iperbole, l’ elica, la spirale, 
la quadratrice, la concoide; forse anche con la chiocciola, la 
cicloide ed altre curve. 

Indicherò alcune soluzioni fra le tante clie il problema com- 
porta, cominciando dalle due citate da Pappo, di autori ignoti. 

I. — Sia ABC l'angolo dato ; da un punto qualunque M di BC 
si abbassa la perpendicolare MN su AB. Sia O un punto di MN 


Vig. 386, 


tale che la BO segando in S la parallela da M ad AB risulti 


OS=2BM; si avrà allora ABS — і АВС. 


Tutto si riduce dunque alla determinazione del punto 5 il 
che può farsi mediante una costruzione rappresentata anali- 
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А a A. 
ticamente. Sia = Ја tangente dell’angolo dato; costruiamo 


l’ iperbole wy = ab ed il circolo: 
(2 — ay + (y — by = 4 (а? + 6?) 


Se indichiamo con г la maggiore delle ascisse dei punti di 
T n [; 
intersezione, si ha М5$5=ж—а е = rappresenta la tangente 


dell'angolo uguale al terzo dell'angolo dato. 
L'altro punto d'intersezione F del гато. М dell! iperbole col 
circolo determina il punto Z tale che: 


YBz =-ф= VBC 
ossia ci dà la trisezione dell’ angolo complemento del dato, 
mentre il terzo punto d' intersezione G dell'iperbole col cir- 
colo ci dà il punto V (о W) cui corrisponde Г angolo: 


^ 1 A 
DBN = F DBC 


ossia uguale al terzo del supplemento dell’angolo dato. I punti 
E,F,G costituiscono il solito triangolo equilatero. Il quarto 
punto d'intersezione U dell'iperbole col circolo non giova 
poiché non é altro che il simmetrico di M rispetto a B. 

Nota. — Si può osservare che nel circolo M si hanno queste 
relazioni fra i varii archi considerati, indicando con х lan- 
golo dato ТМС: 


- 


ET=- TC 


- 


FH= ТЕШ = 


© 
EE 
E 
ES 
S 


GT=-} TFUC=+ nd =) 


HI. — Soluzioni di Рарро e di Newton. Si tracci una 
iperbole d'eccentricità 2. Siano O il suo centro, A, Ni vertici 
e B, M i fochi. ll cerchio descritto su AB come corda, in modo 
che il segmento AFB sia capace dell' angolo dato, segherà la 
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iperbole nei punti E, F, T (vertici d'un triangolo equilatero) 
ai quali corrispondono le tre soluzioni del problema, cioè : 


BFE == : ВРА 
ВАғ = - (т — BFA) BPT = + (х + ВРА) 


Sia D il punto d'intersezione del circolo AEBF con la per- 
pendieolare condotta sul punto di mezzo di AB, e si descriva 


Fig. 387. 


il circolo D (DA). Esso segherà l’ iperbole in tre punti H, Z, L 
(vertici d'un triangolo equilatero), cui corrispondono gli angoli: 


BDA = + BDA ossia | (т – ВРА) 
BDz = SE (2z + BDA) 


BDL (corrispondente all'arco BZL) = : - (47+ BDA) 


www.rcin.org.pl 


— 432 — 


ШП. — Si può considerare l’iperbole di cui nelle soluzioni 
precedenti, come luogo dei punti S che si ottengono condu- 
cendo dai due punti fissi A, B delle rette come AC, tali che 


ВАС = « е come BS, tali che ABS=2%. Naturalmente si ha: 
МА * AO = ON — NBiza 


essendo M e B ifochi, O il centro ed A , N i vertici della 
iperbole, La sua equazione in coordinate polari (polo A) ё: 
sen 2% 6a sen w cos w 


o = ORA, 
на sen 3 w 3 sen o cos? o — sen? o 


e in coordinate cartesiane (assi Ac , Agi): 
y*—32(m—2a) 


Riferita invece al suo centro O e ai suoi assi principali 
Ов, Оу è: 
y? = 3 (a — а?) 


Gli assintoti hanno per equazione : 


La circonferenza descritta su AB come corda, in modo che 
il suo segmento ADB sia capace dell angolo da trisecare, se- 
gherà l’iperbole in altri tre punti E, F, T ai quali corrispon- 


dono (essendo BFG = z l'angolo dato): 


ВАР = -1 вАт =. 
ossia : 
MAT = Mr BAV = Tez 
ossia : ' 
Ban Sg = АРВ 


Questa soluzione, le due precedenti e quella classica del 
Cliasles sono le più semplici. 
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IV. — Soluzione di Descartes. Questa soluzione si riduce 
alla determinazione dei punti d’intersezione d’un circolo e di 
una parabola le cui equazioni sono rispettivamente: 


1 


ая фу – 12 о фату = 0 pi гє 


Le ordinate di tali punti sono date dall’ equazione : 
4g=3y—m 


di cui la minore delle radici positive è il seno di $ dell’ an- 
golo il cui seno è uguale ad m. 


V. — La seguente soluzione viene attribuita a Clairaut. 
Sia PQR l'angolo dato; si prendano sui suoi lati lunghezze 
uguali QA , QB e da Q come centro si descriva un eircolo di 


GABINEI MATEMATYC ZNY 


raggio QA. Si tracci la corda AB e la si divida in tre parti 
uguali nei punti R, 5; si conduca la bisettrice QC dell’ an- 
golo AQB. Si avrà: 
Sie T AS 
GHERSI. — Matem. dilett. 28 
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Si desciva allora un’ iperbola avente un foco in A, il vertice 
corrispondente in S e per direttrice la QC. Sia N il punto di 
intersezione del ramo S dell’ iperbola col circolo Q. Si conduca 
da N la perpendicolare sulla QC ; essa segherà in О la circon- 
ferenza Q. Si avrà allora, per le proprietà della direttrice e 
del foco : 


AN AS 2 


Р. BM Ww 1 
da cui AN —2 ND e, per simmetria, AN — NO — OB e quindi : 
адм = мдо = одв 


VI. — La soluzione classica del problema ё quella indicata 
dal Chasles, che si ottiene coi metodi della Geometria proiet- 
tiva, e che si può ricondurre a questa proposizione, 


Fig. 889. 


L’arco di circolo AB, di centro O, è diviso in tre parti uguali, 
nella sua intersezione con l’iperbola equilatera che ha per 
diametro OB e che passa per il punto d’ intersezione di OA 
con la tangente ai cerchio in B. 
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Ecco ora la relativa costruzione data dal Cremona nel suo 
celebre trattato di Geometria proiettiva. 

Nella circonferenza data (flg. 389), prendasi, a partire da A, 
un arco arbitrario AN, e a partire da B, ma in senso opposto, 
un arco doppio BN'. Condotta la tangente BT, gli angoli AON, 
TBN' sono uguali ed opposti di senso; ossia, se i punti N, N' 
variano simultaneamente, i raggi ON, BN' generano due fasci 
inversamente uguali. П luogo del punto M ad essi comune sarà 
dunque un'iperbola equilatera i cui assintoti hanno le direzioni 
delle hisettrici SX, SY degli angoli delle AO, ВТ; giacchè 
queste rette sono raggi corrispondenti (sono quelle posizioni 
de’ raggi mobili ON, BN', per le quali gli archi AN, BN! sono 
nulli). II centro dell’ iperbola è il punto di mezzo C della retta 
OB congiungente i centri dei due fasci. Costruita 1 iperbola, 
per mezzo del teorema di Pascal, si ottiene un punto P ove 
essa attraversa l’arco dato AB; ivi coincidono due punti cor- 
rispondenti N, N', epperò P è il punto cercato di trisezione 
dell’arco dato ; Parco AP è la metà di PB. 

L'iperbola incontra la circonferenza in due altri punti R, Q; 
il punto R dà la trisezione dell'arco BF che con AB completa 
la semi-circonferenza, Il punto © dà 1а trisezione dell'arco che 
Si ha togliendo AB dalla circonferenza intera, cioé di AFB. 

VII, — Soluzione Bourdon. La formola trigonometrica 
per calcolare il seno del terzo d'un arco in funzione del seno 
di quest’ arco ё: 


4 sen? 1 2-3 sen i a+senz=0 


Ponendo: 
sen -l-a =w sen х = 8 
e ristabilendo l'omogeneità, si ha: 
420° — 3rce+r3=0 (1) 
Facendo allora : 
а? = гу (2) 
risulterà : 
4 æy — 3ra+rs=0 (3) 


Conduciamo pel centro O (vertice dell’ angolo) due rette or- 
togonali, una delle quali OX passi per l' estremo A dell’ arco 
AB dato. 
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L'equazione (2) è quella d'una parabola coll'asse principale 
diretto secondo OY ed il cui parametro è uguale ad r ; questa 
curva è tangente in O all’asse delle ascisse. La sua costru- 
zione è facile poichè si hanno per y—0,r,2r- 


© ө» э i se- 
guenti valori di а: 


2 = 0 tr tr VN n areata 


L'equazione’ (3) è quella d'una iperbola avente per assin- 
toli le rette : 
ar 
а= 0 IZ 


ossia l’asse delle y ed una parallela all’ asse delle а distante 
da esso di: 


de dl 56е 7) 
4 i 
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Facendo nell’equazione (3) y = о si ha: 


s BP 1 
= = 0с= OD. 

È dunque facile costruire anche questa conica, mediante le 
seganti uscenti da C. 

Il ramo inferiore dell’ iperbole sega la parabola in due punti 
M , M!', mentre il ramo superiore la sega in un punto sola- 
mente M". Abbassando le perpendicolari da tali punti sul- 
l’asse delle æ, si hanno in ON , ON' , ON" le tre radici del- 
l'equazione (1). 

Questi valori, due positivi e uno negativo, esprimono dei seni; 
occorre quindi riportarli sull'asse OY da O rispettivamente in 
R, R', В"! e condurre poi le parallele RS, R' T, R"U all'asse 
OX. Gli archi AS, AT, AU rappresentano: 


2 п — а mx 
3 3 3 


che sono i tre valori della terza parte d'un arco di dato seno. 
I punti S, 7" , U! costituiscono i vertici del triangolo equila- 

tero di cui si è trattato precedentemente (vedi pag. 428) e vi 

corrispondono: 

* _. ab 


Ci Б зт 
3 АВТ = 3 АВП = 3 


AS = 


VIII. — Soluzione Delbcuf. — Siu YAX = 0 l'angolo dato 
(fig. 391). Tutto si riduce a costruire un triangolo АКТ, nel 
quale 0 sia l'angolo esterno, e l'angolo K doppio di L, La bi- 
settrice di K incontra AX in un punto B equidistante da K 
ed L; le perpendicolari BC , BG abbassate su AK , KL sono 
uguali. Se si dà il punto B, e si considera solamente la condi- 
zione BK = BL il punto G descrive un luogo geometrico defi- 
nito da questa costruzione : 

Dal punto Б come centro, ron raggio arbitrario, si descrive 
una circonferenza D EE!'D'; si prendono i punti di mezzo 
M,Z,T,P delle corde DE, Ер, Е, ЕРЮ che uniscono i 
punti d’intersezione della circonferenza coi lati dell’ angolo 
YA X. Questi punti determinano un'iperbole equilatera che 
sega in G il cerchio descritto da B come centro, tangente ad 
AY; 1а perpendicolare BG in G sarà la base del triangolo 
cercato AKL. 
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La curva ausiliaria é un'iperbole equilatera perché la CM, 
congiungendo i punti di mezzo delle corde DD', DE, si ha: 
DCM = DD'E = -| DBE = MBE 


è 


DAE e 


w 


Fig. 391, 


dunque le rette CM, BM ruotano con la stessa velocità, in 
senso contrario, attorno a C e B. Quando il cerchio DEE'D' 
passa per A i punti di mezzo delle corde D'E, D'E! , DE! coin- 
cidono rispettivamente con В, А, С. Essendo AB e AC due 


www.rcin.org.pl 


— 439 — 


corde supplementari dell' iperbole, gli assintoti sono paralleli 
alle bisettrici degli angoli YA X, YA X'; essi fanno dunque 
con BC gli angoli: 


1 1 
9 8, 0190) 


Consideriamo ога gli altri due punti d'incontro del circolo 
coll’ iperbola, diversi da C. Avremo: 


Dunque le basi dei tre triangoli AKL , ARS, AIN formano 
con AX' gli angoli: 


1 1 1 
4! 39; 7-9 


ossia l'iperbola è trisettrice dei tre angoli 0 , п — 6, 2x — 8. 

Questa soluzione differisce da quella classica di Chasles (vedi 
fig. 389) solamente per il punto di partenza, ma in sostanza & 
identica ad essa. 

Gli angoli GBL , GBK , KBC essendo uguali tra loro, l'iper- 
bole realizza la trisezione del'angolo СВХ! che indicherò 
con 6'. Parimente l'angolo СВА = п — 0' e l'angolo rientrante 
СВХ! = 2x — 0' sono divisi in tre parti uguali da BI e BF, 
BR e BH. I punti F, G, H sono vertici d' un triangolo equila- 
tero, come già si è veduto (vedi pag. 428). 

Quando l' iperbole equilatera è data, si traccerà il diametro 


BC facente con un assintoto l’ angolo Y 0, si condurrà CA 
perpendicolare a CB, nonché la corda AB, ecc. 


IX. — Con Іа chiocciola di Pascal. — Sia l'angolo САВ da 
dividere in tre parti uguali (flg. 392). A destra e sinistra del ver- 
tice A, sopra AC e il suo prolungamento, si prendono lunghezze 
uguali AO e AD; dal punto О come centro e con ОА raggio 
come si descrive una circonferenza; poi si descrive la sua pe- 
dale rispetto al punto D; questa è la chiocciola di Pascal. 
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Dal punto B in cui il lato AB incontra tale curva, si conduce 
una tangente B7' alla circonferenza OA; la retta A7 che unisce 
il vertice dell'angolo al punto di contatto forma l'angolo: 


Infatti, il punto B della pedale é il piede della perpendico- 
lare abbassata da D sulla tangente BT; ora, se si prolunga il 
raggio OA d'una lunghezza uguale alla sua e se dal punto D 


Fig. 392, 


cosi ottenuto si abbassa una perpendicolare sopra una tan- 
gente BT, congiungendo il piede 23 al punto A si ottiene ap- 
punto un angolo: 


A 1 ^ 
ABD = 3 OAB 
poiché il triangolo BAT riesce isoscele, epperó : 
^ 
BAT 


ABD=-È = ATO = CAT 


{Vedasi oltre: Soluzioni dell’Autore). 
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X. — Sia POQ l'angolo dato. Descriviamo, dal vertice come 
centro, un circolo clie segherà OP in A e OQ in B ей suo 
prolungamento in C. Se si potesse determinare su OP un 


Fig. 399, 


punto M esterno al cerchio, tale che sulla segante MCN ri- 
sultasse il segmento MN uguale al raggio OA, sarebbe risolto 
il problema, poichè si avrebbe: 


ОМС = i MOQ 


Infatti, essendo isosceli i due triangoli MNO , NOC, si ha: 


с=п —– 4а оѕзіа c -+a =r — 3а = п – M0Q 
da cui: 
1 ^ 
A MOQ 


La posizione del punto M, cHe gli antichi determinavano 
mediante la concoide, si può ottenere del pari con le coniche 
come vedremo. 
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XI. — Con 1а trisettrice di Maclaurin. Riferiamoci alla 
costruzione indicata a pag. 336 fig. 296. 

Dato un angolo POB, per trisecarlo si traccerà con centro 
nel suo vertice O una circonferenza rispetto alla quale si de- 
scriverà la trisettrice nel modo sopra indicato. Essa segherà 
in P il lato OP dell’angolo dato e conducendo da esso la tan- 
gente al circolo, si avrà : 


POM = + РОВ 
Si avrebbe parimente : 


PSB--d 


PÒB 


e siccome OP sega la trisettrice in altri due punti che diremo 
x e 8 si avrebbero da essi le altre due soluzioni del problema 
come ho indicato in soluzioni precedenti. 

XII. — Con la strofoide (1). Si è già scoperto un gran nu- 
mero di belle proprietà della strofoide e si sono anche indi- 
cate molte questioni nelle quali essa rende grandi servizii, 
Ma credo che non sia stato finora osservato come si possa ap- 
plicarla alla trisezione dell’angolo e alla soluzione del pro- 
blema di Delo (2); vale a dire come essa appartenga ad un 
tempo alla categoria delle curce settrici e a quella delle 
curve duplicatrici. 

Il che si rileva da uno studio attento di due passaggi della 
inesauribile corrispondenza di Cr. Huygens. 

Nella lettera indirizzata dal matematico tedesco Kinner a 
Gr. Huygens il 18 luglio 1653 si legge il seguente procedimento 
per dividere un angolo in tre parti uguali: «Sia ABC l’arco 
«dato; si applichi una riga passante pel centro D di quest’arco 
«in modo che essa segbi la corda AC in E el'arco ABC in F, 
«così da avere СЕ = CF. Dico che Parco CA è il triplo di CF». 

Chiamiamo infatti G la seconda estremità del diametro FD 
(fig. 394) e uniamo il punto A ai punti F e G. Ponendo: 


CEF = CPE = 2 si avrà  KọF=r—?2a ОВА = ә 


т — 24 A 
^i т> Yr cus 2 = 1 Абр 


2 B 2 


(1) Nota del Prof. Gino Loria іп Mathesis 1898, pag. 265. 
(2) Vedi: Duplicazione del cubo. 
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Quindi l arco AF è doppio di CF, ossia CF è il terzo di AC 
come Kinner aveva asserito. 

Per applicare questa osservazione alla trisezione dell' arco 
ABC, é evidentemente sufficiente trovare l' intersezione del 


Fig. 394. 


circolo D con una curva generata nel seguente modo: «Con- 
«dotta per D una trasversale arbitraria che seghi in X la 
«corda AC, si prende su questa trasversale un punto Y tale da 
«avere CY — CX; il luogo di Y è la curva di cui si tratta», 

L’ equazione della curva, prendendo P origine in D е l’asse 
delle æ parallelo ad AC, è: 


(2% 4 y?) у + bæ — 2agy — by*-0 
nella quale a e d sono le coordinate del punto fisso C. 
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Siccome il luogo rappresentato é una cubica circolare con 
un punto doppio a tangenti rettangolari, la curva trisettrice 
è una strofoide; esse sega il circolo, oltre che in C e nei punti 
circolari all'infinito, in altri tre punti L, F, H, il che corri- 
sponde al grado del problema della trisezione d'un arco. In- 
fatti si ha: 


CBL = ! 


(СА + 27) CBH = -1- (бА 4 4a) 

I punti F, L, H sono i vertici d'un triangolo equilatero, come 
già si é detto. 

"ХИ. — Con la Concoide di Nicomede. Abbiansi un punto 
fisso O (fig. 395) ed una retta fissa m, distante da esso ОЕ = a. 
Su di un raggio uscente da O, e segante la т in S, portiamo 
da S, nei due sensi, un segmento costante ST = SU = b. Il 
luogo dei punti T , U, quando varia il raggio uscente da О, 
sarà la Concoide di Nicomede. 

Se b = a la curva presenta in О una cuspide; se b >a si ha 
in О un nodo, come nella figura; se b <а la curva non ha 
nodo né cuspide, ma un punto doppio isolato in О. 

L’ equazione della curva ё; 


(0° + y°° (e — аў = 1" a? 


Quella dell'assintoto, comune ai due rami della curva, ё e=a. 

La presenza del fattore (22° + y?) ci dice che la curva passa 
all’infinito pei punti ciclici. 

Sia YOC (ossia ABN) l'angolo da trisecare; tracciamo il cir- 
colo di centro В e di raggio BO. Esso sega la concoide in otto 
punti; di questi sono estranei alla soluzione i due che cadono 
nell’origine, i due immaginarii (punti ciclici) e il punto C che 
trovasi sul lato OB dell angolo dato. Agli altri tre M, P, N, 
vertici del triangolo equilatero giù precedentemente conside- 
rato, corrispondono le tre soluzioni del problema. Conside- 
rando infatti il punto M, si hanno i due triangoli isosceli 
OBM , MBR dai quali si rileva appunto essere l' angolo : 

1 ; le яз 


- AOC ossia l’urco VM = VA 


AOM =, 3 


d'onde: 


YN — і (2x — VA) vip=| x — Và) 
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XIV. — Soluzioni dell'Autore. Fra le tante soluzioni di 
questo problema varie ve ne sono dipendenti fra loro, che mai 
mi é occorso di vedere opportunamente coordinate, ma sempre 
esposte isolatamente. Pure, tale coordinazione o dipendenza, 
non essendo senza interesse, ho creduto farla qui rilevare, 
posto che ho toccato l'argomento. 


Fig. 390, 


Cominciamo dalle soluzioni indicate dal Chasles (v. pag. 434 
N. VI) e dal Loria (v. pag. 442 N. XII. Ripetiamo nella fg. 396 
la prima costruzione (vedi fig. 389), con le stesse lettere, in- 
dicando con x l'angolo dato BOA. 

Assumiamo come polo d'inversione il punto B, con una po- 
tenza arbitraria — k’. Al circolo О (OA) corrisponderà una 
retta æ perpendicolare ad OB, e l’iperbole equilatera si tra- 
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sformerà in una strofoide obliqua, le cui tangenti m,n nel 
punto doppio B sono parallele agli assintoti dell’iperbole. Ai 
punti P,Q, R comuni al circolo OA e all’iperbole, che ci 
danno la trisezione degli angoli BOA, ecc., corrisponderanno 
i punti Р’, Q' , R' comuni alla retta г e alla strofoide. 
Dai triangoli BR' G , BOR abbiamo: 
d. E^ 1 


вЁ@ = нӧв = + BOH = 3 AOS = n (т — «) 


Analogamente si trova : 
BQG = ! вдо = A0Q— i (2x — 2) 


A 1 ^ ^ 1 
BPG = 2 ВОР = AOP = Ws 
Cosicché il risolvere il problema della trisezione dell'angolo 
mediante le intersezioni d'una retta con una strofoide rinviene 
alrisolverlo mediante quelle d'un circolo e d'una iperbole 
equilatera, secondo la classica soluzione. 
— Osserviamo ancora, che se il circolo O (04A) fosse stato 
descritto dal centro B e si fosse considerato dato l’angolo: 


TBs=n-a=f 


si sarebbero ottenute le soluzioni del problema mediante le 
intersezioni р, g , r del circolo con l’iperbole, simmetriche 
di P, Q, R rispetto al centro di essa C, per cui: 


TÈp = RÜH- 4 8 


1 


rBP'— A0Q = g 0т+ 8) 


Il 


qBP! 


Il 


AOP=4 (ал 4 8) 


L'inverso del circolo B (BO) sarà un circolo ad esso con- 
centrico, sezante la strofoide nei punti р’, 9', г! corrispon- 
denti a p, q,r. Dunque la soluzione accennata dall'Huy gens 
e sviluppata dal Loria (v. pag. 442 N. XII) si puó ottenere essa 
pure, per inversione, da quella classica. 


MATE тү, "NY 
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— La strofoide e la retta (o il circolo) rispetto a un dato 
angolo, sono individunti nel modo che risulta dalla inversione 
sopra considerata, ma possiamo usarli per la soluzione del 
problema, indipendentemente dalle linee dalle quali furono 
generate. Sia infatti SB7 = х l'angolo dato. Descritta dal suo 


vertice come centro una circonferenza, che sega SB in Зе C, 
conduciamo per B e C due perpendicolari BD , CE al lato BT 
dell’angolo dato. Avremo in G ii polo, in CE l’assintoto della 
strofoide, e in m, n, bisettrici delUangolo: 


РВр = L.—« e SBp=-T 4a 


le tangenti nel suo punto doppio B. La curva segherà il circolo 
nei punti L, M, N tali che si avrà: 


I 
TÈL = + 9 


TBM! = . (27 + 2) (сопуеѕѕо) TBN! = l (^m 4 x) 


Infatti si ha dai triangoli isosceli BDL , BGL e dal triangolo 
rettangolo BDI: 


DBG + GBL + BDI = ^ 
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Ma 
BDI = + GBL e DBG = T ка 
per cui: 
т ea T 3 A 2 
ar 24 EE ossia АВІ = = х 
per cui: 


Bp = a ece. 


— Parimente, la strofoide sega la perpendicolare innalzata 
sul punto di mezzo di BP nei punti P, Q, R tali che si ha: 


ВВ2 2-13, 

"292 

A 1 ^ 1 

BQz — , Qm a) BPZ = 4 (ат + 2) 


La dimostrazione è assai semplice : il punto R della strofoide 
si ottiene conducendo pel polo G la retta GR e portando su 
essa, a partire da V, i segmenti VR = VR! = VB. Ora abbiamo; 


GBD + DÊR +4 BRG = + 
e siccome : 
GÊD=5 — = DBR = BRG=2 BRZ 
avremo : 
т B ca) т 3 A 1 
nom a + 2 BRZ + BRZ = ^ ossia BRZ = $4 * 
e analogamente : 
^ e. un 1 
BQZ = BRZ + = (2 + x) 
A, zm 4T 1 
BPZ=BRZ+-- =; (т + 2) 
GuikRrsi, — Matem. dilett, 29 
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— Passiamo ora a studiare l’inversa d’un’altra soluzione, 
quella di Pappo (05. 387 a pag. 431). Sia dunque l’ iperbole 
(fig. 398) d' eccentricità 2, della quale A ed N sono i vertici, B 
un foco, O il centro; l'angolo degli assintoti è di 60°, ecc. 


~ — 


rr E 2 a лањь. лыы: 


Fig. 398, 
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Sia AFB il segmento di circolo capace dell' angolo dato; le 
Ssoiuzioni del problema corrisponderanno ai punti d'interse- 
zione del circolo con l’iperbole, A esclusa, cioè ad E, T, F. 

Si avrà: 


BET- $ (24 BEA) ВВР t (ёт + BEA) 


Ora, assumendo come polo d' inversione il foco B, si otterrà 
il circolo ABF invertito in una retta г, e l'iperbole in una 
Chiocciola di Pascal; le intersezioni G, H, L di questa curva 
con la retta æ risolverranno il problema, eccettuando V cor- 
rispondente ad A. Si avrà quindi : 


x BAV = (2 — 2) ВТУ = La) 


вбү = &- 3 


e analogamente per BV e ВТУ. 

— Nella soluzione di Pappo (v. fig. 387 a pag. 431) si considera 
pure un circolo di centro D e di raggio DA, nel quale !' arco 
ASB risulta capace dell’ angolo E Le sue intersezioni 
а, b,c conl'iperbole risolvono il problema rispetto a tale 
angolo, ma anche rispetto ad а. Nella nostra inversione tale 
circolo si trasforma nella retta d, le cui intersezioni т, л, 
con la chiocciola di Pascal danno gli angoli : 

(CA 


mBVv = ABa = "a 


nBv= ABL=4 (x + 2) rBv= ABc = 4 (т — 2) 


come è facile vedere. Qeusta soluzione si ottiene direttamente 
quando, dato l'angolo х = Y BV si consideri la chiocciola di 
Pascal come luogo geometrico del punto m nel quale la corda 
variabile Y V è segata dal raggio BQ facente con quello fisso 


BV angolo uguale ad i а. 
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— Consideriamo ora la stessa soluzione di Pappo (fg. 387), ma 
assumiamo come polo d'inversione il vertice A dell’ iperbole, 
e una potenza qualunque. Nella fig. 399 si ё fatto K? = — 6, es- 
sendo AN — + 2; risulta perciò AM — —3. Il circolo X de- 
scritto su AB come corda, e col segmento AZB capace del- 
Pangolo « diventa la retta г, mentre l’iperbole si trasforma 


Fig. 399. 


in una trisettrice di Maclaurin. Alle intersezioni E, F, Т del 
circolo X con l’iperbole corrispondono i punti d'intersezione 
G,L,H della æ con la trisettrice. Risultano quindi, secondo 
la dimostrazione data nei casi precedenti : 


kc Ani 


^ N 
MAG= |; gin) MAL= 
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— Se consideriamo anche qui, come nel caso precedente, il 
circolo D (DA) che ha per inversa la retta d, le intersezioni 
т, п, Р di questa con la trisettrice ci daranno: 

1 


АЙТУ = 2 АУ = 1 (к фо) AfV=g(1_@) 


— Anche l’ipocicloide tricuspidale ё una trisettrice. Infatti 
(fig. 400), sia dato l’angolo CJR =~ da trisecare; descriviamo 
il circolo J (JL), tangente alla corda CR; si tratta di trovare 


Fig. 400. 


una tangente comune all’ ipocicloide е ad esso circolo, cioè Іа 
posizione AB della corda CR. Ma si è veduto (pag. 349) che il 
punto E di contatto della tangente coll' ipocicloide é simme- 
trico di A rispetto a B; descritto dunque un circolo J (Ја), 
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essendo CG — СЇ, si otterrà il punto E come intersezione di 
questo circolo coll' ipocicloide ; la tangente da / al circolo JL 
ci darà: 

HJCu = : z 1 edi =з 1 (2л — х) BJU = - 274 ә) 

— Osserviamo ora che, se la soluzione precedente era data 
dalle tangenti comuni al circolo J(JL) e all’ipocicloide, quando 
si considerino invece le rispettive curve polari reciproche — 
conica fondamentale, circolo J (JA) — cioè il circolo J (JS) e la 
trisettrice У di Longchamps (у, fig. 305 а pag. 348) si otterranno 
le soluzioni del problema mediante le intersezioni di esse. 

Dato dunque l'angolo RJC si costruisce il polo К della corda 
RC e si descrive il circolo J (JK) clie sega in un punto S (vedi 
fig. 400) la curva trisettrice 7. La tangente SB al circolo fon- 
damentale determinerà l’ angolo : 


Bic = 4 
Si puó anche osservare che: 
8526" = | 2 


Quindi, se in luogo del circolo J(JK) relativo ad un angolo z, 
si costruisce quello relativo ad un angolo 2% (come vedesi 
nella fig. 305 a pag. 348) mediante la tangente PQ in P (essendo 
POQ = х), si risparmia la costruzione della tangente SB (fig. 400) 
ottenendosi direttamente dalle intersezioni S, T, U di tale 
circolo con la T: 


A A [ 
AOS = BOZ ш 2 


(т — 2) BOv= Lora) 


BUT = 3 


D'ultronde, per l'equazione della T (vedi pag. 349), si ha: 


OQ = — R = 
cos 3 QOZ 
ed essendo: 
H "a * 
09 = oos x ne segue clie 902 = + 
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— Consideriamo ancora l'iperbole di eccentricità 2, e il circolo 
di centro O e raggio DB (fig. 401). La polare reciproca dell'iper- 
bole, rispetto ad un circolo di raggio k avente il centro in un 
suo foco B, sarà un circolo S (SV), la cui pedale ё la cliioc- 
ciola di Pascal, inversa dell'iperbole dal polo d'inversione B, 
con potenza k, 

La polare reciproca del circolo D sarà una parabola le cui 
tangenti comuni col circolo S (diverse da quella in V, polare 
di А) saranno le polari dei punti а, 0, с, intersezioni del cir- 
colo D con l’iperbole, che risolvono il problema della trise- 
zione dell'angolo ADB. Tali tangenti, che costituiscono un tri- 
angolo equilatero circoscritto al circolo S (SV) ed iscritto nel- 
l’altro S (SB) ci darebbero esse pure la trisezione di ADB. 

Naturalmente, poi, esse segano la chiocciola di Pascal nei 
punti G, Н, Г, nei quali essa ё segata dalla retta inversa del 
circolo D, corda comune ai circoli D e B. 

Dato dunque un angolo ADB da trisecare, si descrive un 
circolo D (DA) dal vertice come centro; si divide in N, О la 
corda AB in tre parti uguali e, stabilita una potenza #?, si 
traccia il circolo S (SV) inverso di quello avente il diametro 
NA. Si costruiscono poi le tangenti comuni al circolo S (SV) 
e alla parabola che ha per asse BD, per foco B e per tangente 
nel vertice la perpendicolare da V alla DB. Le perpendicolari 
Ча B sulle tre tangenti comuni (diverse da quella in A) seghe- 
ranno il circolo D nei punti с, dc, ecc. 

— Analogamente (flg. 401) consideriamo la chioeciola di Pa- 
scal BV; sia l’iperbele МА la pedale da B della reciproca P 
di detta chiocciola rispetto al circolo B; alla retta GVHL, 
inversa (da В, k?) del circolo D, corrisponde il suo polo R, 
altro estremo del diometro BD. Le tangenti condotte da R 
alla curva P (diverse dalla RA) cioè Ra , RU, Rc facenti fra 
loro angoli di 120° determinerebbero i punti а, б, c sulla cir- 
conferenza BAT, clie risolvono il problema. Tali tangenti sono 
parallele a quelle comuni al circolo S (SV) e alla parabola, 

A costruzioni analoghe si perverrebbe, ma meno semplici, 
scegliendo come centro d’inversione, e quindi come centro del 
circolo fondamentale per la trasformazione polare, un vertice 
dell’iperbole o un punto non particolare di essa. 

Abbiamo dunque quattro soluzioni del problema, intima- 
mente dipendenti l'una dall’altra, cioè : 

1.° Intersezioni dell’ iperbole col circolo D. 
2,» Intersezioni della chiocciola con 1а retta GHL. 
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3.° Tangenti comuni al circolo S (S V) e alla parabola 
di foco B, ecc. 

4° Tangenti dal punto R alla polare reciproca della 
chiocciola. 


Fig, 402, 
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— Sia MON l'angolo dato (fig. 402). Tracciamo un circolo 5 
qualunque, che segherà MO in Гей NO in T; conduciamo ZM 
ed IN che si segheranno in G. Abbiamo: 


MON = MGN + 2 MTN 


Se, descrivendo la circonferenza N (NT), G coineidesse con 
un punto di essa, evidentemente si avrebbe: 


MON = 3 MTN 


Ora, se per i circoli variabili S aventi la corda comune 77, 
costruiamo il punto G, troviamo che il suo luogo è un'iperbole 
equilatera di centro R, punto di mezzo della corda 77, e i cui 
assintoti sono paralleli alle hisettrici dell'angolo dato e del 
suo supplementare. Inoltre, se sulla segante variabile ING por- 
tiamo, nei due sensi, in OH ed OK, il segmento 07, avremo 
una strofoide come luogo dei punti H , K. L'intersezione delle 
due curve risolve il problema, non certamente nel più sem- 
plice modo. 

Le due curve s' intersecano in quattro punti V, X, Y,/ dei 
quali soli i tre primi corrispondono a soluzioni del problema : 


VÎN=-; MON 
NTX = + NOI = у (180° — MON) 
NPY = -\- (зв — MÓN) 


— Portiamo tre volte (fig. 403) sulla circonferenza O, una 
corda AB, da A in B , € , D e portiamo ancora lo stesso seg- 
mento da O in M sul raggio OD. 

Il luogo dei punti M che si possono cosi ottenere facendo 
variare AB è una trisettrice la cui equazione polare è (polo О; 
pESSDATSUDA =}: ^ 

р 24 sen 

LI 

I valori di e passano dallo zero a 2r fra w = 0 ed »-—3z 
per rilornare a zero, per o = 6m, ecc. 
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Per un dato angolo AOE = > si hanno le seguenti corde, 
corrispondenti agli archi indicati ; 


OM 


Fig. 408. 


Soluzioni meccaniche. 


Tralasciando di occuparci del concoidografo di Nicomede, che 
serviva pure per la soluzione del problema della duplicazione 
del cubo, ma non era punto pratico, daremo un cenno su al- 
cuni strumenti più semplici ideati per risolvere meccanica- 
mente il problema della trisezione dell'angolo (1). 


(1) Le articolazioni indicate iu nero nelle figure sono quelle che rimangono 
fsse nel movimento del sistema articolato. 
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I. — Trisettori di Rouse-Ball. Sia MOB l'angolo dato 
(fig. 404). Su carta trasparente tracciamo una retta e portiamo 
su di essa un segmento PQ = 2 ОВ essendo OB qualunque. 
Per B conduciamo la perpendicolare e la parallela ad OM. Si 


RT / 
B 


Fig. 4. O 


tratterà allora di adattare il trasparente in modo che gli 
estremi P e Q del segmento PQ coincidano rispettivamente 
con la BR e con la BQ, e che la retta stessa PQ passi per O. 


Buses Су 1 255 
Si avrà in tal caso МОО = 3 MOB. 


Ш. — Si traccia su carta da decalco un T. Sia MON lan- 
golo da trisecare ; si traccia una parallela AB ad uno dei suoi 
lati ON, distante da esso della lunghezza MP braccio del T. 
M 
{N 


Fig. 405. 
570 N 


Si fa poi scorrere questo fino a che i suoi estremi M, Q pog- 
gino sul? altro lato OM dell’ angolo e sulla parallela AB, e la 
PS passi per il vertice O del’ angolo. 
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ШЕ. — Si può usare la disposizione della fig. 406, facendo scor- 
rere la carta da decalco, sulla quale si sarà tracciata una 
squadra coi segmenti MP = PQ, conservandone un lato MR 


M 
Pei 
Pd x 1 


РА ET 


P 


Re 
Fig, 406, ^ [ 


tangente all’arco di circolo di raggio ОС = MP, fino a che 0 
poggi sulla parallela a CN distante da CN di VN = MP. 
Risulterà : 
MOP = 3 MON 
iV. — La disposizione della figura precedente si può modi- 
fleare in questo modo (fig. 407): Tracciata la squadra sul de- 
calco, sul foglio, si traccia un semicerchio OQN di raggio OC 


Fig. i07. 


e si porta OS — OC, Si fa poi scorrere la squadra in modo che 
un suo lato passi per S e l’altro sia tangente al semi-cerchio, 
mentre il vertice M si fa coincidere col lato RO де? angolo 
dato RON. La figura mostra chiaramente, mediante le pun- 


teggiate, come SMO risulti uguale ad un terzo di MON. 
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V. — Si può modificare ancora la disposizione precedente 
costruendo due semicerchi di ugua! raggio e tangenti. come 
vedesi nella fig. 408; si raccordano con la tangente comune in 
modo da avere la figura DSNO. [Facendo allora scorrere una 


Fig. 408, А a Ар 77 аа s 
D C о N 
squadra AMB, in modo che i suoi lati si mantengano tangenti 
alle due semi-circonferenze, fino a far coincidere l’ estremo Р 
di un segmento MP = OC, segnato su uno di tali lati, col lato 
OR dell angolo dato RON, si avrà cPo = н RON. 

VI. -- Trisettore di Ceva (1696). È costituito da una losanga 
articolata OBAC coi lati OB, OC prolungati e scanalati; in 


M 
7 
n 
75 ЖУ, 
/ N 
Fig. 9. Oc e. i 
, N 


queste scanalature scorrono dei corsoi (galletti) uniti ad altre 
due sharre AM , AN articolate in A. I? angolo MON è uguale 
al terzo dell’ angolo MAN quando si abbia AM = AN = AC. 
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VH. — Trisettore di Laisant. Il sistema articolato rappre- 
sentato nella fig. 410 è composto di due losanghe OAEF , ОВОР 
i cui vertici Е, C sono scorrevoli nelle guide costituite dai 
prolungamenti dei lati OD , OF, mentre i vertici A, D, F, В 


A E 


Fig, 410. OC 


B 


sono articolati. È chiaro che uno spostamento del lato OE, 
per esempio, rispetto ad OC tenuto fisso darà luogo ad una 
deformazione delle losanghe, che rimarranno però sempre tali; 
epperò saranno sempre uguali tra loro i tre angoli aventi il 
vertice in O. 

VIII. — Un altro sistema articolato, simile a quelli di Ceva e 
di Laisant è dovuto al Bali ed è rappresentato nella fig. 41. 
Consta di due losanghe ACBO , OBMD col lato comune ОВ, 


Fig. 411, 


articolate ai vertici; di questi, О ed M sono scorrevoli nelle 
scanalature praticate nella AM. Basterà far corrispondere la 
articolazione A col vertice dell'angolo dato DAC e far coin- 
cidere i vertici C e D rispettivamente sui lati dell’ angolo 
stesso, per avere : 


DAO = ОАВ = ВАС = ci DAC 
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IN. — Trisettori Sylvester. In questo strumento sono 
soppresse le scanalature, ma esso riesce troppo complicato 
perché costituito da ben 14 sbarre; esso richiede inoltre una 
articolazione settupla nel vertice O dell' angolo, poco pratica. 


Fig. 412. 


X. — Il Ball propone la modificazione indicata nella flg. 413, 
Che é basata sullo stesso principio e richiederebbe due sbarre 
di meno ed un’articolazione quintupla solamente nel vertice О. 


Fig. 413. 


Esso darebbe l'angolo O' OE = i O' OA. Giova osservare 


che in questa disposizione, quando venga fissata la sbarra OE, 
il punto O” deve muoversi nella direzione stessa di ОЕ; si lia 
cosi una guida di dodici sbarre la cui teoria è assai facile. 
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XI. — Un trisettore più semplice venne studiato dal Sylvester, 
rappresentato nella fig. 414. In esso si ha EO' = OC" — ВС? 


BÈF. 


dal che risulta EB = BO e quindi BEO = 1 


Fig. 414, 


о D 
Il punto B descrive la perpendicolare sul punto medio di OZ, 


base fissa. In figura A, C, B, D, rappresenta la posizione del 
parallelogramma ACBD relativa all'angolo B, EX. 


E 


Fig. 416. 


D t 


ХИ. — Trisettori di Kempe. l| triplo- parallelogramma 
della fig. 415, ideato da Kempe, ha il difetto di richiedere nel 
vertice O dell’ angolo dato um’ articolazione quadrupla. 
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NIH, — Se nella guida di Kempe si fa: 
FC OPpHEUEAU CI) = BC IS 


АЮ = AB=V 5-41 ЂЕ = ЕР= АН =y 5-1 


si ha la fig. 416 nella quale HGF — 1. BOH 


Fig. 410, 


XIV. — Trisettore di Hart. ll si- 
stema articolato (fig. 417) può servire 
come trisettore quando si faccia : 


AG=TGP=,AN = 
АБ == BASO CES EE = 2 
AD = CPS 3 


poiché in tal caso si ha: 


А@ЙМ = 3 FGN 


A N B 
GHERSI. — Matem. dilett. 30 
WWW.rcin.org.pl 


— 466 — 
XV. — Nel sistema della flg. 418 nel quale: 


AS = зш СЭ ЕБ АВ = ВМ = BC=4 


МО= 09 =3 Вб = 6 risulta cMo--. сӧв 


R 


Fig. 418. G 


XVI. — Trisettori di Tissandier. Immaginiamo condotta 
la segante ABC (fig. 419, a sinistra) in modo che la sua parte 


Fig. 419, 


esterna А В sia uguale al raggio BO. Nel triangolo isoscele 
АВО si avrà ВАО = ВОА = a е l'angolo esterno cBo — 2 a. 
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Nel triangolo isoscele BCO si avrà pure BCO = 2a e infine: 


CÒD + ВДА =4a ossia СӦРр = 3а 

È facile realizzare un trisettore basato su tale proprietà, che 
è rappresentato, inferiormente, nella fig. 419. Tre regoli uguali 
АВ, BO , OC sono articolati in modo che O possa scorrere 
{il perno essendo foggiato a scorsoio) in una sbarra scanalata 
AX articolata in A con AB, e C possa scorrere nella scanala- 
tura praticata nel prolungamento di AB. Il tutto, come si vede, 
puó ripiegarsi in modo da occupare pochissimo spazio. 

XVII. — Questo trisettore, di lamierino, ebanite, cartoncino 
bristol, ecc., non ha bisogno d'altra spiegazione quando si sappia 
che deve essere costrutto in modo da avere AB = BC = CD, 


9 


RR: Y 


| VY C n 


V 
M 


DIAM \ 


che il semicerchio BID ha per centro С e che BH è perpen- 
dicolare su AD. Per farne uso si fa corrispondere il punto A 
su un lato dell’angolo da dividere POQ, spostandolo in modo 
che il lato BH passi pel vertice О dell’ angolo e che 1 altro 
lato di questo riesca tangente al semicerchio, al che si per- 
viene per tentativi, naturalmente. 


Www.rcin.org.pl 


— 468 — 


XVIII. — Trisettori dell'Autore. Abbiamo veduto a pa- 
gina 339, fig. 299, un modo di generazione della trisettrice di 
Maclaurin che si presta assai bene alla costruzione d’un tri- 
settore semplice, che può nello stesso lempo servire per il 
tracciamento della trisettrice stessa. 

Abbiasi una squadra a 7 (fig. 421) nella quale OA = АС. 
Fissata una spilla a modo di pernio in O, e fissato un sottile 


Fig. 421. 


elastico, per un’ estremo in M e per l’altro in C, basterà far 
rotare la squadra attorno ad O fino a che l'intersezione del 
suo lato AV con Іа MC cada sul lato BO dell'angolo dato КОВ; 
si ha allora: 
A 4 ^ £z 1 2 
SOA — 3 KOB come pure SMO — SOR KOB 

Il luogo di S é la trisettrice di Mac Laurin. 

All’elastico si potrebbe sostituire un filo fissato in С, che 
Scorresse su di una spilla flssata in M, mantenuto teso con 
un peso P. 


WWwW.rcin.org.pl 


— 409 — 


Sia in un modo che nell’altro, non si potrebbe tracciare con 
moto continuo un arco di trisettrice, ma solamente segnare 
sul foglio dei punti di essa. Sostituendo invece al filo o all ela- 
stico (fig. 422) una sbarra rigida articolata in C, che si farebbe 


2 


Z 


Fig. 422, 


poggiare costantemente sulla spilla infissa in M, si potrebbe, 
poggiando la punta della matita nel vertice S dell’angolo MSA, 
tracciare un arco di trisettrice in modo continuo. 

Questo compasso, per la sua semplicità, è facilmente esegui- 
bile in cartoncino o lamierina rigida (molla d’acciaio, pakfung 
crudo, ecc). 
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LA QUADRATURA DEL CIRCOLO 


Qual è 71 geometra che tutto s'affige, 
Per misurar lo cerchio, e non ritrova, 
Pensando, quel principio ond'eglé indige ; 


Tale, era io, a quella cista nuova; 
Veder voleva come si convenne 
L'immago al cerchio, e come vi s'indova; 


Ma non eran da ciò le proprie penne. 


DANTE - Paradiso, ultimo canto. 


Il problema. 


Trovare il lato del quadrato equivalente a un dato circolo. 


Ecco il famoso problema che da lunghi secoli affatica tante 
menti, e che per tanti altri ancora continuerà ad affoticarne 
e ad ottenebrarne, nonostante qualsiasi dimostrazione dell’im- 
possibilità della sua soluzione. 

Fino al 1882 tale impossibilità non era dimostrata; Lambert 
nel 1761 aveva dimostrato clie il rapporto della circonferenza 
al diametro è incommensurabile, e nel 1803 Legendre dimostrò 
che anche il quadrato di 7 è incommensurabile. Ma solo nel 
1882 Lindemann riuscì a dimostrare che x è un numero tra- 
scendentale, vale a dire che non può essere la radice d’ una 
equazione di grado qualunque a coefficienti intieri o formati 
di irrazionali algebrici (vedi pag. 472). 
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Dall’ 82 in poi non si sarebbe dunque dovuto più assistere ad 
alcuna fioritura di quadrature... e invece! 

Е la previsione che la serie dei quadratori non sia per finire 
neanche dopo la data storica del 1882, è purtroppo facile a 
stabilire. Molti pseudomatematici, tra la numerosa falange di 
coloro che per essere riusciti a Comprendere la dimostrazione 
del ponte dell’asino — denominazione volgore del teorema di 
Pitagora — si credono dei saccentoni, molti ancora saranno 
che, pur non comprendendo talvolta neppur la natura del pro- 
blema, procureranno lavoro alle Tipografie per lanciare nel 
campo scientifico la loro soluzione da aggiungersi alle tante 
già messe fuori dai loro colleghi ora morti o ancora viventi. 
Essi in generale, manifestano o una grande commiserazione 
o un supremo disprezzo per i loro predecessori che, poveretti, 
nella loro ignoranza crassa, accecati da preconcetti assolu- 
tamenti erronei, non sono riusciti a trovaria. È vero che ad 
onta di queste geniali trovate, la soluzione del problema resta 
sempre da trovarsi, ma che importa questo? Chi potrà con- 
vincerli che non fossero da ciò le loro penne * 

Per gli autori di quelli aurei opuscoletti, dove in poche pa- 
gine sono accumulati i più esilaranti strafalcioni matematici, 
la soluzione è innegabilmente trovata; peggio per chi non 
arriva a comprenderne la dimostrazione! 

A me ё occorso, p. es, di trovare in un volumetto del genere 
questa preziosa osservazione: «...... dal momento che un qua- 
«drato me lo dite circoscritto ad un circolo, come mai potete 
«poi ammettere l’ uguaglianza del suo lato col diametro del 
«circolo ? Ecidentemente avete dimenticato di tener calcolo 
«della grossezza delle rette lati del quadrato ! ». 

Io spero che nessuno dei miei Lettori appartenga a tale ca- 
tegoria di matematici ; lo spero, perché sarei certo di farmene 
con queste righe un nemico o almeno di vedermi gratiflcato 
di tutto il suo disprezzo, senza la piü lontana speranza di con- 
vincerlo del suo errore. Un quadratore ebbe infatti a dire: 
«Provatemi soltanto che il problema è impossibile ed io ine 
ne occuperò subito»! 

Ció premesso non mi daró certo la pena di seguire i qua- 
dratori nelle loro elucubrazioni, né perderò tempo nella fa- 
cile bisogna di dimostrarne la fallacia. Vedremo invece, in 
breve, quali indagini serie siano state fatte in proposito. 
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Dell’impossibilità di risolvere il problema. 


Dalla risoluzione, in senso negativo, del problema della qua- 
dratura del circolo data da Lindemann col dimostrare la tra- 
scendenza del numero т, risulta che, non solamente la costru- 
zione di т ё impossibile con riga e compasso, ma che neppure 
esiste aleuna curva superiore definita da un’equazione alge- 
brica a coefficienti interi, un punto della quale abbia 1° ordi- 
nata uguale a 7 e l’ascissa razionale. E neppure può aversi 
una curva algebrica tale che 7 sia l' ordinata d' un punto che 
corrisponda a valore algebrico dell'ascissa. 

« Se (1) tutte le curve algebriche fossero tracciate nel piano, 
«quelli dei loro punti di intersezione che corrispondono a va- 
«lori algebrici dell'ascissa, sarebbero condensati dovunque, 
«nel piano; nessuno tuttavia dei medesimi avrebbe ordinata 
«uguale a т. Perche si possa costruire mediante curve alge- 
«briche un qualsiasi numero trascendente, bisogna che sia 
«dato innanzi (aggiunto, come s’ usa dire in analisi, al campo 
«di razionalità) un conveniente numero trascendente (preci- 
«samente il numero aggiunto deve essere legato algebrica- 
«mente al numero da costruirsi)». 

Una vera costruzione di z può dunque solo eseguirsi me- 
diante una curva trascendente, cosicchè (trattandosi di vera 
costruzione) per poterla effettuare dobbiamo aggiungere a 
compasso e riga un’istrumento, trascendente, che dia tal curva 
in un tratto continuo. Un siffatto istrumento è l’ Integratore 
(planimetro), che fu recentemente inventato e disegnato dal- 
l'ingegnere russo Abdank-Abakanowiez e fu costruito dal 
Coradi di Zurigo. 

Di una data curva y = 188, curca differenziale, si può co- 
struire con questo istrumento la corrispondente curca inte- 
grale Y = F(;) dove: 


F(e)={/(2)d æ 
A questo scopo, si guida l’ Integratore in modo che una sua 


punta, la punta descrivente percorra la curva differenziale ; 
una seconda punta, la punta disegnante (lu matita od il tira- 


(1) F. Giupice. Traduzione delle « Conferenze sopra alcune questioni di Geo- 
melria elementare di F. Klein» pag. 69. 
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linee), traccia allora la curva integrale. Рег una descrizione 
particolareggiata dell’ingegnoso istrumento rimandiamo al 
lavoro originale (pubblicato in tedesco da Teubner nel !889). 
Noi qui possiamo darne solamente il principio. Per ogni punto 
della curva differenziale y = f(æ) costruiscasi il triangolo au- 
siliario, che ha per vertici i punti (2, y) , (2,0), (а — 1), 0]. 
L'ipotenusa di questo triangolo rettangolo forma con l’asse 
delle ascisse un angolo di tangente lrigonometrica uguale ad 
y. Perciò, questa iputenusa è parallela alla tangente alla 
curoa integrale nel punto corrispondente (X , Y). Il compito 


dell istrumento consiste quindi nel fare che la punta dise- 
gnante cammini sempre parallelamente alla direzione varia- 
bile della nominata ipotenusa, mentre la punta descrivente 
percorre la curoa differenziale. S'è ottenuto ciò in questo 
modo semplice : la punta disegnante è collegata ad una rotella 
a margine tagliente, il piano della quale si dispone sempre 
parallelamente all’ ipotenusa suddetta. 

Questa rotella è premuta sempre fortemente contro il foglio 
del disegno per mezzo di un peso, e perciò al suo punto di 
contatto non è possibile di muoversi se non nel piano della 
rotella. 
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L’Integratore è utilizzato molte volte in pratica per il cal- 
colo di integrali definiti; per noi è di particolare interesse il 
suo impiego per la costruzione di 7. Se la curva differenziale 
è un cerchio: 

а 40° = г? 


la curva integrale ё: 


a г? w QU UU 

TE — g ds = -у- аге senta Vre- а? 

La curva consta d'una serie di rami congruenti, I punti (l in- 
"n 


: T 
contro con la retta mediana sono 0, + —, —,*****, e con 


;**** Poniamo r—1,e 


T 


le rette laterali sono г? RS n Tur 


4 
le ordinate dei vertici, oppure dei punti d'intersezione con la 
linea mediana, ci daranno così z ed i suoi multipli. 

Importa osservare, che questa curva viene disegnata dall’ac- 
cennato istrumento non difficilmente ed imperfettamente, ma 
con molta facilità e precisione, specialmente se nel luogo della 
punta disegnante si ponga un tiralinee, 

Abbiamo cosi una vera costruzione della quadratura del cer- 
chio e precisamente nel senso in cui fu cercata dai geometri 
greci; perchè manifestamente la nostra curva integrale non è 
che una modificazione della quadratrice prima considerata. 

— Come la duplicazione del cubo e la trisezione dell’angolo, 
così la quadratura del cerchio i Greci cercarono d’ ottenerla 
per mezzo di curve superiori (1). 

Consideriamo, per esempio, la curva y = arc sen 2, che è la 
sinusoide disposta verticalmente. Dal punto di vista della Geo- 
metria 7 è una ordinata di questa curva, invece dal punto di 
vista della teoria delle funzioni essa è un valore particolare 
della nostra funzione trascendente. In seguito chiameremo 
macchine trascendenti quelle che servono a tracciar le curve 
trascendenti. Una macchina trascendente, che disegni lu sinu- 
soide, ci dà una effettiva costruzione di 7. 

Oggidi potremo denominare la y = arc sen 2, curva inte- 
grale, potendosi definire y come l'integrale d'una funzione 


algebrica: 
^ da 
vy = 2 


Ма a? 


(1) Klein-Giudice. Opera citata, pag. 47. 
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Una curva dedotta dell’ anzidetta proprietà veniva detta 
Quadratrice o tetpa/wutovsa, Specialmente nota è la Quadra- 
trice di Dinostrato (circa 350 anni 
av. Cr.), la quale però già prima 
era stata costruita da Ippia d'Ella 
(circa 420 anni av. Cr.) per la tri- 
sezione dell’ angolo. 

Geometricamente essa viene de- 
finita come segue: Sulla retta OB 
(fig. 424) e sull’arco AB si muo- 
vono due punti M ed L con ve- 
locità uniforme. Essi incominciano 
contemporaneamente il loro movi- 
mento in O ed A rispettivamente Y 
e giungono in B nello stesso tem- Fig. 424. 
po. Si tiri poi OL e per Mia pa- 
rallela ad O A, la quale tagli OL in P; sarà P un punto della 
quadratrice. Da questa definizione segue, che y è proporzio- 


nale a 0. Siccome per y=1 ё 0 = u^ così abbiamo 9 = 5-0 
ed essendo : 


0 = arc tag? 
c 


si ottiene come equazione della curva: 


y 


m8 ha pi) 
X = R 
e ———— e - 
uz 
De 
f. NN 
o JH 
" v t. 
_* — a — 
res а 
2 d 
n ge = е 
Fig. 425. 
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Il punto, dove la curva taglia l’asse delle г, è dato da: 


ne dl 


E n 
tg GY 


dove si deve fare y = 0. Siccome per piccoli valori la tg è 
uguale al suo argomenlo, così è : 


2 
2 = ._ 
n 
Perciò il raggio del cerchio è medio proporzionale tra il qua- 


drante del cerchio e l’ascissa del punto d'intersezione della 


Fig. 426. 
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quadratrice con l’asse delle æ. La quadratrice può dunque ser- 
vire alla rettificazione del cerchio, epperò sussidiariamente 
alla quadratura di esso. In fondo peró questa non é che una 
formulazione geometrica del problema della rettiflcazione, fin 
tanto che non abbiasi un istrumenlo, col quale sí possa de- 
Scrivere la quadratrice con tratto continuo. 

Tenendo conto della forma della curva si arriva alla (1g. 425 
dove i rami successivi nascono facendo variare 0 oltre 7 e — 7 
rispettivamente. È manifesto che la quadratrice di Dinostrato 
non è così comoda come la curva y= are sen æ; sembra tul- 
tavia, che quest’ultima non sia stata utilizzata nell’ antichità 
per il detto scopo. 

— La costruzione seguente di Giovanni Bernouilli permette 
pure di ottenere la quadratrice (fig. 426). 

Sia ABC un triangolo isoscele. Abbassiamo la perpendicolare 
BS sopra AC e la perpendicolare CD sopra AB. Facciamo 
CL = CD e proiettiamo C in E su DL. Facciamo CM — CE е 
proiettiamo C in F sulla E M, e così di seguito......... I punti 
B,D,E,F,G....... sono punti di una quadratrice che sega 
AC in un punto R tale che Г arco di raggio CR e avente l'on- 
golo al centro ACB ha uno sviluppo uguale ad AB. 


Le origini e il concetto matematico 
del simbolo т. 


Il т simbolo geometrico. — Come simbolo del rapporto 
tra la circonferenza e il diametro del circolo, pure che l’ uso 
della lettera greca т sia stato introdolto nel ХУП" secolo (1). 
Tale lettera è liniziale della parola zegupéosi (periferia) о del- 
l’altra regipevoos (perimetro). 

W. Jones nel 1706 usava tale lettera; pochi anni dopo Ber- 
nouilli usava la с; Eulero nel 1734 la p e nel 1736 la с; nel 1732 
Cr. Goldback usava di nuovo la 7 che divenne infine d'uso ge- 
nerale dopo la pubblicazione dell’Analisi di Eulero. 

Calcolo di п. — Due sono i metodi seguiti per il calcolo 
di x. Uno geometrico, dovuto ad Archimede, venne seguito 
per ia ricerca di т considerato puramente come un rapporto 
geometrico. L'altro, moderno, venne adottato dai matematici 


(1) Nelle opere « The key of the Mathematics ». London 1617, di Oughtred, e 
«Isaaci Barrow - Mathematice lectiones habitwee in scholis publicis Academia 
Cantabrigensis >. Londini, 1684. 
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clie considerano т come simbolo di un numero che figura non 
solo in geometria, ma anche in altri rami dell’ analisi mate- 
matica, cioè indipendentemente dal suo valore come rapporto 
della circonferenza al diametro. 

Nel primo caso la determinazione del suo valore numerico 
non ha che un interesse relativo, bastando nella pratica del 
suo uso un numero di decimali assai limitato. 

È invece interessante il riscontrare l'esistenza di tale nu- 
mero in taluni problemi, specialmente di probabilità. 

Esempio: Qual’è la probabilità che m inticri, scelti a caso, 
siano primi tra loro ? 

Essa è rappresentata dall’inversa di : 


1 1 1 
(cg eco 7 


Per m=2,4 ». e.u- si trova: 
6 90 
mco 90€ 


Supponiamo che 50 persone scrivano cioscuna 5 coppie di 
numeri a caso; tra esse se ne troverebbero 154 costituile da 
numeri primi tra loro, il che corrisponde a: 


6 154 
250 


da cui si deduce т = 3,1209. 

— Del resto, dato che il valore di 7 é unico, tanto se lo si 
consideri come un rapporto geometrico, che come un numero 
derivante da considerazioni matematiche d'altra natura, si 
puó valersi di queste ultime per determinar!o, come nel se- 
guente esempio. 

Si taglia un pezzo d' ago, ben cilindrico, lungo circa 2 em. ; 
Sopra un grande foglio di carta si tracciano una serie di rette, 
parallele ed equidistanti, in modo che la distanza delle rette 
successive sia doppia della lunghezza del frammento d'ago. 

Si getta allora, a caso, l'ago sulla carta, un gran numero di 
volte, meltendo alcuni fogli di carta bibula sotto il foglio di 
carta, per evitare rimbalzi troppo forti. Si contano il numero 
totale delle prove, e il numero dei casi nei quali l' ago cade 
attraverso ad uno dei tratti. La probabilità che Расо enda 
in modo da segare una delle parallele risulta espressa da: 


CIA 
Ta 
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Ripetendo l'esperienza, parecchie centinaia di volte si trova 
che il numero dei casi favorevoli sta a quello delle cadute 
appunto in tale rapporto, dal quale si può dedurre il valore 
di т. Ecco i risultati ottenuti da alcuni sperimentatori : 


А Numero Valore 
Sperimentatore | dei tentativi | di z ottenuto 
А З ce 3204 3,1553 
МОМ M SUE 600 3,137 
Cap.» Fox. . . 1120 3,1419 


— Aggiungeremo infine che Eulero trovò ed espresse con la 
formola : 


Rie me! = 


un misterioso legame fra x e il numero e (2,71828) base dei lo- 
garitmi neperiani. 

Nella Bibbia. — In due passaggi relativi alle dimensioni 
d'un grande bacino di bronzo che ornava il tempio di Salo- 
mone a Gerusalemme si dà indireltamente il valore allora 
attribuito ат: 

« Poi il re fece il mare di bronzo di 10 cubiti da una sponda 
all’altra. Esso era rotondo e misurava 5 cubiti di allezza. Una 
corda di 30 cubili ne faceva il giro». (I Re - lib. I Cap. VII-23) 
da eui risulta: 


(secondo libro delle Cronache, Capo IV - 2). 

Nel Talmud, raccolta di tradizioni rabbiniche posteriori alla 
Bibbia, si trova questa proposizione : «Ció che ha tre palmi di 
giro è largo un palmo». 

Il degli Egiziani. — Pare che gli Egiziani (1) usassero 
per la rettificazione del quarto della circonferenza il valore 


& LI 
( 5 ) cui corrisponde л = 3,1604 · · · • 


(1) Dato da Ahmes — N. 50 del « Papyrus Rind». 
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Il Sig. G. Vacca in una nota pubblicata nel Bollettino di Bi- 
bliografia e Storia delle scienze matematiche (Anno XI - Fu- 
scicolo III, 1909, pag. 1) ha creduto di poter ristabilire per quale 
via gli Egiziani siano pervenuti a tale risultato. Egli dice: « Mi 
sembra di aver trovato un modo che potrebbe non essere di- 
verso da quello degli antichi Egiziani per convincersi dell'esat- 
tezza di questo risultato, od almeno potrebbe far intuire per 
quale via vi siano giunti. 


ne 
EE m 
meer 


Fig. 427. 


«1°, — Questo metodo consiste nella considerazione della 
fig. 427 la quale consta di un quadrante di circolo, disegnato 
Sopra un reticolato a maglie quadrate, con raggio uguale a 
nove volte il lato d'una maglia. Si vede dalla flgura che questo 
arco di cerchio assieme ai due raggi che limitano il quadrante, 
comprende presso a poco 64 caselle e che le parti di alcune di 
queste 64 caselle che escono dal quadrante, compensano abba- 
stanza bene le parti del quadrante che esse non comprendono. 

«Quindi l'area del quadrante sta a quella del quadrato circo- 
scritto come 64 ad 81, ed il lato di un quadrato equivalente in 
area al quadrante è uguale al lato del quadrato circoscritto, 
diminuito di un nono. 
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«Gli Egiziani avevano famigliari i reticolati a maglie qua- 
drate che essi adoperavano con vari modelli che si trovano, 
ad esempio nel Museo Egiziano di Torino, come i pittori fanno 
ancor oggi, per ingrandire od impicciolire disegni secondo 
una determinata scala. Essi conoscevano pure l’uso del com- 
passo: è quindi verosimile che abbiano potuto fare il ragio- 
namento che precede. 

«2,» — Dalla considerazione di questa seconda figura, che 
non é altro che una successione indefinita di quadranti dise- 
gnati sopra un reticolato a maglie quadrate ed aventi per lato 
rispettivamente 1,2,3---*-- volte quello di una maglia, si 


Fig. 428, 


vede subito che per tulti gli altri quadranti il compenso tra 
le parti sporgenti e quelle rientranti del sistema di maglie 
che copre nel miglior modo possibile ciascun quadrante, si fa 
assai meno bene che non per il quadrante di lato 9, e che di 
più, nessun altro di questi sistemi di maglie, almeno per una 
serie abbastanza lunga di quadranti ha un numero di maglie 
uguale ad un quadrato perfetto, e che infine la radice del 
quadrato corrispondente al quadrante di lato 9 è 8, come si è 


3 а 8 7 d ca : 
visto. Ed ora la frazione > © meglio 1 — т, risponde al cri- 


terio di semplicità delle frazioni che avevano gli antichi Egi- 
Gurusi, — Matem. «dilett. 31 
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ziani (secondo lo stesso papiro: Cfr. G. Loria, Biblioteca Ma- 
tematica, 1892, pag. 97). 

«La considerazione di questa flgura che si potrebbe forse 
anche trovare come motivo decorativo in qualche monumento 
architettonico, può aver condotto gli Egiziani a ritenere che 
il valore trovato fosse il migliore tra gli altri dello stesso ge- 
nere, e forse anche a credere nella sua esattezza. 

«30 — È utile considerare i valori per 7 che si ricavano dalla 
considerazione dei quadranti della seconda figura. Essi sono: 


ПА —'8 
24 52 80 
7 2 = = 3,2 — 19:3 
=== 2,7 A 3,25 =} 3,20 
= 12 = д1! 2s ке = 3,0 = P EU 
256 Р "Ue ЕСЕ 
= = 3,1604 — = 3,08 =] = 3,107 


Da essi si vede pure che il valore prescelto dagli Egiziani è 
il più conveniente. 

Il x di Tolomeo. — Tolomeo non si occupò direttamente 
della determinazione di 7, ma costrusse delle tavole di corde 
della circonferenza di 30 in 30, dall'arco di 30' a quello di 180°, 
Egli ammetteva come valore della corda dell'arco di 1°: 


1 2 50 
60 + 60° 3: 60% 


del raggio, ossia 1° 2/ 50”. Ammettendo che quest'arco non 
differisca sensibilmente dalla sua corda, l’ arco di 60° avrebbe 
per lunghezza : 


2 50 
ttt 


del raggio, ossia 1» XY 50” del raggio. Dunque la semi-circon- 
ferenza di raggio 1 oppure la circonferenza intera di diametro 
1é: 

- si 30” 
беш uw ИИ У s 
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ossia 3 = 3,4606 - + + + + Tale è il x di Talomeo : 


17 
120 
17 377 355 + 22 


490 — Ri Иї+7 


Lo si può dunque ottenere addizionando termine a termine 
il rapporto d' Archimede con quello di Mezio. Il т di Tolomeo 
è compreso fra i due. 

ТІ x degli Indù. — 1 matematici Indiani conoscevano т con 
49 
16 
ossia 3,0625 e Aria-Bhata verso il 530 dava per la frazione : 


molta approssimazione. Così Bodhaiana gli dava il valore 


62832 
20000 = 9416 
Egli dimostrò che essendo m il lato d'un poligono regolare 
di п lati iscritto nel circolo avente per diametro l’unità, e con 
s illato del poligono regolare iscritto di 2л lati si ha la re- 
lazione : 
1 1 sia 
ste mr, (1-m?)? 
Partendo dall’esagono regolare iscritto egli trovò successi- 
vamente i lati dei poligoni regolari iscritti di numero doppio 
di lati fino a quello di 384 lati il cui perimetro dà come uguale 


a V 9.8694 deducendone il valore di 7 sopra riferito. 

Bhaskara verso il 1150 diede un valore tolto assai probabil- 
mente da Aria-Bhata, ma che egli dice di avere calcolato col 
metodo d'Archimede pe! poligono di 384 lati, ed è : 


3927 5 
T5 = 3,1416 
Il т dei Cinesi. — Nelle opere cinesi pare che si riscontrino 


22 157 


i valori 3, ===, T RE i due ultimi probabilmente ricavati da 


opere arabe. 

Пт di Archimede. — Archimede provò che il rapporto fra 
la circonferenza d'un circolo e il suo diametro è compreso fra: 
10 10 


e 3 


3 zi Ar 
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ossia fra 3,1428 - - - - - e 3,1408; il suo metodo consisteva nello 
iscrivere e circoscrivere nel circolo i poligoni regolari di 96 
lati, determinare geometricamente i loro perimetri e ammet- 
tere che la circonferenza sia compresa fra tali perimetri; ciò 


equivale a fare 9 = nella doppia ineguaglianza: 


96 
sen ọ < ç < tang ọ 
Archimede deduceva i valori di senọ e tang v da quello di 


3 37 mediante successive divisioni di angoli 
in due parli uguali. 

Il metodo а’ Archimede corrisponde quindi all'uso di queste 
formole: 


see) "uet 


nelle quali с ed m indicano i lati di due poligoni simili rego- 
lari iscritto e circoscritto; C ed M quelli dei poligoni regolari 
di numero doppio di lati. 


1 
sen „-т e tang 


Fig. 429. 


Huygens trovò poi un'ingegnoso metodo per abbreviare i 
calcoli di Archimede. Saurin dimostrò pure che tali formo!e 
possono venire sostituite con queste assai più comode per i 
calcoli : 

с. 
C+e. 
il che risulta dalla similitudine dei triangoli (fig. 427): 


CIN, СМР, MTQ е NQS , MNP. 
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Archimede dimostrò pure che il problema si riduceva a tro- 
vare la superílcie di un triangolo rettangolo avente i lali ri- 
spettivamente uguali al perimetro e al raggio del circolo con- 
siderato ; il semi-rapporto di tali due linee è 7. 

ТІ п dei matematici europei. — Moltissimi sono i mate- 
matici europei che si occuparono del calcolo di 7, da Leonardo 
Fibonacci da Pise (XIII secolo) che trovò il valore: 


1440 


1 
458 + A 


= 31418... 


fino allo Shanks che nel 1873 diede il valore di z con 707 cifre 
decimali, facendo uso della formola data da Machin nel 1706 e 
che gli aveva servito a calcolarlo con 100 cifre decimali : 


1 1 


ur 


1 E TEE 
A л = tang 5 — tang | 3 


Un п pratico. — Come semplice curiosità indicherò ancora 
questo inodo pratíco di determinare z. Abbiasi un rotolo di 
carta come quelli usati per la stampa dei giornali; sia r il suo 
raggio, {1а lunghezza del foglio ed n il numero dei giri o spire. 


х 3 T arg 
La grossezza del foglio sarà espessa da ‘n° epperò T s rap- 


rappresenterà la superficie della testata del cilindro di carta, 
che d'altronde può anche esprimersi con 777, d'onde l’ egua- 
glianza : 


{ ue = лр? dalla quale deducesi mz 


La mnemonica del т. 


La lingua francese si presta meglio della nostra ad una ap- 
plicazione mnemonica interessante che consiste nel comporre 
frasi o versi nei quali il numero delle lettere delle singole pa- 
role corrisponda a quelli delle cifre d’un numero che si voglia 
ritenere a memoria. Cosi con l’artifizio dei versi seguenti sarà 
facile ricordare il valore di 7 con 30 decimali; ciò darà a chi 
ignora il trucco un concetto altissimo della memoria di chi 
scriverà tali cifre senza pronunziare i versi, come se gli fluis- 
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sero semplicemente alla penna per via naturale. Certo i versi 
non sono di Rostand......... ‚па è il caso di dire che qui il fine 
giustifica i mezzi : 
Que j' aime à faire appprendre un nombre utile aux sages! 
à 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 
Immortel Arehiméde, sublime ingénieur, 
9 9 
Qui de ton jugement peut sonder la valeur ? 
8 2 j 


з? 8 
Pour moi ton probléme eut de pareils avantages - · . · 
4 3 3 8 el 8 7 9 
ossia : 


т = 3,14159 — 26535 89703 23846 26433 83279... . 


Costruzioni approssimate. 


Stabilita l'impossibilità di risolvere il problenia, passiumo ad 
esaminare alcune delle costruzioni geometriche che danno di 
esso una soluzione approssimata, più o meno semplice e 
adalta agli usi pratici. 

Queste costruzioni si possono distiuguere in due categorie : 
quelle nelle quali si ottiene una rettificazione della circon- 
ferenza, e quelle nelle quali si trova il lato del quadrato che 
equivale approssimativamente al circolo. 


Rettificazione della circonferenza. 
Е. — IL x dalle piramidi d’Egitto. Si ha l’ equazione : 
1 


cos 38° 10^ 46 = tang 38° 10 46" = y SL. — 17863 


1 5 
ems n = 0,2854 
La tangente e il coseno di 38° 10/ 46” differiscono dunque 
тла. 1 T к 
pochissimo da -, 7; da ciò un mezzo semplice per trovare 


per tentativi una retta approssimativamente uguale al qua- 
drante di circonferenza. 
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In un cerchio di centro О conduciamo il diametro AOB; in В 
conduciamo la tangente e per A una retta AMN, essendo M 
sulla circonferenza ed N sulla tangente, tale che AM — BN; 
il che si ottiene con qualche tentativo. AM è uguale al quarto 


della circonferenza, coll' approssimazione di del raggio. 


1 
1000 

Le piramidi di Gizeli, a base quadrata, sono piramidi regolari. 
Secondo Erodoto, in quella di Cheope (la piu alta, di 145 melri) 
l'area d'una faccia é uguale nl quadrato dell'altezza. E facile 
calcolare che ciascuna faccia fa coli’ altezza un angolo di 38° 
10' 46^ ; infatti designando con m tale angolo, si ha come con- 
seguenza dell'enunciato di Erodoto : 


cos m — tang m 


Si conclude ancora da ciò che il perimetro della base diviso 
per l'altezza è uguale, assai prossimamente, a 2 т. Ciò sembra 
confermare l’opinione singolare emessa recentemente che tale 
piramide sia stata innalzata per trasmettere alla posterità il 
rapporto della circonferenza al raggio. 

Cheope era anteriore ad Abramo (— 2366); gli Egiziani cono- 
scevano dunque già 27 con molta approssimazione, almeno 
empiricamente, ammesso che realmente si possa dare al passo 
di Erodoto l’interpretazione di cui sopra, il che è forse troppo 
azzardato, 


Fig. 430. 


п. — Costruzione di Specht. Sulla tangente indefinita in A 
si prendono a partire da A le lunghezze: 


AB —2r BCma 55 ср = >. r 
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Si fa AE —jOC e du E si conduce la parallela ad OD lino a 
segare in /" latangente in A. Si ha: 


AF = 2 >< 3,1415949 


che differisce da 7 solamente per 0,0000007 (1). 

In. — Costruzione di Koskonski. Alle estremità d'un dia- 
metro MA, si innalzano, nello stesso senso, due perpendicolari; 
sull’una si porta MA uguale ad un terzo del lato del triangolo 
equilatero iscritto, e sull'altra si porta tre volte il raggio in NB, 

La congiungente AB corrisponde alla semi-circonferenza col- 
l’approssimazione di 0,00005931 poichè con г —1 si ha: АЕ 


AB = 3,14153334 


IV. — Costruzione di Longchamps. Bretschneider d’ Eisen- 
stadt osservò che l’espressione: 


7 13 V146 
io + 5 


rappresenta 7 con 9 decimali esalti e indicò una costruzione 
ad essa relativa, assai semplice. Considerando la sola parte : 


13 V/446 


d6 = BUB). e 


si ha x con 5 decimali esatti soltanto, approssimazione più che 
sufficiente. Osservando poi che 146 = 11° | 5° si è condotti a 
costruire una linea tale che : 


a — vM 4- 52 
Hee — 50 
per la quale ecco la soluzione proposta dal Longchamps. 


(1) Per brevità, lasciamo al Lettore i calcoli relativi a queste soluzioni ap- 
prossimate, Giova poi notare che non avendo queste costruzioni se non una 
ragione pratica di susslstere, sarà tutt'al più da prendersi in considerazione 
quella che possa in pratica dare effettivamente l'approssimazione teorica o poco 
meno; cosa evidentemente tauto meno facile a conseguire quanto più compii- 
cata sarà la costruzione. Ora un ooefliclente assai importante di esattezza 
gralico è quello dell’ angolo sotto il quale в’ intersecano le linee dalle quali 
dipende il risultato della costruzione. 

Nella costruzione dello Specht l'angolo della F} con la tangente è troppo 
acuto perchè non si abbia un’ incertezza nel punto d'intersezione, tale da 
ridurre in modo troppo sensivile l'approssimazione del risultato. Questa puo 
praticamente riuscire maggiore con una costruzione teoricamente meno ap- 
prossimata, ma graticatuente più felice. 
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Sul prolungamento del diametro si portano da A in F tre 
decimi del diametro, e uno da A in C. Si conduce il raggio 
OM perpendicolare ad AB, indi le tangenti in B ed M che si 


Fig. 431. 


segano in E, Da questo punto come centro, con raggio ЕС si 
descrive un arco che sega in S la tangente in B. Condotla la 
FD perpendicolare ad AB, non resta clie a tracciare la paral- 
lela da S alla BD e si avrà: 


SH = 13 in 2 = 10а 


Fig. 432, 


V. — Costruzione Péraua. Abbiasi la semi-circonferenza di 
centro C e raggio CA = 1 (fig. 432). Si porti AD = AG = v2 
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e si conduca DG fino ad incontrare in H la semi-circonferenza 


di centro D e di raggio DA — v2. Si avrà approssimativa- 
mente : 
corda АН = arco AG 


e così per qualsiasi arco AM considerato sulla semi-circonfe- 
renza CA si avrà sulla semi-circonferenza DA una corda AL 
sensibilmente uguale al suo sviluppo. Ecco l'indicazione dei ri- 
sultati che si ottengono con varii archi e le relative differenze 
in più o in meno rispetto alle vere lunghezze dei medesimi : 


Arco Lunghezza Corda 
in gradi dell arco |approssimata Differenza 
| 
30° 0,5285987 | 0,523525 — 0,000073 
450 0,7853981 0,7853332 -- 0,0000849 
609 ` 1,0471975 1,046936 — 0,000261 
72e 1,2566370 1,2564928 — 0,000144 
77037! 8!" ,4 1,3547062 1,3547062 nulla 
80° 1,3962634 1,3963489 + 0,0000855 
900 4,5707563 1,5713898 + 0,0005936 


Per tutta la circonferenza si ha una differenza in più di: 
0,0023745420 


La differenza è dunque nuila per un urco di 77° 8",4 che si 
può ottenere mediante la costruzione seguente (fig. 433). 

Sia la semi-circonferenza di centro С e di raggio CA = 1. 

Portiamo : 


Ар = Аб =ү 2 


е descriviamo le semi-circonferenze di centro D е raggio DA, 
e di diametro DA. Innalziamo da C la perpendicolare CG su 
AD e conduciamo DV. Avremo i punti B ed E tali che la corda 
AE sarù uguale all'arco AB di 779 37! 8" , 4, 

Si puó ugualmente ottenere il punto V innalzando la per- 
pendicolare da D n DA ed unendo il punto S con A, oppure 
alzando la perpendicolare da R a DA e unendo P con A. 
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Nota I. — Nella fig. 433 si può inoltre osservare che CE è 
(con la differenza in meno «di 0,00074) il valore del raggio della 
sfera equivalente al cubo il cui lato é uguale ad AC. 


Fip. 433, 


Nota II. — In detta figura si 
ha pure DM uguale al lato del 
cubo doppio di quello avente 
AC per lato, con la differenza 
in meno di 0,00004 (V. Duplica- 
sione del cubo). 


VII. — Costruzione di Terquem. 
Non é che un'altra forma della 
costruzione di Koskanski (vedi 
n. Ш pag. 488). Condotta la tan- 
gente all'estremo del diametro 
AB, si conduce il raggio OC 
perpendicolare ad AB e da C 
si porta in E il raggio; si con- 
duce OED, poi DF = 3, essendo 
il raggio OA = 1. 2 Fig. 434, 

F 
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VII, — Costruzione di Gergonne. Dato un triangolo isoscele 
ABO rettangolo in B, se si prende OO' = OA e siu A’ il punto 
di mezzo di АО’; si prende O' О” = ОА! e sia A" il punto di 


o' 


Fig. 435. 


mezzo di A'O"; si prende O" O''' = OA!" , есс., le lunghezze 
OO! , O'O" , O'O! - --- - tenderanno verso quella del raggio 
del circolo la cui circonferenza é uguale ad AB. 

2 
3 
duciamo il raggio OM che sega in L l'arco di circolo A B. 
La corda AL risulterà approssimativamente uguale ai due 
terzi dell arco AB. L'errore relativo è inferiore a 0,0001 fino 
verso i 40° e non arriva a 0,901 che verso 70°, e per 90° non è 
ancora clie di 0,005. 


VIII. — Costruzione di D’ Ocagne. Sia АМ = AB; con- 


O/ Fig, 430. 


Se si conduce da B la parallela BP ad ML, P essendo il 
3 


punto d'intersezione della BP соп la AL, si ha AP = | AL 
ossia, col grado d'approssimazione suindicato, AP = arco AB. 
Naturalmente lu costruzione si presta a portare sulla circon- 
ferenza un arco di lunghezza determinata, eseguendola in 
senso inverso. 
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IX. — Col compasso (1). Sia O il centro di una circonfe- 
renza (fig. 437) sulla quale si contino gli archi da un suo punto 


A e positiva 
della circon 
uno dei due 


mente nel senso AM. Sia P un punto qualunque 
ferenza. Supponiamo Г arco AP appartenente ad 
primi quadranti; diciamo poi Q il simmetrico di 


X 
X 
M, m 
Bl : 
al 
„Л. 
ri 
Ге! ЎА 
—E 
mn Mn С 
Fig. 497. 


P rispetto al diametro OA. Costruiamo i punti B, C, D, E tali 


che sia AB 
zione delle 
si ha : 


PX? = 


(1) Enriques. 


= ВС = РЕ = OA; determiniamo poi X interse- 
circonferenze A (AC) e D (AC). Dnl triangolo OPX 


ОР? + ОХ? — OX . 2 proiez. OP su ОХ 


АЛГЫМ COE EDI 


ERAN ЛОМ «T0 


Questioni riguardanti la Geometria Elementare, pag. 267. 
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Ora, posto OA = 1, arco AP = c (in gradi) РХ = b, si ha: 


/ 7 e 
AUX ca Vd OX e PQ=2senz 
e l’ultima formola si scrive : 
vw=3-2V2 зеп х (4) 


Essa vale, qualunque sia P nei primi due quadranti, e cam- 
hiando il segno — in + vale anche negli altri due. Inoltre b 
puó sempre considerarsi come una corda del cerchio dato, 
salvo per posizioni di P nel 3° e 4° quadrante alle quali cor- 


risponda PX > 2. 

Supposto х < 180° (onde b < 2), possiamo dare alla (4) una 
nuova forma. Chiamando f l' arco del cerchio O (ОА) di cui b 
e la corda, si ha: 


b — 2 sen E 
e quindi : 
p 1— 
f x cos 8 . qm) 
d'altronde dalla (1) abbiamo : 


25 
Д 


E - Vi sen « = 
= E =; 


= 1 — sen « cos 45° (3) 


Dal confronto delle (2) e (3) si deduce: 
cos 8=2 sen х cos 45» — + = sen (2 + 45°) + (sen х — 45°) — sen 300 


che si può anche scrivere : 


cos f = cos (45° — x) — sen (45° — x) — sen 30° (2) 


Questa formola serve рег la soluzione approssimata dalla 
rettificazione della circonferenza e della duplicazione del cubo 
(V. al 8 Duplicazione del cubo). 

Se О (ОА) е la circonferenza da rettificare, si descriva la 
B(BX) e si chiami R il punto d' incontro con la О (OA) situato 
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nell'arco BCD. Se nell’ equazione (4) si fa х = ВС = 60°, si ha 


per В il valore f$ = 43° 33' E ; ora 8 ё Parco la cui corda ё 
QUOTA 6 
BX ossia ВЕ; ne viene che 1' агсо ABR sarà di 103° 33' Aa x 


Il doppio del seno della sua metà ci dà la lunghezza della 
sua corda; ora abbiamo: 


arco ABR ‚ 1145 
=ош ош i 


ed il seno di quest’arco è 0,7855998; dunque la corda AR sarà 
misurata da 1,5711996 che differisce dalla quarta parte della 
circonferenza per circa 0,0004 in più. 

X. — Costruzione dell'Autore. Questa mia costruzione Cor- 
risponde al valore: 


V 51 — 4 = 3,14142842850 


e differisce da т per 0,0001642250 in meno, il che corrisponde- 
rebbero ad un errore di circa un millimetro (m. 0,00098535) per 
una circonferenza di tre metri di raggio. 


Fig. 433, 
Si porta AF (lato del quadrato iscritto) altre quattro volte 

da Fin B cosicché AB v2. Si fa АС 40 = Le ; si ha 

allora CB = V 51 e facendo BD = 4 risulta CD = v 54 — 4. 


NI. — Costruzioni diverse. Sia AB il lato del triangolo equi- 
latero (fig. 439) iscritto nel circolo di centro O e C il suo punto 
di mezzo. Sul diametro CO porto da C verso O il segmento 


www.rcin.org.pl 


— 496 — 


CD = 2 AB, Congiungo D con B e su questa retta porto il seg- 
mento DE = 2 (essendo il raggio = 1). Avrò: 


Fig. 439, 


A 
BC = Va cp=2V3 BD= Vit = VIE 
BE = уы AT 2 BE = 3,1414286 +. +. 
D 


P 


Fig. 40, 


ЖИ. — La somma V/2 Фү 3 = 3,146264369 differisce da т per 
0,004671716 in eccesso. La costruzione più semplice per ottenere 
tale somma è quella indicata nella fig. 440. Il punto D si ot- 
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tiene segando la AC con un arco di centro B e di raggio 


uguale ad AC ossia a мз рег г = 1. Risulta CD iva AD è 
dunque uguale alla semi-circonferenza ACB. 

L’approssimazione non è grande, ma la costruzione è molto 
semplice e quindi meno soggetta ad errore. 

NUIT. — Sia ACB (fig. 441) un arco di circolo minore d'una 
semi-circonferenza. Conduciamo la tangente AX, dallo stesso 
lato dell’arco ACB; tracciamo poi la bisettrice AB, dell'angolo 
BA X, la bisettrice AB, dell’angolo B, AX, la bisettrice АВ, 


Fig. 4M, lo) 


del angolo В, АХ, ecc. Innalziamo іп B su AB una perpen- 
dicolare, che incontra AB, in B,; in B, su AB, una perpendi- 
colare che incontra AB, in B,; in B, su AB, una perpendico- 
lare che incontra AB; in B,, ecc. Le rette AB, AB, , АВ», 
АВ + + +++. tendono verso un limite uguale all' arco АСВ, 
I triangoli OAB , OAB, , OAB, , OAB,**- + +»: (О essendo il 
centro) hanno per limite l’area del settore ‘ОАВ. La dimo- 
strazione risulta dalle uguaglianze : 


sen « = 2" cos EL cos == cos x cos 2-9 ѕеп Гез 
* d 2 4 8 2° pe 
t sen « 
а = lim. ———— 
cos 4 cos уч сов ci 
2 4 8 
GurKsi, — Matem. dilett. 32 
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La rettificazione è assai approssimata. Quando si prende: 
D 


as 1 


1 1 
соз 7 п COS Фл... • COS ет 


si trova 7 = 3,1415927. 
XIV. — Il perimetro del triangolo rettangolo che ha per 


3 8 н 
cateti i Е ei $ del diametro è uguale а 6,283281573 + - - - Cor- 


risponde dunque alla circonferenza con una differenza in più 
di 0,000096266. 

XV. — Aggiungendo al triplo del raggio il decimo del lato 
del quadrato iscritto si trova ; 


/ 
34 =3,14142135..... 


Lato del quadrato equivalente al circolo. 


I. — Costruzioni di Sonnet. Premettiamo che il laro del 
quadrato equivalente al circolo, calcolato in base al valore 
di x è 1,7724538 - + -- - Indicheremo nelle varie costruzioni l'ap- 
prossimazione che si consegue. Tracciata la tangente in A, e 
fatto OP = 1 (essendo r — 1) ed АН = 4, si conduce RM che 
sega la circonferenza in N; la corda AN sarà approssima- 
tivamente il lato del quadrato equivalente al circolo, ossia 
AN = 17724502. 


II. — Se si descrive un cerchio con raggio = del raggio 
del circolo dato, il quadrato in esso iscritto avrà per lato : 

3 p 

DI 


z V 2 = 1,7677669 
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ш. — Costruzione di Willich. Sia la corda MN uguale al 
raggio (fig. 443) e C il suo punto medio; D il punto medio del- 
l'arco MN; portiamo sulla 
circonferenza, da D in E, 
due volte il raggio. Trac- 
ciamo poi la corda ECF 
che sarà il lato cercato. Si 
trova : 


EF = 1,77198 


x 


Wc a 

EX WEST 
DF 

Pig. ИЗ. Fig. 44. 


IV. — Costruzione di Périgal. Sia MN (fig. 444) il lato del- 
l’esagono iscritto, e РВ il diametro ad esso perpendicolare. 
Da M come centro e con raggio uguale al lato del quadrato 
iscritto si sega in F il diametro PR, e da F come centro si de- 
scrive l'arco MSN. Il segmento SP è quello cercato, ossia 
SP = 1,77468. 

V. — Costruzione di Pustula. Sia AB (flg. 445) un diametro 
d'un circolo. Dividiamo il raggio C B in sei parti uguali; G 
essendo il primo punto di divisione a partire da C: 


1 
(ca Il ca) 


descriviamo da detto punto come centro, con raggio uguale 
a 2 AB, una circonferenza che segherà in F la tangente con- 
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dotta in B. La retta AF incontra la circonferenza in un punto 
D; conduciamo la corda BD; essa sarà il lato d’un quadrato 
sensibilmente uguale al circolo. Infatti BD = 3,4141579» >... 


F 


Fig. 445. 


VI. — Costruzione Póéraua. Si porta AH (fig. 432 a pag. 489) 
Che è la rettificazione approssimata del quadrante AG)in AQ; 
da Q come centro e con lo stesso raggio AH si sega CG in 7. 
Si avrà AT media proporzionale fra AC e 2 AQ. Se AQ fosse 


la vera lunghezza dell’arco AG sarebbe uguale a T e quindi 
si avrebbe: 

AT = Va = 1,7724538 
mentre risulta nel nostro caso A T = 1,7727886 con differenza 
in più di 0,0003348. 

Ун. — Sia MN un quarto della circonferenza e NP un sesto. 
Sia S il punto medio (йд. 446) della corda NP. Conduciamo MSA 
e risulterà : 

MA = 1,7798... . г 


con differenza іп meno di 0,0047. 
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VIII. — Sia il circolo dato (fig. 447) di diametro AB. Fac- 
ciamo OM = © r ed ON — 3 r. Sia R il punto medio del 
raggio OB. Sopra MR ed AN come diametri descriviamo da 


na 4 
Fig. 446, 


Fig. 447. 


un lato e dall'altro di AB le semi-circonferenze MSR , AGN 
che segano in G ed S il diametro perpendicolare ad AB. Il seg- 
mento GS è quello cercato, ossia G S = 1,77246. 
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Raggio del circolo equivalente al quadrato. 


Sia ABCD (flg. 448) il quadrato dato di lato 2; E,F,G,H i 
punti di mezzo dei suoi lati ed X il centro. 


B F C 


Fig, 448. 


uU 


Fig. 40. P 


O M L 


Costruiamo un rettangolo KLOP (fig 449) coi lati EF e 2 EF 


e siano M, N i punti di mezzo dei suoi lati OL , PK. Con 
centro О e raggio OL seghiamo PK in R. Con R come centro e 
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con raggio RL seghiamo in S la MK. Con centro N e raggio KS 
seghiamo in T il prolungamento di LK e facciamo KU = 2 KT. 
Prolungata ora, nella fig. 448 la DA, portiamo su di essa la KU 
da H in Y e conduciamo la XY che segherà AB in J. Avremo 
in XJ il raggio del circolo che é assai prossimamente equiva- 
lente al quadrato ABCD. Infatti si һа: 


+ z = 0,7853988125..... 


mentre dovrebbe aversi: 
1 
а" = 0,7853981634 - + + » + 


con errore inferiore ad un milionesimo, cioé di + 0,0000006491. 
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LA DUPLICAZIONE DEL CUBO 


Le leggende e il problema. 


Una flera epidemia avendo'imperversato in Atene, quegli abi- 
tanti ricorsero all'Oracolo di Delfo per sapere fino a quando 
il flagello li avrebbe messi a si dura prova. 

La risposta non poteva evidentemente essere né molto sem- 
рсе né molto esplicita, e fu questa: « Raddoppiate Г ага di 
Apollo se volete placare le ire divine». Quest' ara era cubica, 
ela cosa parve dapprima assai semplice e probabilmente cre- 
dettero avere soddisfatta la richiesta della divinità collocando 
accanto all'ara un’altra ara uguale, oppure raddoppiando il 
lato della prima, secondo le tre dimensioni il che portava il 
volume all’ o£tuplo anzichè al doppio. Comunque sia la divinità 
corrucciata raddoppiò l’intensità della pestilenza e ad una 
nuova delegazione degli abitanti dichiarò in modo più esplicito 
che voleva un altare doppio, in volume, del primitivo. La cosa, 
messa in tali termini, non presentandosi più così liscia, gli 
Ateniesi ricorsero a Platone che li rimandò oi geometri trat- 
tandosi di argomento di competenza di questi. 

Tale è la leggenda di Filoponio relativa a questo celebre 
problema ; ma essa pecca di evidente anacronismo quanto al- 
l’intervento di Platone. La leggenda narrata da Eratostene è 
simile a quella di Filoponio, ma attribuisce a Minosse la pa- 
ternità del problema. 

Abbiamo sulla duplicazione del cubo, anche una leggenda 
araba che mette la pestilenza tra i figli d’Israello anziché fra 
gli Ateniesi, fa pronunciare da Diò anziché dall’ Oracolo 1’ in- 
giunzione della duplicazione dell’ altare, e fa dire a Platone 
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consultato dal popolo: « Voi avete trascurato la scienza della 
Geometria e Dio vi ha punito poiché essa è la scienza per ec- 
cellenza; la duplicazione del cubo dipende da un problema 
difficile di Geometria che consiste in questo......». E fa seguire 
la soluzione di Apollonio (vedi pag. 513). 

Lasciamo ora le leggende, piü o meno attendibili, e occu- 
piamoci alquanto del problema. Sia 1 la lunghezza del lato 
del cubo dato. І equazione della duplicazione sarà a? = 2 la 


quale é irriducibile, poiché se non lo fosse si avrebbe per Ve 
un valore razionale, dovendo necessariamente un’ equazione 
di terzo grado riducibile avere un fattore razionale lineare. 
Ora, il grado di quell'equazione non è della forma 2%”, dunque 
essa non può risolversi con radici quadrate, epperò con riga e 
compasso non se ne può eseguire la costruzione geometrica. 

Uno dei primi, forse il primo, geometra che si sia occupato 
di risolvere questo problema è Ippocrate di Chio (circa 1420 A.C.) 
che non ne diede veramente una soluzione grafica, ma ridusse 
la quistione alla ricerca di due medie proporzionali fra un 
certo segmento а e il segmento doppio, 2 a. Siano infatti æ ed y 
tali due medie proporzionali, avremo: 


DT ЖЕ e 
e у 2a 
da cui: 
oy == а а = ау 


: 5 ien Pu Н 
dalla prima si ricava y = = e sostituendo questo valore 


nella seconda si ha : 


2a! 
$5 


op ERGO ossia csi 2да 
Ed è questa la forma sotto la quale venne di poi studiato il 
problema chiamandolo mesolabio. 


Soluzioni con coniche. 


I. — Consideriamo l'espressione che corrisponde alla ricerca 
delle due medie proporzionali secondo la maniera ideata da 
Ippocrate di Chio per risolvere il prcblema (vedi sopra), cioè : 

a c y 


my mp gm 
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Da essa si ricavano le equazioni : 


æ = ay (1) 
у= as (Ш 
ey = 2a (Ш) 


La (I) è quella d'una parabola (fig. 450) il cui asse è quello 
delle y e il cui vertice corrisponde all’origine delle coordinate. 

La (П) è quella а’ un’altra parabola che ha pure il vertice 
nell’origine О, ma il cui asse è quello delle a. 

La (Ш) infine è quella d'un'iperbole equilatera i cui assintoti 
sono gli assi Oo , Oy. 

L’intersezione M di due qualunque di tali coniche risolve 
dunque il problema, cioè si ha : 


MC =2 ОЕ" essendo OE-—a 


Ma si può ancora osservare che sommando membro a mem- 
bro, due a due, le equazioni (I) (II) e (III) si ottengono queste 
altre: 


(I) + (1) а? + y= ау + 200 {IV) 
(1) + (Ш) æ + ту = ay | 2a? (V) 
(1I) + (Ш) y + sy = 2aæ + 2a? (VI) 


La (IV) è l'equazione d'un circolo (flg. 450) che passa per lori- 
gine e il cui centro ha per coordinate : 
а 


шка Чү 


La (V) ё l’ equazione d’un’ iperbole i cui assintoti hanno per 
equazioni : 
2 =а æ == (а +y) 
La (VI) ё l’ equazione d'un'iperbole i cui assintoti sono dali 
dalle equazioni : 


y =24 у= — (2 +2a) 


La soluzione del problema può dunque ottenersi dalla inter- 
sezione di due qualunque di queste sei coniche (I) (II) (III) (IV) 
(V) e (VI). Si hanno in tal modo quindici soluzioni, ossia co- 
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struzioni diverse. Fra queste, le soluzioni date dalla interse- 
zione delle due parabole (I) e (II) e quelle date dalla interse- 
zione dell'iperbole (Ш) con la parabola (1) furono indicate da 
Menecme nel 340 A. C. 


Quella data dall'intersezione del circolo (IV) con la parabola 
(1) fu indicata da Descartes e l’altra dipendente dall’ interse- 
zione іе iperbole (Ш) col circolo (IV) venne data da Gregoire 
Ue Saint Vincent nel 1647. 
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HI. — Come si è veduto Ippocrate di Chio ridusse il problema 
della duplicazione del cubo alla ricerca di due medie propor- 
zionali fra due quantità a e 2a. Ora la soluzione si può fare 
ugualmente dipendere dalla ricerca di due medie proporzio- 


nali tra a ed ау 2; infatti si ha: 


= 
(i. 2, аа 
Ш UT aM 
da cui: 
1 
тыгар еа s= 
ү? 
e quindi : 
з == 2% 


Quanto si è detto riguardo alle sei coniche che risolvono, соп- 
siderate a due a due, il problema, può dunque ripetersi per 
altre sei coniche dello stesso genere le cui equazioni sareb- 
bero: 


x? == ау (1) parabola 

р = #20 v2 (2) parabola 

аут о? ү? (3) iperbole equilat. 
æ Fy = ау каа v2 (4) circolo 
а æy =ay + а v2 (5) iperbole 


у + 20 = ат v2 + а? v2 (6) iperbole 


Di queste coniche la prima parabola (1) è quella già consi- 
derata nell’altro caso (I). Le coordinate del centro del circolo 
sono : 


a v2 a 
e Eon Аж} 

ШЕ. — Soluzione di Longchamps. Consideriamo una pa- 
rabola P riferita ai suoi assi principali e sia 4 una circonfe- 
renza passante per O e segante Ox in un punto M tale che 
ОМ = 2 p, essendo 2 p il parametro di Р, 
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Sia A uno dei punti comuni a Pea A; l equazione di OA 
essendo : 
y-zmaz=0 


quella di A sarà della forma: 


U + m3) (y? —2pa) — (y — ma)(g+ma+n)=0 


pe 


Fig. 4M. 


Scrivendo che questa equazione è veriflcata per; 
e=2p =0 


si ha: 


e finalmente l’equazione di A è : 


2p = 
ай: y. — a y—-2pe=0 
Facendo 2 = о si trova che А sega Oy in un punto B tale 
che: 


ОБЕ 05 a) 
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Indicando con z l'angolo АО 2, si ha m=tg z. Innalziamo 
in M una perpendicolare ad Oz; іп O una perpendicolare ad 
OA ; queste rette si segano in C ed abbiamo: 


CM — 2p cotg « (2) 
Le relazioni (1) e (2) danno: 

OB. 4p = CM? 
Prendendo: 


si ha dunque СМ? —2p 


Facendo il tracciato indicato in figura, si avrà il punto A, 
prima, e poi il punto C (*) In generale 1° equazione 2? = )p 
sarà graficamente risolta prendendo: 


Soluzioni eon eubiche. 


Е. — Le cubiche semplici, delle quali si è trattato a pag. 329 
si prestano bene per la soluzione del problema della duplica- 
zione del cubo; infatti se nelle equazioni di queste curve: 


æ = ay? 2° = а?у æy? = о 


si fa rispettivamente : 


/ 
ўут=ау? у=?а ш = -/ 
si trova appunto: 
qa — 203 4% -2a* уза 


(*) Questa soluzione, piuttosto involuta, riesce ben più semplice osservando 
che l'ordinata 4S del punto 4 è precisamente ugnale a CM. 
Si è poi già veduto (v. pag. 506) che l'intersezione della parabola у? = 2 ar 
col circolo : 
x? + y? — ay — 2ах = о 


ha per aseissa: 


з 
crea 2 
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Cosi se nella fig. 289, a pag. 330, facciamo : 
АГ = A0=za e portiamo or=av?2 


da О in G, la parallela da G all'asse Ог segherà la cubica 
in S e sarà: 


GS — a V2 


cioè GS sarà il lato del cubo di volume doppio di quello di 
lato OA — a. 
NT. — Se nella fig. 290, а pag. 331, si conduce la retta SV la 
cui equazione è : 
y=2a 


si ha per ascissa del punto 7 nel quale essa sega la cubica 
il valore : 


3/ 
ST=aV?2 


Ш. — E se infine nella fig. 291, a pag. 332, si conduce la retta 
RN la cui equazione è : 


y= i 


l ordinata dei punto T in cui essa sega la cubica risulta: 


DU gi v 2 
essendo OG = a. 

IV. — Soluzione di Platone. Questa soluzione attribuita 
n Platone, é basata sul procedimento delle medie proporzio- 
nali di Ippocrate (vedi pag. 505). Considerinmo i triangoli ret- 
tangoli ABC, BCD che hanno il ca- 
teto BC comune (fig. 452) le ipotenuse А 
perpendicolari e i cateti AB, CD pa- Н 
ralleli, Essi ci danno: 


OD OC OB 


ОСО UB ОА 

I] problema sarebbe dunque risolto 
se si potessero costruire tali triangoli 
in modo da ottenere OA — 2 OD. Per 
la soluzione pratica venne ideato uno 
strumento che permette di costruire 
la figura soddisfacente alle condizioni 
richieste. Fig. 452, 
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Nella fig. 453 ho voluto indicare il procedimento che si po- 
trebbe seguire per riprodurre la costruzione di Platone. 


Fig. 453, 


Descriviamo il circolo di diametro AD e conduciamo ad esso 
le tangenti m,n in A e D. Uniamo un punto qualunque T 
della eirconferenza con A e D e congiungiamo i punti B e C 


www.rcin.org.pl 


— 513 — 


nei quali la AT e la DT segano le tangenti m , n. Conduciamo 
poi la bisettrice dell’ angolo ВТС, cioè la RT, che segherà in 
M la BC. Essendoché in un triangolo la bisettrice d'un angolo 
divide il lato opposto in segmenti proporzionali ai lati adia- 
centi dell'angolo, il punto M dovrà cadere sulla perpendico- 
lore k ad AD condotta per S tale che: 


quando si abbia CT — 2 BT come sopra si é veduto. 

Basterà dunque costruire il luogo di M, e la sua intersezione 
P con la retta k darà la soluzione del problema. Infatti ba- 
sterà condurre la RP che determinerà T, e poi A7, e DZ7 che 
daranno i punti B, e C, tali, che nella figura B, D A С, T, 
si avrà: 


CT, = ° BT, epperó DT? =? BT? 


L'equazione della cubica luogo di M riferita al suo asse OG 
e al suo assintoto Oy è: 


e — 6га? + Ire + 3 у? — kry irao 


У. — Soluzione di Apollonio. Questo famoso geometra 
aveva costrutto un apparecchio mediante il quale meccanica- 
mente si poteva tracciare la curva che risolve il problema che 
si riferisce a questa costruzione, basata sempre sulla conside- 
razione delle due medie proporzionali di Ippocrate. 

Si costruisca (fig. 454) un rettangolo OADB coi lati : 


ОА =a ORA 


Dal punto medio C della sua diagonale si descriva un circolo 
tale che i due punti M, N nei quali il circolo sega i lati 
adiacenti OA , OB del rettangolo siano in linea retta col ver- 
tice D del rettangolo; si avrà allora : 


OA _ BN _ AM 
BN AM ~ OB 


Descriviamo dal centro C (punto medio della diagonale AB 
del reltangolo) un circolo qualunque ; esso sega la OB in due 
punti P , Q i quali congiunti con D determinano sulla circon- 

Guxkusi, — Matem. dilett. 33 
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ferenza i punti R ed S; il luogo di questi punti, quando si fa 
variare il raggio del circolo è una cubica la cui equazione ri- 
ferita ad OA , OB come assi delle æ e delle y ё: 


a-3ax+3ax+yx — 2а —2ag*--6a?y – ва? = 0 


Fig. 454. 


Essa sega l’asse Oz in M punto cercato. Una curva analoga 
che avrebbe determinato il punto N sull nasse Oy si sarebbe 
ottenuta considerando il intersezioni dei circoli variabili col- 
l’asse Or. . 
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Ossercazione, — Si è già veduto che si può sostituire 2a con 
a Ve, nel qual caso risulterebbe : 


AM=aV2 


con una curva dello stesso genere. 
Vl. - Soluzione di Diocle. — Sia un triangolo ABC ret- 
tangolo in A (fig. 455) i cui cateti siano: 


AB -—- а AGIO, 


Fig. 455. < 
O 


Si descriva da A come centro il circolo di raggio AB. La 
retta condotta dall'altro estremo О del diametro BAO in modo 
da avere uguali i segmenti DM , DS intercetii fra il prolun- 
gamento del cateto AC e il prolungamento dell’ ipotenusa da 
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un lato, e la circonferenza dall’altro, risolverebbe il problema 
poiché è facile dimostrare che si avrebbe : 


AD = 4 АС 


ossia AD uguale alla seconda delle due medie proporzionali 
di Ippocrate: 


— = — = -^— yr=zia? 


Diocle osservò che, conducendo la tangente al circolo in B 
si ha OM = SN quando DM = DS e immaginò quindi la co- 
struzione della cissoide che porta il suo nome, la cui interse- 
zione con l' ipotenusa BC risolve il problema, poiché determina 
la direzione della OM che deve dare il punto D cercato. 

La cissoide di Diocle può essere costrutta per punti senza 
far uso del compasso, ma solo della riga e della squadra come 
si è detto in altra parte (vedi pag. 341). 

Tutte le cubiche si prestano alla soluzione del problema della 
duplicazione del cubo. Ne indicherò alcune tra quelle che lo 
risolvono con minore complicazione. 

ҰШ. — Soluzione di Newton. Sia OM un segmento di 
retta dato ed A il suo punto di mezzo (fig. 456). Descrivasi il 
circolo di centro O e di raggio OA. Si porti da A in C un altro 


Fig. 456, 


segmento «dato e si unisca C con A e con M e si conduca per 
O una retta tale che, essendo P e Q i punti nei quali sega ri- 
spettivamente AC ed MC, risulti il segmento РО = ОА. Si avrà 
allora : 

AG _ 00 СР 


ООС O1 
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e i segmenti OQ , CP rappresenteranno le due medie propor- 
zionali fra AC ed OM; basterà quindi che il segmento dato AC 
sia uguale ad OA, ossia: 


OM —2AC perché si abbia — OQ-— AC V/2 


МУШ. — Soluzione di Huygens. Nella sua risposta a 
Kinner (1) del 9 agosto 1653, Huygens fa conoscere il seguente 
procedimento per trovare due medie proporzionali fra due 


RX Fig, 457. 
x 


rette date: « Prendiamo la maggiore delle due rette date 
come diametro di un circolo (fig. 457) di cui E sia il centro ; 
tracciamo la corda A B uguale alla minore di queste rette ; 
completiamo il parallelogramma ACBD e conduciamo pel 
punto E una retta tale che, se G, H, L sono le sue interse- 


(1) V. Trisezione deil'angolo a pag. 442, N. XII. 
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zioni con le rette AB, BD e coll'arco BC, si abbia HD = HG ; 
allora BG e GL saranno le due medie cercate », 

Conduciamo BO parallela ad AR, essendo R l' estremità del 
diametro LE. Essendo i triangoli BOH , ARE simili e AE = ER 
si ha pure BH = НО. Per costruzione si ha poi HG = HD; 
dunque OG = BD = CA = RL; se da una parte e dall’ altra, 
nell’eguaglianza GO = RL si sottrae OL si ottiene GL = OR. 

Ora si ha: 

GR - GL = GA - GB 
dunque : 
GR GB 


GAA С; 
Poi, essendo simili i triangoli BGO , AGR, si ottiene : 


ERG. OG. б OG ов GL 
GA ^ GB — GA- GB AB AB 


Ne segue che: 
GB OG GL 


ОМ GRS АП 
e siccome Об = AC: 
AC BG GL 


BG © GL AB 

Ciò posto, per tracciare la trasversale ausiliaria EG, basta 
determinare G. A tale uopo, si può determinare l’interse- 
zione G della retta AB col luogo che si ottiene nel modo se- 
guente. Su ciascuna retta condotta per Е e segante BD in Х 
si prende XY = XD. Ora questo luogo è, per difinizione, la 
strofoide corrispondente all'angolo EDB (vedi pag. 442-444). 

IX. — Soluzione di Longchamps. Consideriamo due rette 
ortogonali Pæ , Pm e un punto fisso О su Pæ. Conduciamo da 
O una retta qualunque che segherà in A la Pm; conduciamo 
AB perpendicolare ad AO; da B ove sega Pæ conduciamo la 
perpendicolare a Pæ fino ad intersecare in M la OA. Il luogo 
di M é una cubica la cui equazione in coordinate polari é : 


n= LA (Рм = o Po=a РОА = ы | 
eos? o 7 
e in coordinate cartesiane: 

a? = а(а? +4 y*) 
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Sedal punto О come centro descriviamo, con raggio uguale 
ad a V 2, un arco di circolo, che sega la cubica in N, si avrà 


sot 
OC=a*=d (a V 2) ossia 2% = 205 


Fig. &8. О 


Si otterrebbe lo stesso risultato segando la cubica in S con un 
circolo di centro О e di raggio 2a ; conducendo OS si avrebbe: 


(fe) V 2  menirel'ordinala di S sarebbe SD=4a ў А 
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Risulta infatti nella prima costruzione : 


OP "e OR A UA 
OR 0c — OP v2 
dalla quale : 
TIR 
e nella seconda : 
OPE Mala OD 


OT o Se OT 
da cui si deduce : 


OT? 220P 


X. — Nella fig. 452 (pag. 511) possiamo considerare come fisse 
le rette ortogonali AC , BD, facendo OD = a e OA = 2a, Se 


allora conduciamo per А (fig. 459) e per D due parallele AZ^, DG 
e dal punto £ in cui lu DG sega la OA conduciamo la perpen- 
dicolare alla A7, il luogo del punto M intersezione di questa 
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perpendicolare con la AF sarà una cubica la cui equazione è, 
in coordinate polari (polo A): 


(cos w + 2 sen w) 


e in coordinate cartesiane (assi Oz , 00): 
0° + (e — Фа) gy — аай = о 
e riferita agli assi OC , OB: 
Y +} (x + 2a) жу — a (2 +2af=0 


Questa cubica sega la OD in un punto B la cui ordinata е: 


yea V 4 
per modo che costruendo la figura OABCD si ottiene : 
OC’ 20D 


Se invece del luogo del punto M si considera quello del punto 
N ottenuto abbassando da H, punto nel quale la AF sega OD, 
la perpendicolare su DG, che è una cubica simile alla prece- 
dente, si ha il punto C, che risolve il problema, dalla sua in- 
tersezione con la OA. L’ equazione di quest’ altra cubica, rife- 
rita agli assi OE , OB è: 

x +(4y+a)xy—2a(y+af=o0 

Osservazioni : 

1. — La cubica duplicatrice qui considerata è la curva detta 
ofturide (1). Essa è la pedale della parabola y*=2ax rispetto 
al punto (0, 2); in generale, la pedale d'una parabola rispetto 
ul un punto della tangente nel vertice ё una ofluride e, in 
particolare, una cissoide quando detto punto è il vertice stesso 
della parabola. 

2. — I segmenti come OE , OH determinati sulle OA , OD 
dalle coppie di parallele uscenti da D ed A, sono le coordi- 
nate dell’ iperbole equilatera æy = 2a? già considerata pre- 
cedenlemente (vedi pag. 506). 


(1) Da us serpente e обов coda, 
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3. — La ricerca dei punti d'intersezione C , D (flg. 460) coi 
due assi ortogonali puo farsi meccanicamente mediante una 
doppia squadra a lati scorrevoli; fissati i punti A e B facendo 
ОА = 1 e OB=2 si fa passare costantemente il lato AC per 


Fig. 460. 


A spostando gli altri due fino ad ottenere la posizione ACDB 
della doppia squadra. Si può anche sostituire alle due righe 
AC, BD due squadre che si fanno scorrere appoggiandole 
sulla riga CD. 

NI, — Soluzioni dell’Autore. Darò ora alcune costruzioni 
mie, le quali non hanno per? rispetto alle altre indicate alcun 
merito particolare, non essendo che esempii dei tanti modi nei 
quali puó esser risolto il problema di Delo. 

La fig. 452 a pag. 511 che esprime geometricamente la rela- 
zione : 


si può comporla anziché con tre triangoli rettangoli, con tre 
triangoli simili qualunque; se all’ angolo retto si sostituisce 
l'angolo di 120°, la ОР coincide con la OA e possiamo allora 
risolvere il problema nel seguente modo (fig. 461). 
Consideriamo tre assi OC , OD , ON a 120°. Facciamo: 


ОА = АВ = а 
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Se conduciamo per A una retta qualunque AC e dal punto C 
una retta CD ad angolo di 60° con AC, e da D un’altra retta 
DN ad angolo di 60° con C D, avremo in CDM un triangolo 
equilatero. I tre triangoli АОС, OCD , ODN come equiangoli, 
danno: 


OA ke OG ор 


OCIO ОД VAN: 


Fig. Wi. 


Quando AC fosse tale da avere ON = OB = 2a il segmento 
OC risulterebbe lato del cubo doppio di quello di lato OA — a. 
Il luogo geometrico di M è una parabola tangente in О alla OD 
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e in A alla perpendicolare a O D. Osservo ora che l'angolo 
NMA essendo di 120°, se costruisco su AB come corda, l' arco 
di circolo capace di tale angolo, l’intersezione R di quest’arco 
con la parabola darà la soluzione del problema. 

Ossercazioni : 

a) Il luogo geometrico dei centri dei triangoli equilateri 
CDM ,C,D, M, , ТВ. +... è la perpendicolare in O alla OB. 

0) È evidente che il problema rinviene a quest'altro: Dati 
tre assi OC , OD , ON a 120° ed un segmento di circolo ARB 
capace dell'angolo di 120» (A , B essendo punti dell' asse ON) 
costruire il triangolo equilatero i cui vertici giacciono sui due 
assi OC , OD e sull'arco ARB, e due lati adiacenti del quale 
passano per A e B. 

XH. — Consideriamo ancora, come nella figura precedente, 
tre assi ВУ, BM , BA а 120° e due segmenti BO = OM = а 
(flg. 462). Da O conduciamo una retta qualunque O P che sega 
BN in P e l'arco di circolo V (descritto su OM come corda e 
capace dell'angolo di 120°) in E; da P conduciamo la PQ a 60° 
con OP e da Ela EO parimente a 60° con OP, che passerà 
perciò per M. Il triangolo equilatero P E descriverà col suo 
vertice variabile Q una cubica la cui intersezione F con l’asse 
BA risolverà il problema, poichè si avrà allora il triangolo 
equilatero LV/ per il quale si verifica: 


ossia : 
ОВ = ОВү 2=aV2 


Хин. — La cubica di cui nella soluzione precedente si può 
considerare generata in altra maniera eppero si presta alla 
soluzione del problema sotto altro punto di vista, 

Abbiasi un triangolo equilatero ABC (fig. 462). Descriviamo 
su di un lato di esso, BC, un segmento di circolo capace del- 
l'angolo di 120°, Dal punto M, simmetrico di A rispetto a BC 
conduciamo una retta qualunque M7' che segherà in S il cir- 
colo, in D il lato AB del triangolo, e in T il lato AC. 

I triangoli DSB , SBC , SCT sono equiangoli e si ha quindi : 


DS _ SB _ SC 
SB 


SC NS 
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Il problema sarebbe dunque risolto se la M S fosse tale da 
avere ST = 2 DS ossia DS = DT. Il luogo del punto medio R 
del segmento ST compreso fra la tangente CAT e il circolo, 


462. 


Fig. 


segherà perciò il lato АВ del triangolo equilatero nel punto I° 
per il quale si avrà: 


BG = FG v2 


Tale luogo è appunto la cubica di cui nella soluzione pre- 
cedente, 
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XIV. — H folio parabolico retto è una cubica unicursale con 
una sola direzione assintotica; è una curva retta ossia sim- 
metrica le cui tangenti al nodo sono ortogonali, 

Essa si ottiene in questo modo. Siano due rette ortogonali 
Og , Oy ed una retta k parallela ad Oy alla distanza OR = 2a. 
Conduciamo per О una retta qualunque m che segherà k in A; 
da A la perpendicolare n alla m che segherà in B la Oz; da 


Fig. 463, 


B la perpendicolare p alla n che segherà la X in C, e da C la 
parallela q alla n che segherà la m in D. П folio parabolico 
retto è il luogo del punto D. La sua equazione riferita ngli 
assi Og , Oy è: 

a? = 2a (a — у?) 


Si può osservare che quando fosse RC = a risulterebbe: 


ЕВ = RC V2 


Ora, prendendo RM = a e costruendo dei rettangoli PNMQ, 
alla maniera di A BCD, con un vertice fisso in M, e determi- 
nando il luogo geometrico del quarlo vertice Q, l'intersezione 
di tale luogo col folio ci dà appunto: 


ЁЗ = HM y 2 
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П luogo geometrico di Q è una parabola clie ha per asse К 
e per vertice M. Essa passa per F, punto medio di OR; 1а sua 
equazione riferita agli assi Ое, Oy è: 


а — kag — ay + За? = о 


L'altro punto d'intersezione delle due curve appartiene alla 
retta OM ed ha per ascissa : 


3 
2 = 5-а 
XV. — Abbiansi su due assi ortogonali Ог, Oy i punti M ed N 
tali che OM = 2a , ON = a (fig. 464). Le coppie di parallele 
condotte per M ed N determinano i punti B, A sugli assi 


Oy , Ое; l'inviluppo di AB è un'iperbole equilatera la cui 
pedale rispetto al centro O è la lemniscata in figura, avente 
per equazione : 

(а? + oyfP-2a шу 


Quando nella figura MBANO fossero retti gli angoli MBA, 
BAN, si avrebbe ОА? = 2a? e vi corrisponderebbe un punto G 
della lemniscata per il quale OG sarebbe parallela al MB e NA. 
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Consideriamo ora il luogo dei punti F ottenuti conducendo 
da N una retta qualunque, che sega Oz in A; da A una per- 
pendicolare alla NA e da O una parallela alla stessa NA, 
L'equazione di questa cubica è : 


a a 
y 


e l'intersezione delle due curve ha per coordinate X ed Y fra 
le quali corre la relazione: 


DAY = 


Siccome abbiamo dai triangoli OFS , OAN: 


a OS : 3 
y" mr risulta OT 

Certo non è questo uno dei più semplici modi di risolvere il 
problema della duplicazione del cubo, cioè mediante l'inter- 
sezione d'una cubica con una quartica, mentre abbiamo la 
possibilità di risolverlo mediante l'intersezione di un circolo 
con una conica o di due coniche tra loro o di una retta con 
una cubica, ecc., come abbiamo veduto. 

XVI. — Consideriamo un circolo OA di raggio r. Un circolo 
qualunque BC di centro O segherà in B il diametro OA e in C 
la circonferenza OA ; se descriviamo su OB come diametro un 
altro circolo, la corda OC lo segherà in un punto M il cui 
luogo é la curva rappresentata nella fig. 465, la cui equazione, 
riferita al diametro OA del circolo e alla tangente ad esso 
in 0, è: 

(0° 4 y)! = Arta 
Se ora conduciamo la retta « la cui equazione è : 
e 
аск: 
essa segherà il luogo di М in un punto М, tale che si аугй: 
OM. = 2a 


essendo a il raggio del circolo variabile OB, quando OC passa 
per M. 
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Infatti per la similitudine dei triangoli NOM, , M, OB, , C,OA, 


si ha : 
ON OM, . OC, 


ОИТ OB TO 


essendo OB, = OC,. Se ne deduce quindi : 


OM? = ON - OB, 5; x за =ar 


ў 
с. 

Y ja Ee qum 

PUN ты = 

» / EN E ^ 


e: 
ОВ, x OC, _ 4a "n 
Uf опр r 60M IEZZO 
e sostituendo nella (1): 
- 7 аз 1 
OM, = 'OM, ossia (Wie cm ug 


La curva luogo di M è un ovale. La sua equazione in coor- 


Jinate polari (polo O) ё: 
(i Pt 
GHERSI. — Matem. dilett. 
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Soluzioni con curve diverse. 


1. — Col folio doppio retto. Consideriamo la fig. 466. Se 
risultasse : 


_ 0A СМ. -GO — «OR 
CM = 9 si avrebbe бо ОР ба 
ossia : 
" m ГЕЈ 
60 = с = + (9A) 
5 
M 
e A 
Fig. 466, d'a 
B 


Per avere dunque la soluzione del problema della duplica- 
zione del cubo basterebbe ottenere l’intersezione del folio col 
luogo del punto S ottenuto portando su CM il segmento: 


св = 04 
EI. — Considerando la fig. 467 si osserva che : 
BM EC RO) 
BO- БО — VA 
Quindi si avrebbe: 


3 
BC =? BM =? (M 
quando risultasse : 
OA 


PE DE 


www.rcin.org.pl 


285911 23 


Ora, se consideriamo l'angolo retto ОВ А variabile, come 
iscritto nella semi-circonferenza di diametro O A, il luogo di 
M è la concoide di tale circonferenza rispetto al punto O con 


OA А : д 
la costante uguale ad —— raggio del circolo, che come è noto 


è una chiocciola di Pascal. La sua intersezione col folio doppio 
retto risolve dunque il problema della duplicazione del cubo. 


с B 


Fig, 407. 


ШІ. — Soluzione di Archita. Verso il 400 A. C. Archita 
diede una delle prime soluzioni del problema, che se é molto 
ingegnosa non é certamente altrettanto semplice, come si puó 
vedere (flg. 468). 

Abbiasi un cilindro la cui proiezione orizzontale è S, P, O, e 
la verticale ASOB. Consideriamo il toro generato dal circolo 
di diametro SO rotante in un piano verticale attorno alla ge- 
neratrice SA del cilindro come asse. La superficie di questo 
toro segherà quella del cilindro secondo una curva della quale 
in figura è tracciato il tratto OPS. 

Un cono di rivoluzione di vertice S e di asse SO, la cui ge- 
neratrice formi coll’asse angolo di 60° segherà il cilindro se- 
condo una curva della quale in figura è tracciata la parte ВРУ. 
Questa curva sega quella d’ intersezione del cilindro col toro, 
in quattro punti simmetrici, uno dei quali è P P,. Ora il seg- 
mento S, P, sta od S, M, raggio del cilindro nel rapporto di: 


з, 
ү? 
1 


Quindi %, P, ё il lato del cubo di volume doppio del cubo di 
lato 5, M,. 
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La dimostrazione data da Archita è puramente geometrica. 
Si può più brevemente dare una dimostrazione analitica, La 
equazione in coordinate polari della superficie del toro è: 


P = ?а sen 0 


prendendo per asse delle г il diametro SO e per asse delle 3 
la generatrice SA del cilindro, e indicando con a il raggio SM 
del cilindro. L'equazione della superficie cilindrica sarà: 


r sen 0 = 2a соз? 
e quella della superficie laterale del cono : 


1 
sen 0 cos 9 = %- 
Queste tre superfici si segano іп un punto tale che : 


sen? 0 = zh da cui si deduce (risente ri 00 


Dunque il cubo il cui lato ё r sen 6 ha volume doppio di 
quello che ha per lato a. 


Soluzioni approssimate. 


Passiamo ora a considerare alcune costruzioni approssimate 
e meccaniche del problema. 


а 


Fig. 469. 
B D c A 


I. — Costruzione Péraux approssimata. Abbiasi la se- 
mi-circonferenza di raggio AC = 1 (fg. 469). Si porti sul dia- 
metro: 

/ 
AD = AG = у? 
www.rcin.org.pl 


— 534 — 


e si segni in M l'arco AM = 60°. Si avrà: 
DM = үз — V2 


il cui valore é DM — 1,25928012 mentre quello del lato del cubo 
doppio del cubo di lato AC — 1 sarebbe: 


l = V 2 = 445992105 


Si ha quindi per DM una differenza in meno di 0,00064093. 
II. — Approssimata, col compasso (1). Sia OA = 1 la co- 
stola del dato cubo (fig. 470). Trovato M, vertice del quadrato 
iseritto, si descriva la circonferenza M (MO) che taglierà l'arco 


Fig. 470, 


AB in N, la cui distanza da X rappresenta la costola del cubo 
doppio del dato, con un errore in difetto che non raggiunge 
0,0007. Difatti, Parco AN che è la dodicesima parte della cir- 


(1) Enriques. Questioni di Geometria elementare, pag. 269. 
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conferenza, è di 30°; sostituendolo nella forinola (4) in luogo 
dell’arco z, si ha per Гагсо 2, la cui corda è NX: 


y 2358 
gem vob ruo 
ed in conseguenza : 
NX = 2 sen 39 t! dur = 1,2592800 


mentre v2 = 1,2599209. La differenza è dunque circa 0,00064. 
III. — Soluzione meccanica. Il congegno di Silvester di 
cui si è fatto cenno a pag. 241 fornisce come si è veduto la 
equazione : 
v. OA + о? (0? — b) бА = а. Ор 
Se in essa facciamo b = a diventa: 


а. Ор = ОА? 


e quindi lo strumento può servire a risolvere meccanicamente 
il problema di Delo. 
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La geometria delle api. 


Come e noto, le cellule delle api sono prismi cavi, di cera, 
a perimetro esagonale regolare, riuniti per le basi in modo da 
costiluire i favi, sulle facce opposte dei quali vengono per- 
tanto a trovarsi le aperture delle cellule stesse. Ma le cellule 
non sono esattamente op- 
poste, poichè all'asse del- 
? una corrisponde dal lato 
opposto del favo la costola 
comune a tre cellule (fg. 471). 


Fig. 471. Fig. 472. 


Il fondo poi non è un piano perpendicolare alle costole delle 
cellule ; esso è invece costituito per ognuna di esse da tre lo- 
sanghe uguali formanti una superficie concava. Si può dire 
che ogni prisma termina con una piramide regolare a tre 
facce, il cui vertice S è il triedro formato da tre dei vertici 


delle losanghe. А 
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La cera delle pareti e dei fondi delle cellule ha appena lo 
spessore d'un sottile foglio di carta, rinforzato però sugli orli. 

Queste disposizioni, che possono ben dirsi la geometria delle 
api, hanno dei vantaggi dei quali ci possiamo fare una esatta 
idea solamente con un profondo studio, nel quale la nostra 
mente attonita troverà larga ragione di meraviglia. 


Dato lo scopo pel quale le api costruiscono le loro cellule 
ordinarie (qui non si tratta di quelle speciali per regine) “пе 
è specialmente quello di allogarvi le loro larve le quali hanno 
forma grossolanamente cilindrica, erano da escludersi il tri- 
angolo equilatero e il quadrato che avrebbero fatto perdere 
troppo spazio negli angoli tra le facce del prisma; la forma 
esagonale, la sola restante tra quelle dei poligoni regolari riu- 
nibili senza vani per coprire il piano è quella che meglio si 
presta nllo scopo, per i suoi angoli ottusi ; il prisma esagonale 
si approssima infatti abbastanza al cilindro. 

È poi noto che lo scopo precipuo dell'ape nella costruzione 
dei favi è il risparmio di cera; tanto vero che in apicoltura 
razionale si preparano favi artificiali fatti a macchina, con 
cera d’api, di forme identiche a quelle dei favi naturali, e si 
ottiene così dalie api una quantità di miele ben maggiore, tro- 
vandosi esse alleggerite dal peso della costruzione dei favi. 

Dal lato del risparmio di cera le api conseguono un primo 
vantaggio col rendere comune il fondo alle due serie di cellule 
opposte ; un altro consiste nell'addossamento delle cellule per 
modo clie una loro parete serve per due cellule, salvo che in 
quelle perimetrali del favo; e un'altro ancora nell'essere Pesa- 
gono, fra i tre poligoni regolari di cui sopra, quello che per 
una determinata superficie offre il minor perimetro, cosicchè 
Гаре con un minimo di superficie laterale ottiene giù un mas- 
simo di capienza; ma dove l’istinto delle api assurge al mera- 
viglioso si è nella forma del fondo, rispondente essa pure ad 
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un minimo di superficie e quindi di cera; né si puó dire che la 
forma delle losanghe del fondo sia quello della teoria, solo per 
approssimazione, ché gli angoli corrispondono a quelli della 
figura teorica, con perfetta esattezza. E il problema di minimo 
risotto così dalle api non è certo dei più semplici. 

Un nipote d'un Cassini, Maraldi, astronomo egli pure all’ os- 
servatorio di Parigi misurò con esattezza, nel 1712 l'angolo 
delle losanghe delle cellule delle api e trovò 109» 28° (supple- 


Fig. 474. 


mento 70° 32^, Réaumur, che ben si apponeva pensando che la 
forma prescella dalle api dovesse corrispondere ad un criterio 
di economia di cera, propose al matematico tedesco Koenig, 
senza fargli note le misure del Maraldi, la soluzione di questo 
problema: «Fra tutte le cellule esagonali a fondo, composte 
di tre rombi uguali, determinare quella che può essere co- 
strutta col minimo di materia». E Konig mediante il calcolo 
differenziale trovò nel 1739 che gli angoli della cella di minima 
superficie debbono misurare 109° 26/ e 70» 34’, 
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Si aveva così una sorprendente concordanza con le misure 
del Maraldi; ma nel 1743 l'inglese Maclaurin provò che il Koenig 
aveva commesso un errore nei suoi calcoli e che i veri valori 
degli angoli erano esattamente quelli indicati dal Maraldi. 
E i risultati del Maclaurin vennero poi confermati da Lhuillier 
(1781), Lalanne (1840), Brougham (1858), Hennessy (1885-86). 

Esporrò ora il calcolo geometrico del Maclaurin. 

Sia S il vertice comune (fig. 474) delle tre losanghe di lato c 
che formano il fondo della cellula. Sia l'esagono regolare АК 
CL... dilato a la sezione retta del prisma, condotta per il 
vertice A d'una losanga ; il suo centro O sarà la proiezione del 
vertice S sul piano della sezione. Tracciamo АС, KO e per AC 
conduciamo un piano qualunque che determinerà, intersecando 
i piani CSO , ASO , TABU , UBCV una losanga AG! CG; sia ( 
la costola AT del prisma e d la semi-diagonale AP. 

Considerando solamente un terzo dell'alveolo, cerchiumo a 
quale posizione del piano AG! CG corrisponda il minimo della 
superficie formata dai trapezi TAGU , UGCV e dalla losanga 
AG! CG, ossia di: 


({ + GU)a Fod < GP— (L-L— GK)a + 
+2dx GP —2la — ax GK + 2d x GP 


Essendo costante il prodotto 2 а, tutto si riduce a trovare il 
miniiuo dell’ espressione : 


2dx GP — ax GK (1) 

Supponiamo che В sia stato preso su KU in guisa da avere: 
BK _ а T 

BP — 3d ird 


Da P come centro, con raggio PG, descriviamo nel piano 
ВК P un arco di circolo, che incontri P B od il suo prolunga- 
mento in J, e conduciamo KH e GI perpendicolari a PB, Dai 
lriangoli simili rettangoli G/B , KHB , ВКР e dalla (2) si ri- 
cava: 

BI BHM SB a 


BL X CBE" “ЗР E 
da cui: 


BH — BI - RT ee б 
ВК — BG {езг OY 
ВЯ ос ГИ 
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L'espressione (1) puó dunque scriversi : 
2d x GP — 2d x IH = 2d (GP — IH) = 2d (JI + HP) 


Ma d e HP essendo costanti, basterà cercare quale è il mi- 
nimo di JJ. Esso ha luogo per ЈГ = о vale a dire quando i 
punti JI si confondono, cioè quando G si trova in B. Sicchè il 
minimo cercato corrisponde all’ipotesi in cui il piano segante 
passi pel punto B determinato mediante la relazione (2); po- 
sizione che corrisponde appunto a quella delle celle delle api. 

— Passiamo ora alla determinazione degli angoli delle lo- 
sanghe. Dal triangolo rettangolo BKP abbiamo: 


BP = BK’ + КР? 


Sostituendo BK col suo valore BP s dedotto dalla (2) KP 
con $ ‚ e semplificando, si trova: 
Rapa Cc h 
VA dì — а? 


ed essendo AP = d: 


AP Маз — аз 
IE} ATI a 


Ma d è la metà del lato AC del triangolo equilatero iscritto 
nel circolo di raggio @; cosicché il suo valore è : 


av3 
ES 


Dunque il rapporto precedente, fatte le riduzioni diviene : 


La diagonale maggiore «d'una delle losanghe del fondo ё 
quindi la diagonale del quadrato costrutto sulla minore la 
quale é espressa da: 

ays 
2 
Ap. à h Я 

Il rapporto "pp 9 oi la tangente trigonometrica dell’ an- 
golo A B P. , 
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Ora, V2 corrisponde alla tangente dell angolo di 54° 44' 8", 


da cui ABC= 109° 287 16” e il suo supplemento BCS — 70» 31 441. 
— Caleoliamo ora quale economia realizzano le api con la 
forma alla quale hanno dato la preferenza рег i loro alveoli. 
Indicando con a il lato della sezione retta comune alla cel- 
lula a fondo piatto e a quella & fondo cuspidato, la lunghezza 


della costola è È a, Le superfici totali della cellula a fondo 
cuspidato e di quella a fondo piatto sono: 


A (60+3v2) à XE (ю +з\з) 


facendo astrazione dal coperchio di cera dell'alveolo. La prima 
superficie sta dunque alla seconda come: 


50+3V2 а  504+3V3 


ossia press’ a poco come 54 а 55. Le api economizzano quindi 
una cellula su 55. 


Paralogismi geometrici. 


Trattandosi di paralogismi, naturalmente l'errore vi deve 
essere e, in questi casi, esso sta o nella costruzione difettosa 
(che si farà a mano, per meglio trarre in inganno la.... vittima) 


Fig. 475, 


o nel ragionamento. Mentre l'errore del primo tipo è facile a 
rilevare, sia meditando sulla figura (sia pure scorretta), sia 
costruendola esattamente, quello dell altro tipo è talvolta 
assai meno evidente. 
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I. — Per un punto preso fuori d'una retta si possono con- 
durre due perpendicolari alla retta stessa. 


Costrutta la fig. 475 si vede che i due angoli BC, А, BC, A 
sono retti perchè iscritti in mezza circonferenza e quindi da 
B si sono condotte due perpendicolari BC, e BC; alla AA'...... 


“Н. — In un triangolo qualunque, un lato è uguale alla somma 
degli altri due. 


Siano ABC il triangolo dato e D, E, F i punti di mezzo 
dei suoi lati. Si sa che conducendo FD , FE si ho: 


AD + DF + FE 4- EC — AB + BC 


Ora, se G, H,I;L,K,M sono i punti di mezzo dei lati dei 
triangoli ADF, FEC si avrà analogamente che la spezzata 
AGHIFMKLC è uguale ad AB + BC. Cosicchè continuando 
indefinitamente a dividere i lati dei nuovi triangoli ottenuti si 
avrà che la lunghezza dei segmenti costituenti le spezzate 
andrà costantemente diminuendo poichè i loro vertici si avvi- 
cineranno sempre più ad A C, ed al limite, il perimetro delle 
linee spezzate finisce per confondersi con AC. Dunque: 


AB + BC = AC 


Osserviamo che una grandezza variabile К ha per limite una 
grandezza flssa L quando la differenza tra K ed L può dive- 
nire e rimanere minore di qualsiasi quantità stabilita in pre- 
cedenza per quanto piccola essa sin. 

Ora, nel nostro caso, le grandezze K ed L cioé il perimetro 
delle spezzate e la lunghezza del lato AO sono entrambe co- 
stanti epperò anche la loro differenza rimarrà costante; sic- 
ché non si può parlare di limite e quindi il ragionamento ri- 
sulta necessariamente erroneo, 


ШЕ. — La circonferenza d'un circolo e il suo diametro sono 
uguali. 


Descritte due circonferenze sul raggio di quella data, preso 
come diametro, la somma di tali due circonferenze equivale 
alla circonferenza data, Cosi procedendo, le quattro piccole 
circonferenze nella fig. 476 varranno ancora la circonferenza 
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data, e così di seguito, per modo clie queste circonferenze si 
confonderanno, al limite, con AB e si avrà: 


circonf. O — diam. AB 


Il difetto del ragionamento è identico a quello del paralo- 
gismo precedente. 


IV. — Una parte d'un segmento di retta è uguale al seg- 
mento intero, ossia, la porte è uguale al tutto. 


B 
ig. 477. CA VII 
Fig A E D С 


Sia ABC un triangolo qualunque, nel quale il massimo an- 


golo sia B. Conduciamo BD in modo che risulti cBD A e 
abbassiamo su A C la perpendicolare B E. Si ha, dai due tri- 
angoli equiangoli ABC , BDC: 


АВС. — LAB: 
BIS EE 
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ABC _ AC 
BDC ^ DC 


dalle «quali due relazioni si deduce : 
АВ _ BD 
АС X DG 
Ma un teorema noto ci permette di scrivere ; 
AB'—AC + ВС? —2 АС >< EC 
BD'- рс? + BC! —2 DC x EC 
e sostituendo questi valori in (1) si ha: 


AC + BON ACI _ БС + RC —2D0x EC 


АС. DG 
e, semplificando : 
вс" 1 Bc 
dull vom iul. 
BT вс 
AC DCO -— AC 


e inflne : 


(BC? – AC x DC) DC = (ВС? = ACx DC) АС (2) 
Dividendo i due membri per il fattore in parentesi, si trova : 
DOSTAC 


come appunto ci eravamo proposti, di dimostrare. Basta però 
osservare che la quantità : 


БС CALCIS E DIC: 
é nulla perché i triangoli simili ABC , BDC danno: 


BIC эЛ 


РРО BICI 
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Dunque la relazione (2) è sempre soddisfatta essendo il suo 
primo fattore sempre uguale a zero, per cui non ne segue che 
debba essere : 


AC-DC=0 ossia "AG Sp 


V. — Un angolo retto è uguale ad un angolo ottuso (v. n. VI). 


Sia il rettangolo ABCD (fig. 478. Conduciamo per A una 
retta AE = AB e facente con A B un angolo acuto, Pel punto 
di mezzo R della CE innalziamo ad essa la perpendicolare fino 


C M B 


о 
Fig. 478. 


ad incontrare in O la perpendicolare condotta pel punto di 
mezzo M della CB e conduciamo le rette OA , OA , OC , OD. 
Avremo: 


ONETOA ОЮ ЕТО E 


Gukrsi. — Matem, dilett. 35 
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per cui nei due triangoli COD , EOA sarà l'angolo CDO uguale 
all'angolo EAO. Ma essendo: 


ADO — DAO si dovrà avere ADC = DAE 


cioè un angolo retto uguale ad uno ottuso. 


VI. — Tutti gli angoli sono uguali. 


IIo modificato in questo modo la costruzione relativa al pa- 
ralogismo precedente; mi pare riesca più semplice, mentre è 
pure più generale. 

Abbiasi un triangolo ST'U qualunque (fig. 479). Si conduca 
per T una retta, esterna al triangolo, T V = TU, Si unisca V 
col punto di mezzo R del lato SU e si prolunghi la congiun- 
gente fino ad incontrare in K il lato ST prolungato. Condotla 


e М 
Ad 


Fig, 479. 


la KU si innalzi la perpendicolare sul suo punto di mezzo Z; 
si conduca parimente la perpendicolare sul punto di mezzo P 
della KV; le due perpendicolari dovranno incontrarsi in un 
punto W, che uniremo соп U, V, К, T. Essendo WK = WU 
e WK = WV avremo WU = WV per cui nei triangoli WTU, 
WTV che hanno i lati rispettivamente uguali, risulterà essere 
l'angolo WTU uguale all’ angolo УТУ, il che è assurdo. 
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Vu. — Tutti i triangoli sono isoscelt. 


Consideriamo un triangolo qualunque ABC. Nel punto medio 
О del suo lato BC innalziamo la perpendicolare fino allin- 
contro in K con 1а bisettrice dell'angolo ВАС. Il punto K potrà 
cadere all’interno o all’esterno «del triangolo. Supponiamolo 
all’interno, Abhassiamo da X le perpendicolari KP , KN sui 
lali АС, AB. Per essere К 
sulla bisettrice dell' angolo A 
BAC, sarà KN = KP, e per 
essere sulla KO, sarà KB = 
= KC. I due triangoli ret- 


Fig. 450, Fig. 681. 


tangoli BKN, CKP sono dunque uguali e si ha BN = СР. 
Dai triangoli rettangoli AKN , AKP essi pure uguali, si ha 
ancora AN = AP dunque: 


AN + NB = AP + PC ossia AB = AC 


vale a dire che il triangolo ABC è isoscele. 

Se K esce fuori del triangolo (fig. 481) facciamo la stessa co- 
struzione indicata per la figura precedente. Avremo nello 
stesso modo : 

AN = AP BN = СР 


quindi, per sottrazione : 
AN — BN = AP — CP ossia AC = BC 


e il triangolo ABC sarebbe ancora isoscele. 

È supertluo aggiungere che se la bisettrice dell'angolo A 
non incontra la perpendicolare innalzata sul mezzo di BC, 
essa coincide con la stessa e il triangolo è isoscele senz'altro ; 
esso lo sarebbe quindi in ogni caso. Anche di questo soflsima 
€ facile trovare il lato debole. 
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VII. — Se due lati opposti di un quadrilatero sono uguali, 
gli altri due sono paralleli. 


Sia il quadrilatero ABCD nel quale i due lati opposti AD, BC 
sono uguali; siano P e Q i loro punti di mezzo ; innalziamo 
da essi le perpendicolari a tali lati, rispettivamente. Se tali 


Fig. 482. 


perpendicolari non s' incontrano esse sono parallele e quindi 
lo sono pure i lati AD, BC. Se s'incontrano, ciò può aver 
luogo entro o fuori del quadrilatero. 

Consideriamo il primo caso (fig. 482) e conduciamo le rette 
SA , SB, SC, SD. Si avrà: 


SA = SD SB = SC 


dunque i due triangoli SAB , SNC sono uguali perché hanno 
i lati uguali, per cui: 


M % 
ASB= DSC 
Si ha pure: 
ASP = PSD BSQ= QS$c 
addizionando queste tre uguaglianze, si һа: 
ASR -|- ASP | BSQ = DSC 4- PSD + CSR 


PSA 4- ASB 4. BSQ = 180° 


Essendo dunque i punti P, S, in linea relta, i lati opposti 
AD , BC sono paralleli. 


www.rcin.org.pl 


— 549 — 


Supponiamo ora che 5 (fig. 483) risulti esterno al quadrila- 
lero, e facciamo la stessa costruzione. Avremo ancora : 


ASB = DSC BSQ = QSc 
dunque : 
ASB + BSQ = DSC + QSC ossia ASQ = 98р 


per cui SQ è la bisettrice del angolo ASD; essa coincide 
perciò con SP, quindi i due lati opposti AD, BC sono paralleli. 


B Q E 
Fig, 483. 


Questa conelusione non é generalmente esatta e la dimo- 
strazione contiene un punto vizioso. Infatti P angolo ASQ può 
risultare non la sonuna, ma la differenza fra gli angoli BSQ 
e ASB nei quali occorre tener conto del senso, cioè della po- 
sizione relativa. 


AIN, — In cui si dimostra che 64 = 65! 


Abbiasi un quadrato scomposto a scacchiera in 64 quadrelli 
uguali. Tagliamo questo quadrato in quattro parti, due trapezi 
e due triangoli, secondo le rette rinforzate della fig. 484. 

Componiamo con tali pezzi il rettangolo della seconda figura 
ed avremo dimostrato (?) che 64 — 65! Infatti, nulla avendo 
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tolto alla superficie del quadrato (che comprende 64 quadrelli) 
quello del rettangolo (che ne comprende 5 >< 13 = 65) dovrà ad 
essa equivalere, d'onde appunto l'uguaglianza paralogistica 
fra il 64 ed il 65... .- 


SE 
"ДЕ + TENE 
ы Ent N р а 
Exe ШИЕ ШЕ 2. 


Fig. 485, 


In fatto esiste uno spazio vuoto nel mezzo della figura ricom- 
posta a rettangolo; esso ha forma di losanga, l'angolo dei 
cui lati è la differenza di due angoli le cui tangenti sono ri- 

ә 


spettivamente e yo per cui la tangente dell’ angolo acuto 


T 


della losanga sarà : 
сина: 
NEC BR. T Е 1 
2 3 40 
е RESERO 


e quindi tale angolo è minore di 1°, 15/. 
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Per poter distinguere ad occhio un angolo così piccolo è in- 
dispensabile che le linee di divisione della prima figura siano 
straordinariamente tenui e che i pezzi siano ravvicinati con la 
massima cura. 


— Il paralogismo in questione dipende dalla relazione : 
5 >< 18 — 8 —1 

Si perviene a risultati analoghi per mezzo delle formole : 
13 x 34 — 212 = 1 
34 >< 89 — 55 = 1 


cO ЧЕ СЕССИЯ 


od anche partendo dalle formole : 


51—38 x 8—1 
133 — 8 >< 21 = 1 
34° — 21 X 55 = 1 


I numeri 5, 8, 13, - - - - - appartengono alla serie : 
Tiberi, orde EE S doo 


Fin dal ХШ° secolo il matematico Fibonacci da Pisa aveva 
notato che in tale serie formata addizionando successivamente 
due termini consecutivi, la differenza fra il quadrato d’un ter- 
termine qualunque e il prodotto dei due termini che lo com- 
prendono è alternamente + 1 e — 1, come per esempio: 


5% — 3 x Be +1 


8 — 5 < 13 = – 1 
133 — 8 x21=+1 
21—13 ><384 — — 1 


CL TM Е с паша 


Possiamo quindi costruire flgure del genere di quella ora 
studiata, dotate di maggiore approssimazione paralogistica. 

Così, p. es, scomponendo un quadralo di 21 caselle di lato, 
ossia 441 di superilcie, si otterrà il rettangolo «i 13 >< 34 = 442 
caselle nel quale il quadrello della differenza sarà formato da 
una striscia assai più lunga e stretta che nel caso di 64 caselle. 
E l’ approssimazione sarà lanto maggiore quanto più elevali 
saranno i termini della serie prescelti. 
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— Il problema comporta una soluzione ineersa quando la 
ditlferenza sia + 1. In tal caso la prima figura da costruire è 
il rettangolo, che poi si scompone nei quattro segmenti coi 
quali si forma il quadrato paralogistico. 

— Un'altra osservazione si può fare a proposito di questo 
paralogismo. La serie del Fibonacci non è altro che la serie 
delle ridotte di questa semplicissima frazione continua : 


Si possono dunque considerare le figure di cui ci siamo in- 
trattenuti come una rappresentazione geometrica della grande 
approssimazione che possono darci le frazioni continue. 


X. — Diversi. 
Un vettore OA di lunghezza / può essere scomposto in infi- 
niti modi in due vettori ОМ ed MA drin End U ed ir. 
! 
Possiamo fare in modo che il rapporto abbia un valore 


ud 
qualsiasi compreso tra zero e oc. 3 
Immaginiamo il sistema riferito a due assi ortogonali OX, 
OY e siano z, 2/, x" rispettivamente gli angoli di OA , OM 
ed MA con l’asse O X. Proiettando sui due assi si ottengono 
le relazioni : 
l sen х = l! sen 2! + 1 sen x! 


l cos z= U cos 2! + I cos 2" 
dividendo e ponendo : 


lix E m sen 2! + sen x" 
= = т tg = = cow 
4 m COS 2! + COS Z 


Qualunque sia il valore attribuito ad m, tale risullato è vero; 
ora m è suscettibile di qualsiasi valore. Se facciamo m = oo 
ed m = o perveniamo alla doppia disuguaglianza : 


tg x = tge ziet to o! 


che è un risultalo impossibile. Senonché per m i valori O ed oc 
* поп sono ammissibili. 
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XI. — ЇЇ valore di п. Ecco una determinazione erronea di 
т basata su note quadrature. 


L'area d'una semi-ellisse limitata dall'asse minore è espressa 
da 7 
il centro si sposti sull’ asse maggiore, in modo che questo di- 
venti sempre più grande crescendo sino all’ со. І” ellisse di- 


verrà, al limite, una parabola e in tale posizione limite l'urea 
sarà uguale ai due terzi del rettangolo circoscritto. Ma anche 


п al, secondo le usuali notazioni. Supponiamo ora che 


: " 1 : Я 
la prima espressione —;- 7 a4 è sempre vera, qualunque siano 
i valori di a e b, per cui si ha: 


ж rab=-;ax20 
e se ne deduce: 


8 
кусы BEM auc 


Хи. — Dal seguente esempio, indicato da Schwartz e Peano, 
risulta come non si pussa definire, senz’altra precauzione, 
Parea d'una superficie curea come il limite dell’area d'un 
poliedro a faccette indefinitamente decrescenti inscritto 
alla superficie, poiché questo limite può non esistere. 


Abbiasi un cilindro a base circolare di raggio R, e di al- 

tezza II. Dividiamo questo cilindro con piani equidistanti, pa- 

1 5 : abet H n 

ralieli alla base, in 2 n tronchi uguali, di altezza zp?’ € consi- 
LI 


deriamo uno di questi tronchi. Dividiamo le due circonferenze 
di base di questo tronco in 2m parti uguali, nei punti 1, 2, 
3»... (2 т) sulla base inferiore, 1 , 2^ , 3 « «+». (2/2) sulla 
base superiore. Supponiamo che le coppie di punti 117, 22! ....» 
corrispondenti, si trovino su generatriei del cilindro. Inseri- 
viamo nella superficie del tronco cilindrico considerato, il po- 
liedro formato dalle faccette triangolari isosceli 12'3 , 2/34, 
34/5 + + «+ «+ che sono in numero di 2m; sia з la superficie di 
una di esse. Se operiamo in egual modo sui 2n tronchi dei 
quali è composto il cilindro totale, vi avremo iscritto 4 mn 
faccette triangolari isosceli di superficie s. Poniamo : 


5 = 4 тпз 


e cerchiamo il valore di S in funzione di R, H , m ed n. 
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Consideriumo perciò uno dei triangoli 12’ 3, p. es. Chiamando 
2!' il punto d'incontro del raggio 2 С del cilindro con 13, s 


vede subito che 2/2” ё l’altezza del triangolo 12/ 3 di base 13. 
Si ha dunque : 


8 = 12! x 22n 
Ма: 


in 
12" = R sen 1 C 2" = R sen "= —H'sen e 


se si pone 7 = mx. Si ha poi: 


yr = (27 2} + (2 2 = 


Н ү н авас 
= М +r a - сов о = » 


per conseguenza : 


e. _ 
s=Rsenx ү Lu + 4R sent ; a 


| m 
— 2 4 
5 = *тл R sen 2 M7; + 4R* sen 
e infine: 
Sr sen > " 
S25 н 8012 Mar | 


16 I? n? sen? gd % 


DI 

Se m ed n crescono indefinitumente, х tende verso zero, 
sen 2 TA 1 р. л 

„~ Verso l'unità; та 16 л? sent — х non ha limite determi- 
nuto. Infatti se si fa: 


1 
4 
den i sent i x 
ne Кт = Г 16 n? sen* = lena = 


1 4 
(2) 


quantità che ба per limite zero se k ё fisso. In questo caso : 


lim. S = 2x RII 
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xi 
Ma se si suppone п = km? = k ^, si ha: 


1 
1 sen! 5 & 
б.п? sent —— x = К n° 


2 qm ens 
Dr 


quantità che ha per limite k? r*, se k è fisso. Allora 


ПЕН VE + К тї R 
Se, infine, si suppone n = km’, si ha: 


! 
зеп с 2 


I T 
lim. (в n! sen! y- 2) = lim. АК? m? x1 — A 


(29) 


un 
Il 
8 


Il teorema di Pitagora. 


Il teorema famoso dell’equivaleza fra il quadrato dell’ ipote- 
nusa e la somma «ei quadrati dei cateti del triangolo rettan- 
golo, era noto agli antichi, limitatamente però ui lati 3, 4 e 5. 
Gli Indù l'indicavano col nome di seggiola della piccola sposa; 
i Persiani con quello di figura della donna maritata; i Greci 
lo chiamavano pure teorema della maritata. Esso venne poi 
denominato teorema di Pitagora perché sembra accertato che 
sia dovuta a questo geometra la sua generalizzazione, 

I triangolo 3, 4 e 5 era considerato come magico dagli an- 
tichi; i Greci lo considerarono come simbolo del Matrimonio e 
Platone lo fece entrare nella composizione del suo celebre nu- 
mero nuziale. Per Plutarco esso era ¿l più bello dei triangoli ; 
egli così ne enumera le proprietà: «Il 3 è il primo numero 
«dispari (l’unità non essendo allora considerala come un nu- 
«mero); 4 è il quadrato del primo numero pari; 5 è la somma 
«di 3 e 2; il quadrato di 5 dà il numero delle lettere dell’alfa- 
« beto egizio e quello degli anni di vita del bue sacro Api». 
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Consideriamo perciò uno dei triangoli 12' 3, p. es. Chiamando 
2" il punto d’incontro del raggio 2С del cilindro con 13, s 
vede subito che 2/2” è l altezza del triangolo 12/3 di base 13. 

Si ha dunque : 

Lue Pte e aru 


Ma : 

da 

12" = Rsen1C2"=Rsen-j-_= R sen z 

2m 

se si pone л = mz. Si ha poi: 
2! 9" — vie 2p + (2 2p = 
з ZH з 
= V E: ) + R? 4 — соз 2) = = | 4R sent ; % 


per conseguenza : 


з = В sen z VES + 4 FR? sent ! a 
n? 2 


5 = 1 тл В ѕеп 2 [ 4 Дрини dy 
НЫ 


2 
e intine: 
S ix Si: + 16 R n? sen* +e А 


Se m ed n crescono indefinitamente, z tende verso zero, 
sen 2 : з 1 ^ , 
, verso l'unità; ma 16 л? sent — х non ha limite determi- 


nato. Infatti se si fu: 


1 
sen*—-- x 
ka 1 2 
ХЕ == = 1 4 Du P es Y © 
кт = 16 n? sen 2 Кта m EO 
y* 


quantità che ha per limite zero se k è fisso. In questo caso : 


lim. S --2z RH 
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я T 
Ma se si suppone n = km? = К zit si ha: 


1 
1 sent -y х 
6 n? sent — x — № nt —————À— 


: TẸ 
(i z) 
quantità che ha per limite k? z*, se Е è fisso. Allora 
lim S—2z RV H? 4 pat R 
Se, infine, si suppone n = km?, si ha: 


1 
sen. 
lim. (te n? sen* а) == Па. тл лї A CAM. oo 


(т) 


Ие o5 


Il teorema di Pitagora. 


Il teorema famosa dell’equivaleza fra il quadrato dell’ ipote- 
nusu e la somma dei quadrati dei cateti del triangolo rettan- 
golo, era noto agli antichi, limitatamente però ai lati 3, 4 e 5. 
Gli Indù l'indicavano col nome di seggiola della piccola sposa; 
i Persiani con quello di figura della donna maritata; i Greci 
lo chiamavano pure teorema della maritata. Esso venne poi 
denominato teorema di Pitagora perchè sembra accertato che 
sia dovuta u questo geometra la sua generalizzazione. 

Il triangolo 3, 4 e 5 era considerato come magico dagli an- 
tichi; i Greci lo considerarono come simbolo del Matrimonio e 
Platone lo fece entrare nella composizione del suo celebre nu- 
mero nuziale. Per Plutarco esso era il più bello dei triangoli ; 
egli così ne enumera le proprietà: «Il 3 é il primo numero 
«dispari (l’unità non essendo allora considerala come un nu- 
«mero); 4 é il quadrato del primo numero pari; 5 è la somma 
«di 3 e 2; il quadrato di 5 dà il numero delle lettere dell'alfa- 
« beto egizio e quello degli anni di vita del bue sacro Api». 
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Si potrebbe aggiungere che l’area del triangolo magico è 6, 
nuniero che segue il 5, e che il cubo di tale area é la somma 
dei cubi dei lati: 


68 = 3° 4 4 4 53 


In un papiro magico sono disegnati due cuori uniti con righe, 
con la scritta: 3 è P uomo, 4 è la donna (7 l' indivisibile). Plu- 
tarco riferisce (come un sí dice) che le divinità egizie Osiris, 
Isis, Horus fossero simbolizzate col triangolo 3, 4 e 5 che rap- 
presentava tutta la natura e il suo moltiplicarsi. 


Fig. 456, 


Non è dunque, probabilmente, un semplice caso che tali pro- 
porzioni si trovino nella piramide di Chephren (esterno), in 
molte pietre usate come lapidi o come coperchi, nei canali di 
aerazione, ecc. Cosi pure le enormi pietre di Bualbek in Siria 
sono larghe 3 e lunghe 4. 

La Ag. 486 mostra come nella famosa Camera dei Re della 
piramide di Cheope si riscontrino non solo tali rapporli, ma 
molti altri, la cui concomitanza non si saprebbe invero come 
attribuire a mera casualità. Da questo lato le piramidi egi- 
ziane furono oggetto di studio per parte dell’astronomo Piazzi 
e di molti matematici, specialmente inglesi. 

I Cinesi pure conoscevano le proprietà di questo triangolo, 
poichè ne è fatta menzione nel Tceu-pei. I preti Indù e gli 
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arpedonapti (tenditori di cordicelle) ossia canneggiatori egi- 
ziani, se ne servivano per innalzare la perpendicolare ad una 
retta nelle operazioni topografiche. 

La leggenda, secondo Vitruvio, dice che Pitagora facesse un 
sacrificio agli dei in ringraziamento della sun scoperta. 

Plutarco riferisce due versi di Apollodoro secondo i quali 
Pitagora avrebbe offerto una vittima, che diventa un'ecatombe 
in Diogene Laerzio; ma Proclo riduce l’ offerla ad un bove. E 
Cicerone ne dubita nella"considerazione che i Pitagorici rifug- 
givano dal sangue ; ed infatti Porfirio, scrittore greco del Що 


Fig. 487. 


secolo riferisce che, secondo gli autori più degni di fede Pita- 
gora offerse sì un bue, ma di pasta di frumento, il che resti- 
tuirebbe al grande Geometra e per riflesso ai Matematici la 
buona fama di miti e tranquilli speculatori. 

Quando alla dimostrazione data da Pitagora nulla se ne sa, 
essendo la più antica che si conosca quella data da Euclide, 
al quale Proclo ne attribuisce la paternità. 

Secondo P. Tannery le cognizioni della geonietria ni tempi 
di Pitagora gli avrebbero permesso «di fare la dimostrazione 
del suo teorema per mezzo dei triangoli simili. 
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Cantor ritiene ché, secondo l’uso in.allora seguito per altri 
teoremi, si dovessero distinguere molti casi particolari, fra i 
quali quello del triangolo rettangolo isoscele si presenta come 
il più semplice e rende ovvia la dimostrazione come si rileva 
dalla fig. 487. 

Passando ora all’ esposizione di alcune delle dimostrazioni 
del Ponte dell asino, mi limiterò a dei cenni solamente, Da- 
stando nella maggior parte dei casi l’ esame della figura, per 
lo scopo di questo libro, 

XJ. — Euclide. Si possono considerare otto casi nella figura, 
secondo che i quadrati costrutti sui lati del triangolo ABC ri- 
coprono o non ricoprono esso triangolo. 


Fig, 43%, Fig. 499. 


1.» Fig. 488. — Dimostrazione classica di Euclide. 

2.° Fig. 489, — Si ha /? = rettangolo DM ; triangolo ABE = 
= 'h rettangolo BK = c*. 

3.° Fig. 490. — Dimostrazione analoga alla precedente. 

4.° Fig. 491. — Dimostrazione analoga alla precedente. 

5.° Fig, 492, — Rettangolo CK = 2 triangolo CAD = і? e 
rettangolo BK = 2 triangolo BA E = сї, 
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6°. Fig. 493. — Triangolo CAD = triangolo СІВ; triangolo 
CAD = 'h rettangolo СК; triangolo CIB = '/, №; quindi ret- 


G {= 
v. Ad 


Fig. 490. Fig, 401, 


Fig. 492. 


tangolo CK = b. Si prova che BK 2 œ, come nel caso pre- 
cedente. 
www.rcin.org.pl 
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7.» Fig. 494. — Rettangolo CK = 2 triangolo CAD = 0°; tri- 
angolo AEB = triangolo FCB; triangolo AEB = 'h rettangolo 
ВК; triangolo FCB = '/, œ. Dunque rettangolo BK Z c?, 

8.° Fig. 495. — Si dimostra che rettangolo C K = 2° come 
nel 6° caso e rettangolo BK = c? come nel 7° caso, 


E 


y Se / 
Fig. 495. G i NA 
7 Ù > 
CI 
S 
F 


1. — Nassir-ed- Din. Edizione araba degli Elementi di 
Euclide, Roma 4594, in folio. Riprodotta nella Geometria di 
Amiot, Parigi 1850 e da altri molti. 

Anche Nassir-ed-Din considera otto casi/ma basta considerare 
quello nel quale i quadrati non ricoprono il triangolo (flg. 496). 

Triang. GAL = tiang. ABC; LA = BC; GAL = ABC = САМ 
quindi LAMK è una retta. 

Parallelogr. АСР! = b; parallelogr. ACD'L = rettang. СК 
dunque rettang. CK = 12, Parimente parallelogr. ABE! L = a? ; 
parallelogr. ABE! L = rettang. BK, per cui: 


rettang. BK Z е cato 


Si puó avere la fig. 497 alquanto piü semplice della prece- 
dente, notando che : 


Du — HEUZAGIB 
Guns, — Matem., dilett. 36 
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per cui BCD'E' è il quadrato costrutto sull’ ipotenusa se si 
suppone che a? ricopra il triangolo ABC. 


Fig 4 


Fig. 497. П 


С UM B 


HI. — Hoffmann (1821). Prolungando nella fig. 497 CD fino 
in О (fig. 498) si ha parall. ACDL Z e рат. ANOLZ 
Z ACDL = 12; та pnrall. ABEL = c. Cosicchè parallelogr. 
BNOE = 0 + с? e poiché parall. BNO E Z a? se ne deduce 
аза” е. 


www.rcin.org.pl 


Fig. 499, LI 


ш www.rcin.org.pl 


— 564 — 


IV. — Tempelhoff. Anfangsgründe der Geom. Berlino, 1769. 

Siano costrutti i quadrati sui tre lati del triangolo rettan- 
golo ABC, e il triangolo IJL uguale ad ABC, nel modo indi- 
cato nella fig. 499. Conduciamo le rette EG , РІ, AL, I qua- 
drilateri РВС”, DEGF, ABJL , ACIL sono uguali come ё 
facile vedere. Quindi lesagono EGFCBD è equivalente al- 
Геѕасопо BJLICA. Ma questi due poligoni hanno una parte 
comune ABC ed AEG — ILJ, quindi i resti sono equivalenti, 
cioè : 

С1ЈВ = ABDE+ ACFG 


V. — Sonndorfer. Sia ABC il triangolo rettangolo dato 
(fig. 500) e BCDE il quadrato costrutto sull’ ipotenusa. Condu- 
ciamo le perpendicolari DF , EG sulla AB, poi СМ, EN su DF. 
Avremo così quattro triangoli rettangoli uguali ABC , DNE, 
CDM , BEG. 


Fig. 500, 


Ora, se dal pentagono A C DEG si tolgono i triangoli ABC, 
BEG, si ottiene il quadrato dell’ipotenusa, mentre se «dallo 
stesso pentagono si tolgono i triangoli C DM , DNE si otten- 
gono come resto i quadrati futti cui cateti del triangolo dato; 
dunque : 

СВЕРр = САЕМ + ЕМЕС 


VI. — Hoffmann. Der Pgthagor. Lehrsata. Magonza 1821, 
Conduciamo (flg. 501) le perpendicolari BF = AB ad AB in В; 
CI — CA ad AC in C e BE = BC а ВС in B. 1 punti /, A, Е 
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sono in linea retta. I due quadrilateri IFBC, АВЕС sono 
equivalenti ; infatti, triang. C BI? = triang. A BE come pure 


Fig. 501, 


triang. ICF = triang. ACE. Sottraendo da ciascuno di detti 
quadrilateri il triangolo ABC si hanno resti equivalenti, cioè : 


Vil. — O. Werner. Arch. й. Math. und. Physik. Grunert 1855. 
Conducasi (fig. 502) ZZ parallela a BC e le perpendicolari 
CX, AM a BC. Si ha b? = parall. /ZBC = BC x CX; ma per 


Fig. 502. | 


C M B 


l eguaglianza dei triangoli ICX , CMA si ha CX >< CM quindi 
v = BC x CM. Così pure с = BC x BM; per cui addizionando 
membro per membro, si ауга: 


ve 


Db! + et = BC (CM + BM) = ВС >< ВС zat 
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VIII. — P. Fabre. Journ. del Mathém. ёіёт. 1888. 

Conduciamo A Q uguale e parallela а C Ð, ecc. Risulterà 
parall. ABEQ = c; рага. ACDQ = 1° da cui 0? 4- с? = pen- 
tagono CBEQD + triangolo ABC = pentagono CBEQD + tri- 
angolo QED e infine l? + с? = quadrato CBED = а?. 


pl 


IN. — Renan. Revue scientifique, 1889. 
Conduciamo da с e da B le perpendicolari alle IB, CF (fi- 
gura 504); esse si segheranno in un punto R dellu perpendico- 


R 


INI. 
н. 


Fig. MM I° Vi/|S MY 


lare da A su BC; infatti tanto per l'eguaglianza dei triangoli 
ICB e CAR, come per quella dei triangoli CBF, ABR si ha 
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Ora si ha: 


triang. CAR = triang. ІСВ = i b? 
triang. BAR = triang. FBC Ж 1 e 


e quindi : 
triang. CAR + triang. BAR = di (0% 4 с?) 
à д АБ 
E siccome triang. CAR + triang. BAR = py (MC + MB) — 
LI 
= ас IBC =; si ha infine a? = b + ce» - 


X. — Piton- Bressant. Siano X , Y, Z i centri dei qua- 
drati a? , b? ‚сї; YA X è una retta ed AZ è parallela a BX 
poiché il quadrilatero ABZC è inscrittibile; e siccome BZ — CZ 


Y Re 


Fig. 505. 


la AZ è hisettrice di ВАС; dunque ХАЛ = 00° = AX B. Si vedi 
poi cha AZ = BX + CY poiché i triangoli CUZ , BVZ sono 
uguali. Infine i quadrilateri ABZC, Y XBC sono equivalenei 
perchè si ha: 


AZ 


quadr. АВАС = > AZ 


3-2«(CU-|-BVyse eg КА 


quadr. YXBC = SIA CY x YX = АЁ x yx 
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Sottraendo da ciascuno dei due quadrilateri la parte co- 
mune ABC si avrà, triang. BCZ = triang. AYC + triang. AXB 
e prendendo il quadruplo a? = 1? -p e. 


Dimostrazioni mediante trasposizione di elementi. 


NI. — Pitagora, secondo Bretschneider. Siano CI = be 
СО = с. Costruiamo il quadrato ТОЕТ, (fig. 506) sulla loro 
somma e scomponiamolo nei due quadrati (2, с? e nei due 
rettangoli HG, BC che a loro volta sceomporremo nei trian- 


oli: 
5 „е 


AGL = AHL = ABO = ACO = == 


Disponendo questi triangoli nel modo indicato nella fig. 507 
formeranno coi loro cateti un quadrato di lato b + c e con la 
loro ipotenusa un'altro quadrato di lato a; il primo eccede 
sul secondo per l’urea dei 4 triangoli considerati per cui: 


p t с? = "T 
Osservazioni : 
1.2 Si potrebbero considerare anche qui otto casi di figura 
come si è veduto nella dimostrazione d’ Euclide, 


2.4 Si possono dare alla figura altre disposizioni poco di- 
verse, come si vede nelle fig. 508-509. 


e O 
Fig. 500. 
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ЧЕЖЕ. е з En 


Fig. 50. N 
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XH. — Bháskara. Vigia Ganita. L'autore indù ammette 
come dimostrata la formola : 


te — pa D Lee (A) 


poiché non fa che disporre i quattro triangoli uguali ad ABC 
nel modo indicato dalla fig. 510 cioè cosifattamente che le loro 


D : Е 


pe cea 


Fig. 51. 


ipotenuse formano il quadrato a? e nel centro il quadrato 
(c — bL}; e poi aggiunge semplicemente « Vedete ! ». 

— Seguendo il procedimento di Bretschneider si può fare n 
meno dell’uso della formola (A). Consideriamo il quadrato BZ 
zostrutto su c — 0; se vi uniamo, nel modo indicato, nella 
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fig. 511 i quadrati ZA = b? e BG = ce possiamo considerare la 
somma 4? |- с? come equivalente alla somma del quadrato BZ 
d'area (c — by e dei due rettangoli IX e ХІ" aventi ciascuno 


Fig. 512. U 


o 
N 


Fig. 513. | 


< 


U B F 


per area be che è appunto il risultato della formola (A). I due 
rettangoli divisi ciascuno in due triangoli mediante la diago- 
nale dànno 4 triangoli che possono, col quadrato B Z comple- 
tare il quadrato ХІ... , di lato a per cui: 


{3 4} a = a 
— Le Fig. 512-513 non sono che modificazioni delle precedenti. 
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XUL — Marre. Dall'opcra sanscrita « Үисі Bàcna » - Bol- 
lettino di Bibliografiu del Principe Boncompagni X X-1887. 

Si costruiscono (fig. 514) i quadrati СЕ, AF su a e c. Si é già 
veduto che E cade su GF. Conducendo da D le parallele а GF 
ed AG si ha il quadrato DHGP di lato b, come è facile vedere. 
Sicché togliendo i triangoli ABC e PCD, che insieme al pen- 
tagono ABEDP formano а?, e disponendoli in DHE , EFB si 
viene a formare la figura: 


DHLBAPD= be 


Fig. 5t4. Fig. 515. 


XIV. — Reichenberger. Philosophia et Muthesis universa 
- Ratisbona 1774. — Nella fig. 515 si һа : 


a'zp-FE3k Er-s DA ezInm+2n+2k+r 
Dai triangoli uguali ABC , FBE , QED si ha: 
mtn=s=p4& 
quindi; 
b + eZ (5) + (p+4)+k%4+)S a? 
www.rcin.org.pl 


——————ÓÓ — 


NV. — Périgal. Messenger of Mathematics, 1873. 

Sia U il centro del quadrato C? (fig. 516). Conduciamo X Y 
e VZ, parallela e perpendicolare a ВС. I quattro quadrilateri 
uguali m che così si ottengono hanno i lati come U Y uguali 


a 8с, epperò si possono sovrapporre al quadrato а? nal modo 


indicato nella figura. Il quadrato А’ C' F H' risulterà uguale 
ad AICH poichè: 


ЊН A! = H'A', — А! А, = BX — AY = CY — AY = CA 


XVI. — Ozanam. Récréat. Math. et Physiques - Parigi 1778. 

In questa flg. 517, nella quale si sarà fatto DX — DY — CN e 
facile vedere clie il quadrato a? é composto delle cinque flgure 
nelle quali risultano scomposti i quadrati / e c. 

XVI. — Wipper. Sechs. Beto. des Pyth. Lehrs. - Lipsia 1880. 

Costruiscansi i due triangoli rettangoli LST , AS! 7! che ё 
facile dimostrare essere uguali. Togliendo dal primo ù? e c? 
e dal secondo a? restano rispettivamente queste somme di tri- 
angoli : 


ICS + HLA 4- GLA -+ ВЕТ + АВС e  DCS! + EBT + ABC 
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E 
Fig. 518. 
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Per dimostrare il teorema basta dimostrare che i triangoli : 
ICS 4- HLA = DCS' e GLA + ВЕТ = EBT! 


il che facilmente si rileva dalla fig. 518. 
XVIII. — Rojot. È focile vedere clie с? = rett. ВК poiché 


sono composti del quadrilatero comune BMOF e dei triangoli: 
ABM = KEO e AGO = BFE 


Si ha poi 0 = rett. CK, infatti b? e costituito del triangolo 
CMN, del triangolo ACM e del quadrilatero AZZIN. Portando 
ACM sul suo eguale ODK ; poi AHIN in CII № e infine INO 
sul suo uguale № Р si sarà appunto formato il rettangolo 
CMED con le figure componenti b. 


Fig. 519. 


XIX. — Sia ABC (fig 520) un triangolo rettangolo in A. Co- 
struiamo esteriormente i quadrati BCDE, CAFG, ABHK. 
Le rette CG e BH si incontrano in V, le rette GF e HK in U. 
La figura GVHU è i! quadrato costrutto sulla somma b + с; 
esse si compone dei quadrati costrutti su AB e AC e di quattro 
triangoli uguali ad ABC (conducendo la retta FK}. Conduciamo 
pure per E una parallela ad AC e per D una parallela ad AB; 
queste rette si segano in un punto Y e segano rispettivamente 
AB in X ed AC in Z. Si dimostra facilmente che i triangoli 
XEB , EYD , CZD sono uguali ad ABC; ne risulta che la fl- 
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gura AXYZ è parimente un quadrato costrutto su b + e e si 
compone del quadrato costrutto su BC e di quattro triangoli 


EMIT 1 


Fig. 520, Pi 


I 


V 
uguali ad ABC. Per conseguenza se da ciascuno dei. quadrati 
uguali AXYZ , UHVG si detraggono i quattro triangoli uguali 
ad ABC i resti sono uguali; dunque : 


ВС? AB + АС? 


Dimostrazioni algebriche. 


XX. — Bháskara. Vigia Gunita. Dai triangoli (fig. 521) si- 
mili DAC , DBA si ha: 


"Db: a (T Ta í 

ze Be ossia AC = Ср >< BC (1) 
e: 

8р = E ossin AB = ВШ х ВС (2) 
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Addizionando membro a membro le uguaglianze (1) e (2) 
si ha: 


Tar 


АС + АВ =(CD+ BD) BC = BC 


Fig. 624, 


XXI. — Bezout. Cours de Mathém. 2.“ parte - Parigi 1768. 
Si ha, per la similitudine dei tre triangoli (flg. 521): 


triang. DAC triang. DBA _ triang. ABC 
AC AB! BC 


Per una nota proprietà delle proporzioni si puó scrivere: 


triang. DAC + triang. DBA  triang. ABC 
АС" + AB! вс“ 
е siccome: 


triang. DAC + triang. DBA = triang. ABC 


risulta : 


AC + АВ? = BC? 


XXIL. — Marre. Dal Matem. cieco Saunderson. Bollettino 
di Bibliografia del Princ. Boncompagni - t. XX, 1887. 

Abbiasi it quadrato STUR о (c 4 bP: il quadrato AXYZ = 
= (с — bř e il quadrato BCDE = a? formati mediante otto 
triangoli uguali ad ABC (fig. 522). 
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= BIS e 


Si ha; E 
a? = (с + bf — 4 triang. ABC at = (c — bF + 4 triang. ABC 
da cui: 

за? = (c + by + (c — bp 209 4 2ct 
S - T 
3B 
Fig. 522, 


V 


XXIII. — Móllmans. Archives de Grunert - t. XVII. La su- 
perflcie del triangolo ABC, rettangolo in A, ha per espressione 


A. bc ed anche pr; ma r (raggio del circolo iscritto) é pure 


2 
uguale, nel triangolo rettangolo, a: 
5-+е—а quindi pr = (52-12) (Роа) 
2 4 2 
A 
XK 
P i Yz - А, 
hv e 
Fig. 523. £ І » 
Cc Y B 


ossia : 
F besg lato о) + e a) 
da cui si deduce : 


at=b + e 
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XXIV. — Hoffmann. Der Pythag. Lehraata - Magonza 1821. 
1. — Il cateto AB (fig. 524) risultando tangente alla semi- 
circonferenza di centro C e di raggio CA, si Da: 
АВ = BY x BZ = (BC + AC) (BC — AC = ВС? — АС? 


da cui: 


ВС? = АВ? + АС? 


Fig. 524. E "i | ә 
Y C 7 B 


*. — Facciamo AZ = AC; la circonferenza descritta con 
centro C e raggio CZ (fig. 525) determina i punti X, Y , U; 
si avrà: 

BZ x BY = BU x BX 
e, ponendo: 
CZ=CU=p BU =n В2 = т 


m (m 4+ 20) = n (n + 2р) ossia т? +2 т = п? 42 рл 


i uf NH. 2. 
X 


Ma nel triangolo rettangolo isoscele ACZ si ha 2b = р? 
quindi : 


U + Mit от 4 09 = п? -pn + р 
оввіа : 


bt + (b + my = (n + р) e infine deasa 
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XXV. — Garfield (i). The mathematical Magazine - 1882. 
Abbassiamo (fig. 526) la perpendicolare a BC in C e facciamo 
CD = BC, ecc. L'area dei triangoli uguali ABC, CDZ è 


Pig. 526. e. 
Fig. 526 17. 


3 
espressa da е. e quella del triangolo BCD da T Ora, i tre 
triangoli formano un trapezio d'area : 


(b + cy 
3 


Si ha dunque : 


2 
btol ше у» Ре da cui bD + о = а? 


Proprietà curiose 
della figura del quadrato dell’ ipotenusa. 
Indicherò alcune di queste proprietà, senza dimostrarle, per 
brevità e per esserne facili le dimostrazioni (fig. 527). 


1. — AZ = ВХ + CY. 
2. — Triang. RSZ = triang. CYR + triang. SXB. 
3. — Triang. XYZ = quadril. XYCB = quadril. ABZC. 


4. — Triang. XYZ Z + (b +e) 


(1) Presidente degli Stati Uniti aaanasinato nel 1881. 
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5. — I quadrilateri ABEC , ABDC , BCIF sono equivalenti, 

6. — Le rette AZ, BY, СХ sono le altezze del triang. XYZ. 

"7. — I triangoli АВС, XYZ sono isobaricentrici. 

S, — Le rette (fig. 504 a pag. 566) ВІ, CF, AM concorrono 
in un punto S. 

9. — Triang. AGH = tr. BEF = tr. CDI = tr. ABC. 


IAS 


MV AZ 


Fig. 527. 


10. — La somma dei quadrati costrutti sui lati dell’ esa- 
gono JHGFED è uguale ad 8 volte il quadrato dell’ ipotenusa. 
11. — Le distanze dall'ortocentro di XYZ ad AB e AC sono 


uguali а: 
be 


2(60 + c) 
12. — I punti d'incontro di XZ con AB e BC e quelli di YZ 
con AC e BC sono su di una conica che tocca .XY in A ed ha 
per equazione : 


(2e + b) ba? -- (256 + с) ey? — Белу + bc(b + о) (o - y) = о 


Generalizzazione del teorema di Pitagora. 


| — Euclide. Se si costruiscono sui iati d'un triangolo ret- 
tanqgolo come lati omologhi, dei poligoni simili, il poliqono 
corrispondente all’ipotenusa è la somma dei poligoni cor- 
rispondenti ai cateti. 
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Siano X, Y , Z le aree dei poligoni simili di cui si tratta. 
Si ha, per una ben nota proprietà : 


Ma per il teorema di Pitagora : 
BC? = АС? + AB? dunge MEN+P 


Nella flg. 521 a pag. 577 è evidente che i triangoli simili ACD, 
ABD presi insieme sono equivalenti al loro simile ABC. 


Fig. 528. 


II. — Pappo. Su due lati AB e AC d'un triangolo qualunque 
ABC, si costruiscano dei parallelogrammi qualunque 
ABFG,ACIH; гі prolunghino i lati FG , IH fino al loro 
incontro L; si conduca AL e la si prolunghi al di là di 
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Se 


BC d'una lunghezza MK = LA. П parailelogramma BCDE 
avente per lati, in grandezza e direzione, BC e MK è equi- 
valente alla somma dei due parallelogrammi precedenti. 


Infatti si һа: 


parallelogr. АВЕС = parallelogr. ABE! L 
parallelogr. ACIH = parallelogr. ACD'L 


ed essendo MK = AL si ha pure: 


parallelogr. ABE' L = parallelogr. BEKM 
parallelogr. АСР! L = parallelogr. CDKM 


Ls 


Fig, 529, 


Dunque: 
parall. ABFG + parall. ACIH = parall. BCDE 


Ossercazioni. — Applicando questo procedimento di dimo- 
strazione al teorema di Pitagora, si ricade nella figura di 
Nassir-ed-Din (fig. 496 a pag. 562). 


Ut. — 7n un parallelepipedo rettangolo il quadrato della dia- 
gonale è equivalente alla somma dei quadrati delle 3 costole. 
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IV. — In ogni piramide triangolare nella quale 3 facce stano 
tra luro perpendicolari, il quadrato della quarta faccia è 
equivalente alla somma dei quadrati delle tre prime. 


Fig. 530. 


Sia S il vertice del triedro tri-rettangolo e ABC la base cor- 
rispondente della piramide. Abbassiamo la perpendicolare SD 
su AB e conduciamo CD. Essendo CS perpendicolare al piano 
ASB , CD lo è ad AB. Applicando allora il teorema di Pitagora 
ai triangoli rettangoli della fig. 530, si ha: 

ABa Р AB > D. SÙ) 
= АВ? x SD? + АВ? x 8С? = 
= AB? x SD! + (SA? + SB?) SC? = 
= АВ‘ x 55° + SA? x SC? + SB? >< 56° 
Dunque вага : 


ASB’ -+ ASC’ + BSO’ 


> 
to 
© 
LJ 
Ul 


Soluzioni semplici di alcuni problemi. 


Non sempre nei trattati di Geometria o nei Corsi di Disegno 
geometrico è indicata, per un dato problema, la costruzione più 
semplice, come già ebbe a rilevare il Lemoine nelln sua Geome- 
trografia, Ciò potrà rilevarsi dai pochi esempii che seguono. 
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I. — Ottagono regolare. La costruzione indicata nella fig. 531 
é forse la più semplice possibile per iscrivere l’ottagono in un 
circolo. 


Fig. 531. 


Ш. — Costruire l’ottagono regolare, dato il lato. Costrutto 
il quadrato (fig. 532) sul lato dato e condotte le sue diagonali 
AC , BD basterà condurre le parallele ad esse per A e B. Por- 


tare AB su queste rette in E, Fe da C in Heda D in G sulle 
diagonali del quadrato e finalmente da G ed H in S e T sui 
Jati AD , BC del quadrato stesso, prolungati. 
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In modo analogo si farebbe la costruzione quando fosse dato 
il lato deil’ ottagono stellato. 

HI. — Costruire il pentagono regolare, dato il lato, Sia AB il 
lato dato; DE la perpendicolare sul suo mezzo; AC = AD, ecc. 
Descrivendo da A e B come centri, con raggio BF due archi si 


Fig. 533. 


ha nella loro intersezione il vertice E del pentagono; segando 
detti archi con quelli descritti dagli stessi centri col raggio AB 
si hanno gli altri due vertici MN del pentagono, 

La dimostrazione è ovvia, poiché ВЕ non è altro che il lato 
del pentagono stellato iscritto. 

IV. — Dati quattro punti A,B,C,D non tutti sulla stessa 
retta, costruire il quadrato i cui lati passano rispettivamente 
per essi punti. Conduco AC (fig. 534) e da B la perpendicolare 
ad essa, sulla quale porto BE = AC. La retta DE sarà la di- 
rezione d’uno dei lati del quadrato; basterà quindi condurre 
ad essa la parallela da B e le perpendicolari da A e C. 
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Si noti che la perpendicolare alla A C si può condurla da B 
o da D, e che su ciascuna di queste rette si può portare il 
wegmento AC in due sensi da B o da D, d'onde quattro solu- 


| А 
в 
E 
D 
Cc 
Fig. 534. 


zioni, che due a due coincidono. Inoltre, come prima coppia 
di punti, si può scegliere una qualsiasi delle sei combinazioni 
binarie dei quattro punti dati; a tali coppie primitive di punti 


Fig. 535. 
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corrisponderebbero queste soluzioni fra le sei che indiche- 
тето con a, b,c,d,e,f: 


AB 2a,2b BC 2e,2f 
AC 2c,2d BD 2c,2d 
AD 2e,2f CD 228,205 


Evidentemente basta considerare, ad es, la terna di coppie 
di punti AB, AC, AD e le relative perpendicolari dai soli punti 
C,D,B, rispettivamente, con le già accennate doppie solu- 
zioni dipendenti dal doppio senso del segmento AB, AC o AD. 

Nella fig. 535 sono rappresentate le 6 soluzioni. 

Osservazione. — Quando i punti dati E, F, G, H, sono in 
linea retta, le 6 soluzioni sono due a due simmetriche rispetto 
alla retta stessa. 


B- 


Fig, 536. 


Nella fig. 536, posta la condizione che AB, BC, CD, DA deb- 
bano passare, rispettivamente, per E, H, F, С non avremo 
clie da portare, sulla perpendicolare alla EH in E, EK — GH, 
unire K con F, ecc. Portando EK in senso opposto si avrebbe 
la soluzione simmetrica. 

V. — Costrurre il quadrato sul segmento diretta dato AB. 
Da A e B come centri (fig. 537) con AB per raggio, descri- 
viamo due archi di circolo che si segheranno in C. Da C come 
centro, e con lo stesso raggio, tracciamo un’altra circonfe- 
renza; conduciamo i diametri ACD, BCE, poi le rette 4 Е 
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e BD che incontreranno i primi due archi nei due vertici vo- 
luti M, N del quadrato, In questa costruzione si ha il vantaggio 
che tutti gli archi vengono tracciati con lo stesso raggio. 


D; c 


Fig. 537. Fig. 538. 


Fig. 539, A 


VI. — Dicisione d'un segmento di retta, in media ed estrema 
ragione. Sia A В = а (fig. 538) il segmento di retta dato. Con- 
duciamo ВС = 2a perpendicolare ad A B, ela bisettrice AD 
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dell'angolo ВАС; questa incontrerà BC in D; BD risulterà il 
segmento maggiore di AB diviso in media ed estrema ragione. 
VIL — Costruzione d'una terza proporzionale. Per costruire 


: о? & 
l’espressione а = "En descriviamo un circolo qualunque O. 


Prendiamo (fig. 539) una corda AB = b e dal punto A come 
centro, con raggio a, descriviamo una seconda circonferenza 
che segherà la prima in C e D. Sia X il punto d'intersezione 
delle corde AB, CD; AX sarà la terza proporzionale cercata; 
poiché i triangoli ADX , ABD sono equiangoli, ecc. (1). 


Fig. 540, 


VIII. — Costruire la media proporzionale fra due lunghezze 
date a , b. La seguente costruzione, del Prof. L. Collette, non 
richiede che quattro operazioni di compasso e tre di riga. 

Tracciamo una circonferenza О con raggio (fig. 540) visibil- 
mente maggiore della metà della maggiore delle lunghezze 
date а, b. Da un punto qualunque A di detta circonferenza, 
come centro, con raggi a e è tracciamo due archi di circolo 
che segheranno la prima circonferenza rispettivamente in 
В, Ce F,G. Il secondo arco sega le rette AB, AC іп D, E; 
la retta DE sega la circonferenza O in M , N. La corda AM 
è media proporzionale fra le rette A D e A B, perchè i trian- 
goli AMD , ABM sono equiangoli. 


(1) Vedasi pure al à « Geometría del compasso » la soluzione di Mascheroni. 
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Geometria dei poligoni articolati. 


Con sistemi di sbarre rigide articolate si possono ottenere 
trasformazioni di movimenti e tracciamenti di linee geome- 
triche assai interessanti. Tali sistemi sono quindi da tempo 
usati sia in meccanica, sia come compassi per il tracciamento 
di curve, ecc. Il ben noto pantografo (pagina 601) ne è un 
esempio. Non esiste ancora che una teoria frammentaria re- 
lativa a questa materia; non darò qui che un cenno su alcuni 
dei principali e meno complicati sistemi immaginati, a com- 
plemento di quanto in proposito se ne è già detto trattando 
di argomenti diversi (vedi pag. 240, 368, 461 e seguenti). 


B 


pe 
Fig. 541, 


П romboide (fig. 541) è costituito da due coppie di sbarre 
AB = AD e CB = CD. Nelle sue deformazioni le diagonali si 
conservano perpendicolari, il che si verifica in tutti i quadri- 
lateri deformabili, a diagonali perpendicolari. 

Reso fisso uno dei lati del romboide (1) un punto del piano 
rigidamente collegato al lato opposto descrive una curva in- 
versa di conica e l’intersezione dei due lati adiacenti descrive 
una curva di Cassini. Nel caso particolare in cui (come nella 


fig. 542) si ha GH —23 HL, se IL è fissa, A descrive un giro 
mentre H ne descrive due. 


(1) Nelle figure relative a sistemi articolati sono indicate con cerchietto 
nero le articolazioni che rimangono fisse durante il moto del sistema. 
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Fig. 543, 
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Inversori. — Diconsi ine. rsori i sistemi articolati coi quali 
si può ottenere la curva incersa d'una curva data, come già 
si è veduto sopra. 

Consideriamo (fig. 543) un circolo О (О A). I circoli di raggio 
costante qualunque aventi il centro sulla circonferenza О (OA) 
segheranno un raggio di questa in punti O, M; U, V's... 
tali che si avrà (1): 


00,. OM = 00 - 0V=.....= 07° 


È facile costruire su questo principio un inversore (fig. 544) 
nel quale, se O è fisso, i vertici O, ed M descriveranno curve 
una inversa dell’ altra. Nell’ inversore rappresentato nella fi- 
gura 545 al punto O, si fa descrivere un circolo collegandolo 


A 


B 
Fig. 544. 


alla sbarra CO,; in tal caso lo strumento può servire come 
compasso per descrivere archi di circolo di grande diametro. 

Si noti che non è necessario che l inversore di cui si tratta 
sia simmetrico rispetto all' asse O O, M (fig. 544) bastnndo che 
il vertice B si trovi sulla perpendicolare condotta da A sul 
punto di mezzo N di O, M, come vedesi nella figura medesima. 

Quando M coincide con О, (fig. 545) le sbarre O, A e O, B si 
trovano sulla stessa retta e costituiscono una corda del cir- 
colo O (OA); il circolo di centro O tangente 8 tale corda, se- 


(1) Questa mla dimostrazione mi sembra più semp'ice di quella basata sul 
teorema di Peauceilier. (N. Annales, Mathém. 1873 - pag. 73). 


GuHERSI. — Matem, dilett. 38 
www.rcin.org.pl 


OE 


gherà il circolo CO; in R ed S che appartengono al circolo 
inverso di CO; ossia : 


00, . 0M = OS! 


Il tracciamento della circonferenza C, (C, R) inversa di CO, 
si può ottenere solo limitatamente all'arco VR SZ, essendo 
V e Z le intersezioni di tale circonferenza OC, con l’altra di 


Fig. 545. 


centro O e raggio OA + AO,. È facile determinare i punti VZ, 
indipendentemente dal circolo C, (С, R) costruendo il trian- 
golo COJI, ne! quale : 


ОТ = ОА — АО, 


e facendo poi 72 V = 2 AO, , ecc. 
— L’inversore di Hart è basato sul teorema di S. Roberts: 
In un trapezio isoscele articolalo OSTP i cui due lati uguali 
e le diagonali hanno lunghezze invariavili, una retta abcd 
condotta parallelamente alle basi per un punto fisso di OS, 
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dà un prodotto ab - ac che è costante, qualunque sia il tra- 
pezio formato dalle quattro rette date (fig. 546). 


Fig. 547. 


Siccome ba * bd = ab- ас si può prendere а o b come 
polo d'inversione. Questo inversore viene detto anche contro- 
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parullelogramma poiché risulta dal ribaltamento del semi-pa- 
rallelogramma OPU attorno alla diagonale OP, 

Se O, S sono fissi, il luogo dell' intersezione / di OT con PS 
é un'ellisse (fig. 547) e un punto qualsiasi della PT descrive una 
inversa «i conica. 


Se О, T sono fissi, il luogo delle intersezioni M di OS con 
PT ё un'iperbole (fig. 548), Se inoltre si ha OT = PT v2, il 
punto di mezzo di PS descrive una lemniscata. 


Fig. 548. 


Estrattori binomii quadratici. Consideriamo un rom- 
boide ABC D (fig. 549, Articoliamo nei punti di mezzo М, N 


dei suoi lati minori due sbarre di lunghezza 28 cioè А М, е 
articoliamole іп О. Avremo l’estrattore di Sylvester, nel quale: 
OC* — О А* = Costante 
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Infatti la diagonale B D, perpendicolare ad A C, passa per О 
e si ha: 


Oc = BC? — BO? ОА? = AB! — BO? 
e sottraendo membro a membro : 
0€? — OA? = CB? — А В? = Costante 


Analogo risultato si ottiene prolungando i due lati adiacenti 
disuguali d'un romboide, di quantità ad essi uguali rispetti- 
vamente, 


Fig. 549, 


HR 


ó D " 
Fig. 550. 


Si ha la relazione seguente fra i tre punti О, D , P (fig. 550) 
che risultano in linea retta : 
ОТУ? — DP? = Costante 


Inoltre, se, come nella fig. 551, facciamo BC = AB v2, il 
punto P descrive una /emniscata, quando С, D sono fissi, È 
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ovvio che la sbarra CD è superflua, come ‘tutte quelle che 
collegano due articolazioni fisse. 


Fig. 551. 


Guide per trasformare il moto circolare continuo in 
rettilineo continuo. — Se nella fig. 545 si fa OC = CO,,il 
luogo del punto M sí riduce ad una retta M N perpendicolare 
alla OC (fig. 552). Con questo inversore di Peaucellier venne 
risolto per la prima volta il problema della trasformazione 
rigorosa del movimento circolare in rettilineo. Enunciatone 
il principio in Nouvelles Annales Mathémat. del 1864 p. 414 
il Peaucellier ne diede i particolari nello stesso periodico del 
1873 p. 71, mentre Lipkine di Pietroburgo aveva trovato lo 
stesso principio nel 1870 e ne aveva dato la teoria nel 1871. 
Gli inglesi Sylvester, Hart e Kempe svilupparono questa teoria. 

Lo stesso risultato si può ottenere con altre disposizioni 
quali, ad es., quelle di Kempe costituite da un doppio rom- 
boide come vedesi nelle fig. 553 e 554. Nella prima i due rom- 
boidi sono ABCD , BCEF; il sistema è completato con le due 
sbarre DO, BO che formano con AB, AD una losanga. Es- 
sendo fissi D e O, il punto £ descrive la punteggiata perpen- 
dicolare a DO, 
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Fig. 552. 


Fig. 563. 


Fig. 554. 


F A 
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Nella fig. 554 il sistema dei due romhoidi è completato con 
le sbarre AO, EO che formano con FA , FE uu parallelo- 


р 


Fig. 555. 


Пе; 


Fig. 556. 


D 


c о 


gramma. Quando Е, О sono fissi, il punto D descrive la рег- 
pendicolare alla A B che passa per E. Come abbiamo veduto 
combinati due romboidi, così possiamo combinare due con- 
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troparallelogrammi (fig. 555) ABCD , CDFE completando con 
EO, AO il parallelogramma BAOE. Fissando i punti A ed O, 
il punto F descrive la perpendicolare ad AO che passa per O. 

Così pure si possono combinare un romboide ABCD con un 
contro-parallelogramma A ВЕ Е completando il parallelo- 
gramma AFDO; nel qual caso, fissi D e O il punto E descrive 
la perpendicolare sulla DO che passa per O (fig. 556). 

Altri sistemi articolati furono ideati da Sylvester, da Kempe, 
da Hart ed altri per trasportare una lunghezza sulla propria 
direzione o parallelamente a sè stessa in modo che ogni suo 
punto descriva una perpendicolare alla sua direzione, per 
tracciare una figura simmetrica d’una figura piana rispetto 
ad una retta fissa, per estrarre la radice quadrata, per trac- 
ciare una parallela ad una retta data per due punti, per trac- 
ciare per un punto dato una retta formante angolo dato con 
una retta data, ecc., ma sono in generale assai complicati. 


Pantografo. 


Sui lati d'un parallelogramma articolato A BC D (fig. 557) о 
sui prolungamenti di essi si prendano quattro punti L, M, N, О 
in linea retta. Ammettendo che essi rimangano fissi sui lati 
si quali rispettivamente appartengono, mentre il parallelo- 
gramnia si deforma, il rapporto delle distanze d'uno di questi 
punti a due degli altri rimane costante. Infatti, p. es., i trian- 
goli MLB , MNC danno: 


ML MB 


MN MC 
rapporto costante; cosi pure si һа: 


LM _ BM 
Tp — "AO 


rapporto costante, ecc. Su questo teorema è basata la costru- 
zione del Pantografo, strumento ben noto, che permette di ri- 
produrre rapidamente un disegno ampliandolo o rimpiccio- 
lendolo in una data proporzione. 

Fissando, ad esempio, il punto M e facendo descrivere al 
punto L una figura data, il punto N descriverà una figura si- 
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mile alla prima. Le due figure omotetiche descritte da L ed N 
avranno M per centro interno di similitudine. 

Fissando L, i punti M ed O descriveranno figure omotetiche 
il eui centro di similitudine esterno sarà L. Lo stesso dicasi 
per il punto N poiché si һа: 


LM _ MB 

MN мс 
da cui : 

LM - MB 
LM--MN | MB4 MC 

ossia : 

LM _ BM 

Hd ARR: CO 


rapporto costante. Generalmente, in pratica, nelle applicazioni 
meccaniche ABCD é una losanga; ma le stesse proprietà si 
hanno con un parallelogramma. 


Fig. 557. 


Il Pantografo fu inventato da Scheiner nel 1601 e divulgato 
nella sua opera Pantographice (Roma, 1631). Sylvester lo mo- 
dificò in varii modi, così da ottenere delle omotetle oblique 
nel qual caso gli ha dato il nome di plagtografo. 
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Polipantografo. 


Una modificazione del comune pantografo abbiamo rappre- 
sentata nella fig. 558. Le sbarre sono articolate nei punti: 


A,B,C,D,E,F,G 2,3,4 


Quando si prende come centro di rotazione (punto fisso) il 
punto 1, e si fa scorrere la punta 5 sul disegno, le matite 2, 3, 4, 


daranno copie rispettivamente '/,, Ч,, #, più grandi del mo- 
dello. Quando 2 sarà scelto come punta tracciante sul modello, 
le matite 3, 4, 5 daranno copie rispettivamente due, tre e 
quattro volte più grandi dell’originale. 


| 
| 
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Trasformazioni e scomposizioni di Poligoni. 


Е. — Trasformare un poligono in un triangolo. 


Sia А, А, А, A, А, il poligono dato e si voglia trasformarlo 
nel triangolo equivalente con la base sulla retta A, А,; un 
vertice B assegnato su questa retta e un secondo vertice in 


B 


Bim 


n. 


Fig. 559. 


un punto O assegnato nell'interno del poligono. Congiunto O 
con i vertici del poligono si conduce per B una parallela ad 
OA, che determinerà sul prolungamento di A, А, un punto Bi; 
da questo si conduce la parallela ad O A, e così via fino ad 
ottenere sul prolungamento di A, A, il punto B;. 
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I triangoli OA, B, , ОВА, sono equivalenti come, pure ОА, B, 
OB, Аз, quindi : 


ОА, В, = ОВА, + OA, А, 
epperó in ultimo si avrà: 
ОВ, B, = OBA, + OA, A; + OA, A; + OA, A, + ОА, AS 
quindi : 
O B B, = А, А, А, А, А, 


Il. — Trasformare un esagono regolare in un quadrato. 


Si comincia col trasformare l’esagono regolare in un paral- 
lelogramma, riunendon: le due metà come in figura ottenendo 
ADEF (fig. 560). Con centro F e raggio uguale alla media pro- 


Fig. 560. G 


porzionale tra AF e l'altezza del parallelogrammn, si traccia 
un arco, segando in L la semi-circonferenza descritta su АР 
come diametro. Condotta la A L, si fa LH = LF. Risulta così 
diviso l'esagono in cinque parti 1, 2, 3, 4, 5 che si possono riu- 
nire in quadrato nel modo indicato nella figura. 
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WE. — Scomporre un pentagono regolare in sette parti tali 
da poterle riunire formando un quadrato. 


Sia ABCDE il pentagono dato (flg. 561). Prolunghiamo la sua 
diagonale AC di AF — AB e conduciamo EF. Risulterà il tra- 
pezio CFED equivalente al pentagono dato. Conduciamo allora 
pel punto medio H di EF la parallela à DC; avremo in tal 
modo il parallelogramma G/CD equivalente al pentagono. 


p 


Fig. МИ. 


Descriviamo una semi-circonferenza su GD come diametro 
e seghiamola in К con un arco di centro D e di raggio uguale 
alla media proporzionale tra la base e l'altezza del parallelo- 
gramma GICD. Conducendo GK otteniamo i segmenti 1, 2, 3, 4, 
che corrispondono al triangolo ABC. Costrutto il quadrato con 
DK come lato riesce facile vedere come si possa comporlo con 
i segmenti del pentagono: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
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IV. — Dato un quadrato scomporlo in venti triangoli uguali. 


Si opera la scomposizione come è indicato nella fig. 562 par- 
tendo dai punti di mezzo dei lati del quadrato. Si può mettere 
il problema anche sotto questa forma: Dati venti triangoli 


rettangoli uguali, coi cateti uno doppio dell'altro, disporli in 
quadrato o in cinque quadrati uguali. La fig. 563 risolve il 
problema nella sua seconda parte, dando di più la disposizione 
di croce si cinque quadrelli. 
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У. — Dato un quadrato ABCD зсотрогіо in parti che, riunite 
in altro modo, riproducano lo stesso gradrato in PORS. 


Si costruisca il quadrato PQRS uguale al dato, con un lato 
passante per uno dei vertici D del medesimo. Si porti su P Q, 
il segmento QT = PD е si tracci la parallela da T a QR. Si 
porti ancora AV in TH e si conduca da H la parallela НМ 


Fig 564. 


8d AB. Si avrà cosi scomposto il quadrato ABCD in un trian- 
golo 3, e quattro quadrilateri 1, 2, 4, 5; di questi, il primo é co- 
mune ai due quadrati; quanto alle figure 2, 3, 4, 5, é facile ve- 
dere come si devono disporre per completare il quadrato PQRS. 


VI. — Dato un triangolo rettangolo coi cateti nel rapporto di 
8 a 9 зсотрогіо in tre figure che, convenientemente unite, 
Jermino un quadrato (fig. 565). 


I. Soluzione. — Siano AB = 9 BC = 8. Conduco dal punto D 
medio di A8 la parallela a BC. Divido B D in tre parti uguali 
e conduco тр, nr parallele a BC. Parimente divido BC in 
quattro parti uguali e conduco le parallele ad AB, eF, gE, Ns. 
Ottengo così la spezzata FGHLMN che divide il trapezio 
DECB in due parti. Disponendo queste e il trapezio ADE come 
nella fig. 566 avrò il quadrato di lato 6. 
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II, Soluzione. — Faccio BM = 3 (fig. 567) e conduco MN 
parallela a BC. Dal punto medio P dell’ ipotenusa abbasso la 


A 


Fig. 560. 
A 
P 
M N 
B R c 
Fig. 567. 
GuUersI. — Matem. dilett. 19 
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perpendicolare su BC fino in Q. Faccio poi BR — BC 


duco la parallela RS ad AB. Dispongo infine le figure APQM, 
PQSRC, MSRB nel modo indicato in figura ed ottengo i! 
quadrato voluto. 


e con- 


VII. — Dati due triangoli ABC, ADC di base comune e di 
altezze uguali, зі può scomporli in elementi sovrapponi- 
bili. (Gerwien). 


D "d m 


\ 


Fig. 568. В 


Condotta la congiungente dei vertici B e D che incontrerà 
in O la base comune A C, basterà tracciare da O in ciascuno 
dei triangoli dati, le parallele ai lati dell’ altro, Si otterranno 
così quattro triangoli, due a due sovrapponibili, che in figura 
sono designati coi medesimi numeri, 

Se il punto O cade in C, ciascuno dei triangoli dati riuscirà 
scomposto in due soli triangoli anziché in quattro, ecc. Quando 
O cade fuori di AC la figura riesce molto complicata. 


VIII. — Loculus di Archimede. 


Secondo Mario Victorino (IV secolo) e Attilio Fortunaziano 
(VI secolo) Archimede avrebbe inventato un gioco geometrico, 
che essi chiamano Loculus Archimedius, e che consisterebbe 
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in questo : Dato un quadrato d’avorio suddiviso in 14 pezzi di 
forme poligonali assai differenti, riprodurre c.n questi pezzi 
non solamente il quadrato primitivo, ma anche altre figure. 

Mancavano altri schiarimenti in proposito, quando nel 1899 
Enrico Suter di Zurigo, trovò una versione araba d'un libro 
d’Archimede sull’argomento. In detto libro l’immortale Geo- 
metra si propone di scomporre un quadrato in 14 elementi che 
siano in un rapporto razionale con la figura intiera o sinte- 


P D 
^ 
Д | 
лан аат 
Fig, 509, 


machion (riunione di ritagli). Come si vede lo scopo è dunque 
inverso di quello indicato dagli autori latini ed anche assai 
più scentifico, come era da presumere trattandosi di materia 
trattata da quel sommo. 

La soluzione d' Archimede (una fra le tante che il problema 
comporta) è la seguente. 

Sia ABCD (fig. 569) il quadrato dato e G, S, P i punti di 
mezzo dei Jati BC , CD , DA ; conduciamo la diagonale A C e 
le rette PB, PG, PC; PB e PG segano la diagonale in N ed 
М. Uniamo B al punto di mezzo Н di AN; G al punto medio 
O di PC, e О ad 5. Facciamo poi passare per A e T una retta 
limitandola fra T e V ove sega la PB; uniamo 7 col punto 
medio F di PB; conduciamo la B0Q limitatamente al tratto OQ. 


www.rcin.org.pl 


= (e 


Avremo così scompartito il quadrato dato in 14 porzioni, 7 pel 
rettangolo PB e 7 pei rettangolo PC, che soddisfano alla con- 
dizione del problema. Sia x l’area del quadrato dato; avremo: 

1» Triang. CSO = + triang. DCP = - = 

2S BCO =4 OS PRESS: SC=3 QS; triang. 059 = 
- = 
E triang. CSO = 5 Е, 

3.» Quadrato D QOP = triangolo DCP — (triangolo CSO + 


triangolo 059) = 1. b -(% + =) x zd x. 


4.9 5. 6.» — Triangolo GMR = » x ; triang. COR = x Ez 
e triang. GCR = d X. Infatti i triangoli simili MOR e CGR 
danno: 
MO _ 1 OR — MR 


QUON <a GI PCR 


dunque triang. GMR = + triang. GCR = triang. COR; trian- 
- 


golo GMR = — GMC. КА triang. СМС = ~; He Рас = 
ж x: DIA triang. GMR = triang. COR Z zi > e trian- 
golo GCR € 4, x. 
7. Quadrato MROP = triangolo PGO — triangolo GMR = 
— 5 йы бы кз 1:2 
Е-Е Е. 


8.» Triang. MPN = triang. GMR = а. zx. 


9. Triang. УТЕ = i x. Infatti i triangoli simili VTF e 
VBA danno: 


PARES triang. КЕ di triang. BTV = + triang. BVF = 


= zd triang. РСВ = + += А 


10» Triang. ВТУ = 2 triang. VTF = 5% Z. 
1.° Triang. ANP = + > poiché i triangoli ANP e GCR 
sono uguali, 


www.rcin.org.pl 


uv cm 
12.° e 13.» Triang. ABH = triang. NBH = T E, Infatti, sic- 


come BC = 2 AP si ha BN — 2 NP e triangolo NAB = 2trian- 


goli АМР = + Z ; dunque triang. АВН E triang. NBH = ~ 


triang. NAB Z 5 zx. 


14.» Pentagono NMGTF = trapez. PGTF — triang. MPN = 


3 A ‚жиы L A 
ч BGP — triang. MPN = T3 > — я> = z. 


Fig. 571, Fig. 572. 
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In questa fig. 570 sono indicati in quarantottesimi dell’ area 


del quadrato i valori delle aree parziali. 
Nota A, — La costruzione indicata, e i relativi risultati vat. 


gono per un parallelogramma qualunque. 
Nota B. — Si possono dare ai 14 pezzi ora studiati, altri ag- 

gruppamenti, come ad esempio, quello indicato dalla fig. 571 

in cuile aree sono come 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 e 12; e dalla fig. 572 

nella quale sono come tre numeri uguali (16). 

IX. — Problema di Hart. Dati due poligoni simili, scom- 
porre il maggiore în modo cite con una conveniente dispo- 
sizione degli elementi ottenuti si possa comporre un terzo 
poligono simile ai dati e che contenga nel suo interno il 


minore. 
b' 


12 


\| 


m 


| 


Fig. 573. M 


Questo problema proposto da Hart nel 1877 venne da lui ri- 
solto soltanto nei due casi di poligoni iscrittibili e circoscrit- 


tibili al cerchio, 
Poligoni circoscrittibili. Siano ABCDE , A'B'C'D'E' (fig. 578 
е 574) i due poligoni simili dati; F, G, H, L, M e А", G', IT, L', M' 
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i punti di contatto dei юго lati col circolo iscritto. Indichiamo 
le distanze dai vertici A’, B'.-.- ai punti di contatto FP, С"... 
con m, n, p, q, 8. Dal centro О abbassiamo le perpendicolari 
sui lati del poligono ABCDE e 
‘portiamo m su ОР, da F in a^,e в С 
su OM da M in а: portiamo g su 
OM da M ín e' e su OL da L in e w 
e così di seguito rispettivamente 
sui lati omologhi. 

Otterremo così dei triangoli 
rettangoli due per due uguali 
AMa , AFa'; MEe! , ЕНе· · · · · 
Quindi l'area della figura poli- А Eg 
gonale tratteggiata equivale al Fig. 574. 
poligono ABCDE. 

I poligoni tratteggiati, disposti come nella fig. 575 costitui- 
scono un poligono simile ai dati e il poligono interno ad esso 


A! B" C!! D" E! è uguale al poligono dato A! B! C! D' E'. Infatti, 
per la similitudine dei triangoli AFa' , BFb gli angoli Aa! О, 
BHO sono supplementari epperò A, F, B, è una retta, come 
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B, Е, С, ecc. Il poligono A; B, C, D, E, è poi simile ad ABCDE . 
perché : 


Nam qus. AGLA Bb е sp co 
1 Sdi = BEE 
ossia : 
ALBI віс No 
АШУ “ВС T 


Quanto ad A” B" C" D" E", esso è simile ad A' B' C' D' E! 
essendo А” = А come supplementari dello stesso angolo 
F,AUM,= FOM e A" B" = a'h= mk п = A'B', ecc. 

Anche A, B, C, D, E, è circoscrittibile ed F, , Gi, Mata, M, 
sono i punti di contatto dei suoi lati col circolo iseritto. Con- 
dizione di possibilità della costruzione si è che la maggiore 
fra le distanze m,n,P,9,$8 sin minore del raggio OF del 
circolo iscritto nel maggiore dei poligoni dati. 


PT Flg..576. 
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Polinoni iscrittibili. Siano A BCD , A! B' C' D' (flg. 576 e 577) 
i due poligoni dati. Seguendo le medesime costruzioni ed anno- 
tazioni del caso precedente avremo la figura poligonale trat- 
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teggiata Aa'a Bb! ----- i cui elementi disposti come nelle 
fig. 576-577-578 formeranno il poligono cercato, come é facile 
dimostrare in modo analogo a quello seguito per la dimostra- 
zione nel primo caso. La condizione di possibilità della co- 
struzione si é che ciascuna delle perpendicolari abbassate da 
O sui lati di ABCD sia maggiore della metà del corrispon- 
dente lato di A' B' C' D'. 


X. — Trovare dei poligoni che divisi con due rette rettango- 
lari e ricomposti si trasformino in un quadrato. 


Le fig. 579 e 580 porgono esempio di due soluzioni del pro- 
blema. 


XI. — Dato un quadrilatero trovare un punto tale che, unen- 
dolo coi punti di mezzo dei lati ne risulti scomposto il 
quadrilatero in quattro parti tra loro equivalenti. 


c 


A H D 
Fig. 681. 


Il punto cercato si ottiene come intersezione delle parallele 
condotte rispettivamente dal punto di mezzo d'una diagonale 
all'altra. Dimostriamolo per una delle quattro parti FOGC 
(йр. 581); analogamente si dimostrerebbe per le altre. Condu- 
ciamo la FG (che sarà parallela alla BD) e quindi ad I0. 
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Avremo: 


| 
> 
8 
sj 


FCGI z 
poiché : 


IBCD = 1 ABCD е FCGI=4 IBCD 


Ma si ha pure FOGC = FCGI perché hanno una parte co- 
mune FGC e i triangoli FGO , FIG sono equivalenti; dunque : 


FOGC = + ABCD 


MII. — Scomporre un circolo dato in un numero qualunque 
di parti equivalenti fra loro, tanto in area che in periferia. 


Fig. 582. 


Sia AA! il diametro del circolo che si deve dividere, per es., 
in 5 parti equivalenti. Si divide AA! in 5x2=10 parti uguali 
г, їп C, D, Е •.....; indi con raggi uguali ad r, 2r, 3r, 4r si 
descrivono i semi-circoli indicati nella fix. 582, Si hanno cosi 
cinque superfici a contorni circolari che soddisfano alla que- 
stione proposta come si dimostra facilmente. 
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Pavimentazioni geometriche. 


La riunione di piastrelle di varie forme poligonali presenta 
in varii casi non lievi difficoltà epperó si presta ad un'annlisi 
matematica, cui accenneró sommariamente. 

Le forme poligonali comunemente usate per pavimenti o de- 
corazioni geometriche in genere, sono le più elementari, cioè: 
triangolo equilatero, quadrato, esagono, ottagono regolare. 


Fig. 585, 


Cominciamo con lo stabilire che il triangolo, il quadrato e 
l'esagono sono i soli poligoni che si possano usare per formare 
disegni d'un medesimo tipo di poligoni; in altri termini con 
pentagoni regolari, ad es., con ettagoni, ottagoni, ecc. non si 
possono comporre disegni senza lacune. Si dicono isusceli 
quelle unioni di poligoni nelle quali in ciascun vertice con- 
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vergono gli stessi angoli; esse possono inoltre ottenersi s0- 
vrapposte per capovolgimento, applicando in una certa posi- 
Zione un poligono sopra un poligono uguale qualunque. 

Cosi, per esempio, nelle fig. 583-584-585-586-587-588-589 l'unione 
é isoscele. Si puó veriflcare la condizione di sovrapposizione 


ud 
N FA 
ËN 
JOCA 


Fig. 586. Fig. 587 


per capovolgimento servendosi di carta trasparente sulla quale 
si decalcherà ciascun disegno. Dopo capovolgimento si farà 
coincidere un poligono del disegno iniziale con un poligono 


Fig. 589. 


uguale qualunque del trasparente; si vedrà, facendo ruotare 
quest’ultimo, se in tutte le possibili coincidenze dei due poli- 
goni se ne trovi almeno una che dia una sovrapposizione per- 
fetta per tutta la figura, supposta indefinita. 

Nelle fig. 590 e 591, ad esempio, l’unione non è isoscele. 

In un poligono regolare di л lati, la somma degli angoli è 
data да (n — 2) 7, ed ognuno di essi да: 


(n—2)-z 
n 
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Perché sia possibile riunirne diversi, uguali, attorno ad uno 
stesso punto è necessario che tale espressione rappresenti uns 
parte aliquota di 360°; si deve dunque avere : 

Ma 2 Tg Dire a @ one „ш 
n k n — sit. 
dove k é un numero intero uguale a 3 o maggiore di 3. Per 
le=3 si ha n=6 e per Е > 3 si ha n <6, dunque non si può 
risolvere il problema con poligoni di 7 o più di 7 lati. 


ХААА 
М ЧАД 
ERESIA SN ЧА 
7 VISAE А 
VAN „7 А 
XN 0 Ф 
М ОЕА А 
МА /% 

МИУА Ад 


Ka 


Fig. 590, Fig. 591. 


Se n é dispari, i numeri n — 2 ed n sono primi fra loro e la 
frazione 


m = A è irriducibile ; quindi 2 e k sono equimultipli 
di n — 2 e di n. Per conseguenza : 
n—221 n= 
kæn ><? k=6 
Se n è pari, poniamo n = ? т; avremo: 


A CAMEO 
ín Wee us 


La frazione 


Ma 1 essendo irriducibile si һа: 
m —4-—1 muc n= 4 = nn 


Si può anche dimostrare che è impossibile associare poligoni 
stellati con poligoni convessi. 
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— Il problema generale riguardante questa materia consiste 
nel riconoscere se e come si possano associare, senza sovrap- 
posizione di parti e senza spazi vuoti dei poligoni regolari 
conecssi, omettendo la condizione che essi debbano essere 
tutti d' uno stesso numero di lati. Si potrà poi studiare una 
estensione del problema al caso di poligoni irregolari. 

Non si potranno far convergere in un punto meno di 3 po- 
ligoni. Indichiamo con a, b , c i numeri dei loro lati, suppo- 
nendoli disposti per ordine crescente di grandezza. Come già 
abbiamo osservato gli angoli al vertice di ciascuno dei poli- 
goni hanno per misura : 


(a — 2) 2 (b — 2) 2 (c — 2)2 
a b c 


e si dovrà avere : 


b—2)2 (c — 2)2 


( E" 
a Tm b T е c 
ossia : 
a— 2 b— 2 е—2 _ 
а b * e = 

e infine la relazione condizionale : 

П Aa Rm 

uf op 


Cominciamo dal poligono piü semplice, il triangolo; cioé fac- 
ciamo a — 3 e proponiamoci di determinare quali poligoni si 
possano ad esso associare. La relazione condizionale diviene : 


4 da a io ed; 
VEE Cit T, 
e: 
b>6 con е = 12 
P T 4 dem Е cS 
Per: Dc n T Y 7 с= 4 
= dudit: - 
» (jj cm = 7 eux 
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Per: b=9 1=4-+ о о с=з 
£ omo +=4-4 беш 
» DUM L= + m 5 с frazionario 
» b = 12 La t e= 


Fig. 501. 


La sola combinazione possibile ё a =3 , b=12 , c=12 cioè 
triangolo equilatero e dodecagono regolare. Per a = 4 si ha: 
1 1 1 

"Y ey e 


e combinando questa uguaglianza con la relazione b = c ab- 
biamo : 
4<b=8 
Рег b = 5 ‚ c = 20 associazione inammissibile 
» ф=6 ‚ c= 12 associazione inammissibile 


DEED ge è frazionario 
» n=8,c=8 è la sola combinaz. possibile (fig. 592) 
GuERrSI. —Matem. dilett. 40 
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Рег a = 5 si ha: È 


Per b — 55, e = 10 combinazione inammissibile. 

Ponendo infine a = 6 si trova b=6,c=6 che ё lo comu- 
nissima associazione di esagoni. Riepilogando abbiamo dunque 
queste sole combinazioni possibili : 


die bD == 12 к=? 
= bas 8 DEUS 
=6 (= di) CITA 


Fig. 59). 


Con analogo prodedimento si trova per quattro poligoni da 
riunire attorno ad un punto: 


(b а= 8 DEI = d=12 
ey (i E) у = (p 1) а = 6 
E) CES E] b=4 е= 4 d= 
(atid, а = 4 Па с е 


Con la combinazione (*) non è possibile risolvere il problema, 
La (**) dà luogo alle figure 593 е 586. Nella prima i due trian- 
goti adiacenti vengono a costituire delle losanghe. 
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La combinazione (***) dà luogo alla tre associazioni delle 


" 


NS 


A AS 
BERT ) 


в; 


Fig. 596. 


Fig. 595. 


Con associazione di cinque poligoni non si hanno che due 


combinazioni : 
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e le disposizioni rapprese 
uella della fig, 


m? | 

Y о 

je Se 
[ 


Li 
Iv. 
I 


| 
) 


BI 
EC 


с ==] >; 


== 
ea 


ь АЎ = 


=> 
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-—— 
= 
L—— 


5. 


Poligoni sferici associati. 


Analogamente a quanto abbiamo veduto relativamente alla 


associazione di poligoni nel piano, possiamo studiare il pro- 


blema relativamente alla sfera, cioè: Quali sono i poligoni 
regolari sferici che зі possono impiegare per coprire la sfera, 


non utilizzando che poligoni uguali tra loro, associati in ugual 
numero attorno ad un сегтісе qualunque d'uno dei poligoni? 
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Per trattare di questo problema occorre ricordare prima 
questo teorema d’Eulero: /n qualsiasi puliedro concesso il 
numero delle costole C aumentato di 2 é uguale al numero 
delle facce F aumentato del numero degli spigoli S, ossia : 


С+= 5 +Е 
Siano dunque : 


n il numero dei lati d’un poligono. 

K il numero dei poligoni attorno ad uno stesso vertice. 
m il numero dei poligoni. 

A l'angolo d'un poligono. 


La superficie del poligono sferico essendo contenuta m volte 
nella superficie della sfera, avremo: 


8 nA 2 (па — 24) 


m 14 


da cui: 
-E 84 
"= (A = 24) 4d 
Ma abbiamo: 


A 4 а 4K 
ia = Sp dunque m=>— 


Per n= 3 si ha: 


e dovendo m essere un numero intero, non si possono dare 
а K che i valori 3, 4 e 5, ai quali corrisponderanno per m i 
valori: 

MELE (D ESO т == 20 


Per n = 4 si ha: 
METTE 
e nón si può assegnare a К che il valore 3, da cui m = б, 


Wwww.rcin.org.pl 


Per n = 5 si ha: 


е non si può dare a К che il valore 3, da cui rr = 12. 
Per n = 6 si ha: 


e non si può dare a X alcun valore, il che avviene pure, for- 
zatamente, per л > 6. Non si hanno dunque che 5 maniere di 
ricoprire la sfera con poligoni regoleri uguali, disposti in 
ugual numero attorno ad uno stesso vertice. 


Osservazioni : 


I. — È noto che esistono soli 5 poliedri regolari; conside- 
riamo un poliedro regolere iscritto nella sfera, e congiungiamo 
due a due i suoi verticl consecutivi, con archi di circolo mas- 
simo; avremo diviso la sfera in poligoni regolari uguali. Le 
ciuque maniere di dividere la sfera in poligoni regolari uguali 
corrispondono dunque ai cinque poliedri regolari e non ne 
esistono altre. 

ПЕ. — I risultati non cambiano quando nel problema si sop- 
primano le condizioni che i poligoni siano regolari ed uguali 
tra loro, purché si lasci quella che essi debbano essere asso- 
ciati in ugual numero attorno a ciascun vertice. 

Per dare alla formola (*) tutta la sua generalità basta osser- 
vare che il teorema d' Eulero si applica alla sfera considerata 
come un poliedro a facce curve le cui facce sono i poligoni 
sferici che la ricoprono, di modo che se S é il numero degli 


spigoli di tale poliedro, C quello delle costole, abbiamo la re- % А 


lazione: 
S+m=C+2 PU 
^ 
essendo m il numero delle facce. Ma abbiamo: X 
sal а= пт è 
K 2 L 


e sostituendo nella (**) ricadremo nella (*). I" 
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2] 
Na 
"т 
» 
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I poligoni massimo e minimo. 


Dati 7? punti a , b, c,d,e,f, g come nella fig. 601, quale 
é la linea poligonale che li unisce racchiudendo la minima 
о la massima superficie ? 


Fig, 601, 


www.rcin.org.pl 


— 633 — 


Alla a,f,5,c6,9,d,e,4a corrisponde una superficie mi- 
nima di 12 quadrelli. Si ha una superficie massima, di quadrelli 
20,5, coi tre perimetri: 


a,b,c,d,€,f,9,@ a,f,.b,c,d,€,9,0 
a,b,f,cC,d,€,9,a 


Fig. 609, 


Fig. 604. 
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La geometria della carta piegata. 


Indicheremo alcune delle figure che si possono ottenere con 
la semplice ripiegatura d’un foglio di carta sottile, trala- 
sciando le più semplici quali il rettangolo, il quadrato, il tri- 
angolo isoscele (1). 

Triangolo equilatero. — Abbiasi un foglio di carta (fig. 605) 
un solo lato del quale è necessario che sia rettilineo; su questo 
si seguino due punti A e B estremi del lato dato del triangolo 
da costruire. Si pieghi il foglio 
secondo MN, cioè facendo coin- 
cidere A con B; si pieghi poi an- 
cora secondo una retta АТ che 
passando per A permetta di far 
cadere B sulla MN in C. Si com- 
pleti il triangolo piegando se- 
condo BC. 

Pentagono regolare. — Par- 
tiamo da un foglio di carta qua- 
drata ABCD (fig. 606) e segniamo 
su AB il punto X tale che sia: 


Fig. 605. BAxAX-—BX 


Per ottenere questo punto X cominciamo col piegare a metà 
il foglio secondo E F (fig. 607) poi secondo B E e quindi sulla 
GE, in modo cioè da far coincidere A sulla BE in H. Segnato 
questo punto sulla BE si piegherà ancora il foglio secondo 
BT in modo da portare H in X sul lato AB del quadrato. 


(1) Resti sottinteso che dopo ciascuna ripiegatura che la costruzione ri- 
chieda il foglio deve essere riaperto, prima di procedere ad altre piegainre, 
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Si segni ora il punto medio P di A X portando A su X, e si 
prenda BQ = A P. Risulterà PQ lato del pentagono che vo- 


Fig. 606, 


gliamo costruire. Basterà piegare il foglio attorno a P flno a 
che Q cada sul lato AD in R ein modo simile si avrà S su BC. 


D C 


Fig. 607. 


Non resterà che a piegare attorno ad R fino a portare P 
sulla mediana MN in Z e completare il pentagono piegando 
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il foglin secondo i suoi lati PR, RZ, ZS, SQ. Naturalmente 
ottenuto il pentagono convesso si può ricavarne quello stel- 
lato PZQRSP. 

Quanto alla dimostrazione della costruzione osserviamo che 
da questa risulta già che il poligono formato è equilatero; 
esso è pure equiangolo. Osserviamo che : 


RQ — QA’ = ЕБ — PA’ = PO — Ра? 
da cui: 
Ro =PQ — PA +QA° —-PQ — PA 4 (AB- PA) = AB° 
Cosicchè : 
RQ=SP=RS=AB 


I triangoli RPQ , PQS, RZS sono dunque isosceli e quindi 
gli angoli RPQ , PQS , RZS sono usuali. Inoltre le rette RQ, 
PS sono le bisettriei degli angoli SRP, RSQ e PR, QS sono 
le bisettrici di APS , БОП. Si ha pure che i triangoli isosceli 
SRP , SRQ sono uguali, epperó: 


P a] ^ 
SRQ — RSP 
Ne segue che: 


4 


A A A 
RPS = PRS = 2 RSP = = 90° 


І tre angoli uguali RPQ Ü PQS n RZS valgono dunque cia- 
scuno: 
2 6 
9 a o — 
900 + 5 90° = 5 900 


ae 


Essendo poi uguali i due triangoli ZRP , ZSQ si ha: 


E ^ 6 5 
ZŘP = 250 = 6 >< 90% — 3 x pz. 


dunque il poligono ZRPQS é equiangolo. 

Esagono regolare. — Si piega il foglio (quadrato A BCD 
fig. 608) nel mezzo, successivamente secondo EF, GH; poi 
secondo M L, facendo coincidere A D con EF, e secondo NP, 
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facendo coincidere BC con EF, Poi si porta С іп A sulla LM 
ed H in S sulla NP piegando opportunamente cioè secondo 
OX , OY. 


Fig. 608, 
Ottagono regolare. — Si piega il foglio (quadrato ABCD 


fig. 609) nel mezzo secondo EF, GH: poi secondo ЕН, HF, 
FG , GE. Infine si porta HB a coincidere con HF e si forma 


c 


A B 
Fig, 609, 
la piega HO; similmente portando FB sulla FH si forma la 


FO е così via. FOPEQGR sarà l’ottagono voluto, come ё 
facile dimostrare. 
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Si può anche ottenere un ottagono regolare ABCDEFGH 
(fig. 610) piegando il quadrato secondo le diagonali e fucendo 
poi coincidere i lati con le diagonali. 


Fig. 610. 


Fig. 6t. Fig, 612, 


Decagono regolare. — Dal pentagono (fig. 606) si passa fa- 
cilmente al decagono nel modo indicato dalla fig. 611. 

Ma si puo anche ottenere il decagono direttamente. Piega 
media M N (fig. 612). Portare AX = BY essendo: 


AX° = ABx ЕХ 


Pieghe XX', YY'. Piega attorno ad A in modo da far cor- 
rispondere X sulla MN in О, che si segna. Pieghe AQ, BO, 
O X , OY, ecc. 
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Dod айоло г golare. — Dall'es i i te 
е . agano si passa facilmen 
al d ecagono came vedesi dalla fig. 613. 


Fig. 613, 


Fig. 044. МЕ 


I poliedri regolari. 


П dodecaedro regolare pentagonale (fig. 614) è facile a co- 
struire in cartoncino (1) Un po’ più complicati sono i dode- 
caedri stellati che da esso si deducono. 


(1) Vedasi 11 Manuale del Rlvelli Stereometria applicata allo sviluppo dei so- 
Hdi e alle loro costruzioni in carta. — Raiz. Hoepli. 
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Il dodecaedro stellato di terza specie a facce stellate (fig. 615) 
ві ottiene prolungando tutte le costole o, ciò che fa lo stesso, 
tutte le facce, del dodecaedro. 


Fig. 615. 


Fig. 616. 
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Il dodecaedro stellato di terza specie a facce concesse (fig. 616) 
si ottiene prolungando il piano di ciascuna faccia sino al sem- 
plice incontro dei piani delle cinque facce che contornano la 
fnccia opposta. 

Il dodecaedro di settima specie (fig. 617) è quello risultante 
dal prolungamento delle costole che in quello di terza specie 
formano i lati dei dodici pentagoni. 


Fig. 607. 


L’icosaedro (fig. 618) si può ottenere congiungendo i centri 
di tutte le facce del dodecaedro ai centri delle cinque facce 
adiacenti; la sua superficie consta di venti triangoli equilateri 
riuniti per cinque in ciascuno dei 12 vertici; le costole sono 
30 come nel dodecaedro. Abbiamo dunque un solido con lo 
stesso numero di spigoli e di faccie, delle facce e spigoli del 
dodecaedro, e con lo stesso numeno di costole. Dall’ icosaedro 
si può ricavare un nuovo dodecaedro congiungendo i centri 
delle sue facce ai centri delle tre facce adiacenti, ecc. 


Guknsi. — Matiem. dilett. 1 
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Fig. 015, 


Fig. 619, 
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Si ottiene 1° ісоѕаейго stellato, o di settima specie (fig. 619) 
prolungando ciascuna faccia dell iceosaedro fino ad incontrare 
i piani dei tre triangoli che stanno attorno alla faccia opposta 
a quelia che si considera. 


Il volume della sfera secondo gli Indù. 


Ecco il procedimento esposto da Edoardo Lagout nelle sue 
Lezioni di tachimetria (1876) per determinare il volume della 
sfera, ispirato a quello del geometra indiano Bháskara. 

«Un frutto di Piatano è formato da un gran numero di pira- 
midi agglomerate attorno al nucleo centrale. Passando dalla 
realtà alla scienza, si deve supporre questo nucleo come pic- 
colissimo, riducentesi ad un punto invisibile nel quale concor- 
rerebbero tutti i vertici delle piramidi. 

«L'inviluppo della sfera essendo uguale a quattro cerchi de- 
scritti sul raggio, sarà uguagliato da un ripiano formato dalla 
connessione di quattro assi, uguali ciascuno all’area d’uno dei 
circoli. Non resterà più che a uguagliare tutte le piramidi a 
riccio е per questo le impianto sul ripiano, Esse saranno unite 
per le basi e non lasceranno alcun vuoto. 

«Così impiantate esse presentano l’aspetto d’una mascella di 
coccodrillo sulla quale occorre mettere arditamente la mano 
(della mente) per appiattirle uniformemente al terzo dell al- 
tezza. Allora la mascella, vale a dire la sfera, è mutata in un 
ripiano avente per altezza il terzo del raggio. Si avrà dunque, 
mediante le operazioni dell’ algebra tachimetrica : 


= ripiano >< del raggio 


1 
8 


Sfera, volume | = 4 aree di circolo x del raggio 


1 
3 


= + >< (4 aree di circolo x raggio) 


«Non dimenticate le quattro assi formanti ciascuna l’area di 
un circolo; la mascella di coccodrillo vi farà ricordare delle 
punte che si agguagliano appiattendole al terzo ». 
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Poligono spirale. 


Abbiasi un poligono regolare (fig. 620) iscritto in un circolo 
di centro O, per esempio, un esagono ABCDEF. Si conducano 
le bisettrici dei suoi angoli al centro. Dal punto di mezzo M 
d'uno dei lati del esagono si abbassi la perpendicolare sulla 
diagonale vicina BO; dal piede G di essa la perpendicolare 
sulla bisettrice O N e così di seguito fino a ricadere col piede 
Y dell ultima perpendicolare sul raggio OA. 


SA 
i 1 
| 
SUNA 
Ls... 
y 
x Y 
vu 
N 
We 
ч». ~ 
Fig. 620, ec > e 
g ғ 


П poligono AMGH - - • · - Y così ottenuto venne denominato 
poligono spirale da Du Fay (1). — Le aree dei triangoli AMO, 
MGO - •: « è formano una progressione geometrica di ragione: 


as essendo х = ОА 21 = OM...» 


Riesce quindi facile determinare l’area d’un poligono spirale 
qualunque, quando si sia valutato il rapporto costante Kk e 
l’area del primo triangolo. 


(1) Histoire de l Académie des sciences de Paris 1727. 
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Poligono spirale- uncino. — Si ottiene un poligono spirale 
АМС... OZ On G, M, A, detto uncino dal Du Fay, por- 
tando sul raggio О A il segmento OA, = OM e conducendo 
successivamente le parallele A; M, ad А М, MG, ad МС... 


Fig. 621. 


Il rapporto fra le aree dei due poligoni spirali AMG - - ··. У 
ed A, M, Gi +-+- - Y, è quello stesso delle aree dei due esagoni 
ai quali corrispondono, cioè ABCDEF , MNPQRS. E l’area 2 
compresa fra i perimetri dei due poligoni spirali sovrapposti, 
ossia l'area del poligono spirale-uncino è data da: 


W_- И 
p TUM SS 
essendo : 
Ww = area poligono ABCDEF 
W! = area poligono MNPQRS 


x = area poligono 4, M,G,----- Yi 
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Cosicchè si hanno per l'area dell' uncino i seguenti valori 
per i varii poligoni regolari : 


Triangolo . UL 
Quadrato К M = 
Pentagono. =. . SoS O VASI 
3+2V5 
ESagonon EL Rie d >! ecc. 


Misurare un angolo LMN senza rapportatore. 


Dal vertice M dell' angolo come centro, con raggio grande 
piü che sia possibile, si descrive una circonferenza che sega i 
lati LM , NM dell'angolo in O e P. Si divide poi la circonferenza 


Q7 fem 


in 5, 8, 12 e 15 parti uguali prendendo come origine il punto O. 
Si porta poi l’arco ОР sulla circonferenza tante volte quanto 
è necessario per cadere su uno dei punti di divisione ottenuti. 
Supponiamo, per esempio, di aver portato da O noce volte 
l’arco OP sulla circonferenza e di essere così pervenuti, dopo 
aver percorso due volte la circonferenza, nel punto Q corri- 
spondente ad un vertice dell’esagono iscritto, avremo: 


LAN = 2 г< З + 2100. 2 M Cat 1 
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Il tracciamento del tunnel. 


Due punti A , B sono separati da una catena di montagne, 
che supporremo inaccessibili per metterci nella peggiore ipo- 
tesi; tali punti non sono visibili ad un tempo per uno stesso 
osservatore. Si tratta di determinare : 


1.° Ai punti A , B la direzione AB. 
2.° La lunghezza di AB. 


Si tratta dunque di determinare a ciascun imbocco della 
galleria la sua direzione e nello stesso tempo la lunghezza 


z' 


Fig, 623, 


della galleria medesima. I due osservatori in A e B rilevano 
ciascuno per proprio conto l’altezza apparente della vetta V e 
della stella polare. Essi conoscono dunque gli angoli : 


VAX = х VBY = 8 
come pure l' altezza zenitale : 
ZA XE 2! лу 


della stella polare. Inoltre, due grandi mire verticali CD, C'D' 
permettono di fissare la direzione delle rette AC , ВС! che si 
intersecano in un punto invisibile 9 proiezione del vertice V 
sul piano dell'orizzonte, piano che supponiamo comune ai due 
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osservatori A , B. Immaginiamo ora per il punto V una pa- 
rallela alla direzione comune delle rette AX, BY; sia Fil 
punto nel quale essa incontra Г orizzonte comune dei punti 
A , B. Consideriamo il triedro V, A, 9, F; ne conosciamo 
le tre facce ossia: 


ПОГ; AVESTE AVQ = 900 — VAC 


L'angolo incognito AQF è dunque l'angolo <, ridotto al- 
lorizzonte. Si può calcolare A 9 F con le formole della trigo- 
nometria sferica; ammettiamo dunque come determinato AQF. 
L'angolo ВО Е verrà del pari calcolato dall’ osservatore B e i 
due risultati riuniti faranno conoscere l'angolo АОВ. Quanto 
alle lunghezze A9 , ВО sono facili a calcolare, poiché essendo 
nota l'altezza della montagna, si ha: 


Dunque nel triangolo A О B si conoscono due lati e l’ angolo 
compreso e si potranno quindi determinare gli angoli 2 A B, 
ОВА e la lunghezza del lato AB. 

Naturalmente, per comodità di osservazione, si saranno sta- 
biliti А e В ad una certa distanza dalla base della montagna, 
e si dedurranno in ultimo da A B le distanze A A’, BB! per 
avere A! B! lunghezza del tunnel. 

Il tracciamento del tunnel sotto un fiume non offre difflcoltà 
essendo, in generale visibili le estremità A e B del tunnel 
medesimo, I procedimenti indicati non servirebbero invece nel 
caso d'un fiume o di un braccio di mare di tale larghezza che 
da A non si potesse vedere B. Si ricorrerebbe allora a trian- 
golazioni geodetiche. 


Applieazioni della geometria 


al calcolo delle probabilità. 


Se si considera un’urna contenente 2 biglie bianche e 3 nere 
e se se ne estrae una a caso, nessuno esiterà a dire che vi 
sono 2 probabilità su 5 perchè la biglia sia bianca, ossia che 
su 5 casi che si possono presentare, e che sono ugualmente 
possibili, ve ne sono due facorevoli alla sortita d'una biglia 
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bianca ; la probabilità di questo avvenimento potrà dunque 
essere rappresentata con i Ossia, in generale, la probabi- 


lità d'un avvenimento è il rapporto del numero dei casi favo- 
revoli al prodursi di tale avvenimento, al numero totale dei 
casi che possono realizzarsi, tutti i casi essendo supposti 
ugualmente possibili. 


Y. — Prendendo a caso un punto O nell’interno di un trian- 
golo equilatero ABC, quale è la probabilità che si possa 
formare un triangolo con le tre perpendicolari OA, , OB, , 
OC; abbassate da О sui lati del triangolo? (E. Lemoine). 


гу с 
Fig, 624 


Sia A' B! С! il triangolo formato unendo i punti di mezzo dei 
lati di ABC, e MN una parallela ad AC passante per O, punto 
supposto interno ad A! В' С’. Per una nota proprietà la somma 
OA, + OB, + OC, è uguale all'altezza del triangolo equilatero 
A B C, altezza che è necessariamente maggiore di OB, . 

Si ha dunque : 


OB, < OA, + OC, OA, « OB, + OC, 
ОС, < OA, + OB, 
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Inoltre, se О è esterno ad A'B'C', per esempio, in ВС! A': 
OB, > OA, + OC, 


Cosieché la condizione necessaria e sufficiente perché O A,, 
OB,, OC, possano formare un triangolo é che O sia interno 
ad A'B'C'. L'insieme dei casi favorevoli può dunque essere 
rappresentato dall'area del triangolo A'2'C’; l'insieme dei 
casi possibili dall'area del triangolo A BC, e la probabilità 
cercata, dal rapporto : 


Area A! B!C' 1 


Area ABC ^ 4 
Si puó estendere questa soluzione ad un triangolo qualunque 
come ha fatto il Lemoine. 


Il. — Si dà una sbarra che si rompe in tre frammenti. Quale 
ё la probabilità perché si possa formare un triangolo con 
questi tre frammenti? (E. Lemoine). 


Osservando che i tre frammenti possono essere rappresentati 
dalle tre perpendicolari abbassate da un punto O situato nel- 
l’interno d’un triangolo equilatero sui lati di esso (sommu 
costante ed uguale all’altezza del triangolo stesso) si è ricon- 


dotti al problema precedente, e la probabilità è T 


Modelli. 


Quante invenzioni riuscite egregiamente con piccoli modelli 
non hanno poi corrisposto riproducendo i meccanismi nella 
dovuta grandezza! Errore in cui facilmente cadono i non pra- 
tici di costruzioni meccaniche e coloro cui non sono famigliari 
le cognizioni matematiche. 

La ragione degli insuccessi del genere accennato sta in 
questo. Se s'ingrandiscono nella medesima proporzione tutte 
le parti d'un modello facendole, ad esempio, æ volte maggiori, 
le superfici risulteranno ingrandite nella proporzione a? ad 1 
e i volumi nella proporzione a? ad 1. Del resto anche un pro- 
fano della Geometria puó convincersi che facendo un cubo di 
lato doppio d'un altro si avrà nel nuovo cubo superflcie qua- 
drupla (2?) e volume ottuplo (22). 
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In dipendenza dell’ accrescimento lineare nel rapporto æ: 1 
di tutte le parti del modello, certe forze, come il peso che 
dipende dal volume, saranno divenute æ? volte più grandi, 
mentre certe altre, con gli attriti che sono proporzionali alle 
superfici saranno divenute a? volte maggiori. È quindi facile 
comprendere come il complesso di queste variazioni, non uni- 
formi, possa far sì che la macchina non riesca capace di pro- 
durre quegli effetti che dalle esperienze fatte col modello si 
erano sperati. 

Considerazioni analoghe possono farsi riguardo agli animali; 
si osservano infatti fenomeni di debolezza in individui che pre- 
sentano uno sviluppo fisico eccessivo. Helmoltz ha notato che 
se le dimensioni lineari d’un uccello venissero aumentate nella 
proporzione da 1 ad n, sarebbe necessario un lavoro mecca- 
nico come n’ per renderne possibile il volo. 


Supponiamo di aumentare di d. tutte le dimensioni lineari 


d'un uomo alto m. 1,75; la sua statura diverrebbe di m. 2 ma 
il suo peso risulterrebbe aumentato nella proporzione di 343 a 
512; e questo peso dovrebbe essere sopportato da gambe la 


cui sezione non sarebbe che i di quelle di prima. Giova 


64 
49 
però notare come in casi di questo genere non sia possibile 
fare deduzioni, non diciamo rigorose, ma neanche suficiente- 
mente approssimative, poiché l'aumento di forza dovuto al- 
l’aumentato volume dei muscoli costituisce un'incognita, per 
così esprimerci, favorevole, mentre la minor sezione propor- 
zionale delle ossa comparativamente alla loro maggiore lun- 
ghezza ne rappresenta una sfavorevole. 


Questioni diverse. 


L’area del dodecagono regolare. 


Scomponiamo, con parallele tra loro perpendicolari, la su- 
perficie del dodecagono regolare, nel modo indicato nella 
fig. 625. Come è facile vedere i triangoli rettangoli sono semi- 
triangoli equilateri, ossia : 


АВ=ь= үз 


а 


essendo a il lato del dodecaedro, ed АС = С = 
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Si potrà dunque esprimere la superficie del dodecaedro nel 
modo seguente : 


U 
Ао Li aed ADF E abor бсш 
quindi, semplificando : 


A=a'(1+2+3+2V3+v3) 


а= а (6 + зУз) = за (2 +уз) 


Fig. 025, 


Un problema da pontieri. — Costruire una passerella at- 
traverso il fossato d’uniforme larghezza che cinge una 
fortezza quadrata, valendosi di due traci lunghe precisa- 
mente quanto è largo il fossato. 


La fig. 626 fa vedere quale deve essere la disposizione delle 
due travi. Disposta una di esse in modo da avere AC — CB 
risulterà : 

ChE: AB == A 


essendo a la larghezza del fossato. 
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La diagonale CO sarà: 


mw per eui ро = ау? – $ =a(v2- +) 


B Fig. 020, 


Ora si һа ; 


Va 0 t 


П 
= 


d'onde emerge la possibilità di collocare l' altra trave appog- 
giandone le estremità in O e in D. 


La gazza e la vasca. — Un giorno d'estate, una gazza 
scorge dell'acqua in una poszetta tronco-conica di tre 
pollici di diametro sul fondo; essa accorre e trova che 


F 


Fig. 027. 


l'acqua ha una superficie di 6 pollici di diametro ed à pro- 
fonda 2 pollici. La gazza non potrebbe raggiungere l’acqua 
che quando la sua superficie avesse 6 pollici ed 1 linea di 
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diametro. Essa vola verso il tesoro che ha scoperto ; quante 
monete di una linea di spessore e di 16 linee di diametro 
duvrà essa prendere dal tesoro e portarle nell'acqua per- 
ché possa bere a suo comodo? 


Sia BG il livello primitivo dell'acqua e DF il livello corri- 
spondente al diametro di 6 pollici ed una linea. Abbassiamo 
la perpendicolare AJJ da A su BG e DF. Conduciamo ACE 
parallela ad H G F. Siccome un pollice equivale a 12 linee, si 
ha suecessivamente : 


AH = 361 Hity = 724 
DF=73. АІ = 241 
BC =BG— АН = 361 
РЕ = РЕ — АН = 371 


Si può scrivere : 


АЈ _ DE 
A e BIO. 
da cui: 
ag а уал Pant 


Basterà ora esprimere l’equivalenza tra il volume delle n 
monete cilindriche e quello del tronco di cono BD FG: 


Ro 4 = 


? 
ы ү + 23° 4 72 >< З, 
3 à 


da cui n = 13,7. Occorreranno dunque 14 monete. 


Il turacciolo geometrico. — Quale forma овга darsi ad 
un unico turacciolo affinchè possa otturare esattamente 
tre fori praticati in un cartone acenti rispettivamente 
Jorma di triangolo equilatero di lato a, di quadrato di 
lato а e di circolo di diametro a? 


La fig. 628 spiega in qual modo si possa risolvere il problema. 
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Fig. GIS 


Con una medesima apertura di compasso descrivere 
circoli di raggio diverso. — Le fig. 629 e 630 (che rinven- 


| 


Fig. 029. L Y = L 229 О) Fig. 630. 


Fig. 631, Fig, 632 


gono poi alla medesima cosa) e le fig. 631 e 632 mostrano sen- 
Z'altro come si possa ottenere facilmente l'intento, 
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Un compassc prettamente cinese. — Forse se ne potrebbe 
introdurre (fig. 633) l uso nelle nostre scuole femminili! 


Fig. 033. 


Modelli geometrici. 


Di certe superfici geometriche non è facile, a chi non abbia 
la mente esercitata agli studi di questo genere, il formarsi 
un’idea chiara, netta. Da ciò le collezioni di modelli che vanno 
dalle forme più semplici (prismi, cono, sfera.....) alle più com- 
plesse, delle quali un libro del Blythe (1) offre un saggio fra i 
tanti. — Ho quì riprodotto (2) alcuni dei meno complicati tipi 
del genere, la cui costruzione è facile a comprendere. 

Nella fig. 633 abbiamo l’iperboloide di rivoluzione generato 
dalla rotazione d'un'iperbola attorno al suo asse non tra- 
sverso, oppure dalla rotazione d’una retta attorno ad un asse 
che non le è parallelo. 


(1) V. Blythe W. H. On models of cubic surfaces. 
(2) Dal *' Cosmos,,. 
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La tensione dei fili si ottiene con piccoli pesi attaccati a 


ciascuno di essi. Servendosi di fili rigidi, metallici, o di fili di 
caucciù si consegue meglio a più semplicemente lo scopo. 


eu ua. M Aj Coni s 2 
tim N v 4 Мат < 
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Fig. 634. 


Se i fili vengono semiplicemenle passatizattraverso i fori della 
corona circolare inferiore, spostando questa lungo le colon- 
nette verticali si può modificare a piacere il contorno appa- 
rente della superficie. 

Nella disposizione della figura si hanno generatrici doppie, 
per cui si possono avere due iperboloidi coassiali come si vede 
nella fig. 635. 

Guersi, — Matem, dilett. 42 
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Si puó generare i! paraboloide iperbolico mediante due parn- 
hole i cui assi sono paralleli, diretti in sensi contrarii e i cui 
piani fanno tra loro angolo costante; si fa muovere una di 
esse parallelamente a sé stessa, in modo che il suo vertice 


— cm dei vent OUI eno, or 
RI mme 


NN є ^Y"; FEE A 
E N 
А У d P 


Fig. 635, 


descriva l’altra. Ma siccome la superficie ammette un doppio 
sistema di generatrici rettilinee, è preferibile considerarla 
come generata da queste rette. 

Nella fig. 636 l'armatura è composta di un quadrilatero 
sghembo a lati uguali, con fori equidistanti ; i lati sono sno- 
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dati nei vertici, per modo da permettere di far subire al qua- 
drilatero tutte le possibili deformazioni, cui corrispondono 
variazioni nella superficie, dalla losanga fino all'area parabo- 


Fig. 636, 


lica, passando per il paraboloide equilatero. La rigidità dei 
flli nelle deformazioni é assicurata mediante i pesi. 

La fig. 637 rappresenta un altro paraboloide iperbolico nel 
quale uno dei piani direttori é orizzontale. 
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Questo modello permette di rendersi conto «delle posizioni 
particolari nelle quali il contorno apparente (che general- 
mente é una parabola) in proiezione su di un piano, conve- 
nientemente scelto, si riduce ad un punto. 


Fig. 037, 


Nella fig. 638 abbiamo l'elicoide sviluppabile, superflcie luogo 
delle tangenti ad un'elica traccia su di un cilindro di rivolu- 
zione. Si è ottenuto il modello di questa superficie basandosi 
su questa sua proprietà: La sezione prodotta da un piano nor- 
inale al cilindro di base é una evolvente della sezione retta di 
detto cilindro (evolvente di circolo nel nostro caso) I punti 
d'attacco delle generatrici debbono essere previamente deter- 
minati con un disegno, in modo che i punti di contatto delle 
tangenti coll’ elica siano equidistanti,. Questa curva permette 
di rendersi conto della posizione del piano osculatore d'una 
curva gobba e rende evidente l' identità delle caratteristiche 
di questi piani osculatori con le tangenti alla curva. Essendo 
questa superficie sviluppabile, si può riprodurla in cartoncino. 
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Fig. 638 
I nastri paradromici. 


Abbiansi tre anelli di carta l, 2, 3 di diametro assai maggiore 
di quello rappresentato nella flg 639, Per prepararli si taglino 
delle strisciole di carta di circa 5 cm. di larghezza per 1 metro 
ud 1,50 di lunghezza. Se ne incollino le estremità direttamente, 
come nel N. 1 della figura e si avrà il primo anello, Se invece 
s'incollano dopo di aver fatta girare una delle estremità del 
nastro su sé stessa si avrà l'anello N, 2, Dando infine due tor- 
sioni successive e nello stesso senso, prima d’incollare si 
avrà Р anello N. 3. 

La teoria di questo problema é dovuta a Listing. Suppo- 
niamo di far eseguire nll’estreniti A del nastro, т semi-rotu- 
zioni prima d'incollarlo sull’estremità B, ossia di far eseguire 
al natro una torsione m. 
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Se m è pari si ottiene una superficie con diritto e rovescio 
e due margini, detta paradromica; tagliandola secondo la 
linea mediana della striscia si ottengono due anelli con m 


M volte (N. 1! e 3). 


semi-rotazioni ciascuno, intrecciati 


Д 
2 


Fig. 639, 


Se in è dispari si ha una superficie con una sola faccia, ossia 
senza diritto nè rovescio e ad un solo margine ; tagliata se- 
condo la mediana non dà che un solo anello con 2 т semi- 
rotazioni e se т > 1 esso forma un noaio (N, 2”), 
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Che cosa è l’Iperspazio ? 


L’ applicazione dell’ algebra alla geometria (geometria ana- 
nalitica) fatta da Descartes e da Fermat, ha condotto alla 
considerazione d’una Geometria degli spazii ad n dimensioni 
o iperspazii. 

Il sussidio dell’algebra alla geometria sembrerebbe limitato 
necessariamente, poichè soltanto i fatti analitici collegati alle 
teorie delle funzioni a una, due o tre variabili (ossia quelle 
delle forme binarie, ternarie o quaternarie) sono suscettibili 
di una immediata rappresentazione concreta. Ma i geometri 
moderni nella loro tendenza a generalizzare varcarono i li- 
miti che la Natura sembrava aver posti alle loro facoltà im- 
maginative e si diedero quindi alla trattazione di spazì co- 
munque estesi, cioè di spazii analoghi alla retta, al piano e 
allo spazio in cui viviamo, ma di cui ogni elemento fosse de- 
terminato da un gruppo di numeri composto di quanti si vo- 
gliano elementi. E nel far ciò non si proposero neanche la 
questione se tali spazi esistessero realmente, sia perchè la 
considerassero piuttosto di pertinenza della fliosoflia e della 
fisica, che della matematica, sia perchè persuasi che la sua 
soluzione non valesse ad appianare le difficoltà analitiche og- 
getto dei loro studi. Infatti essi poterono ugualmente conse- 
guire il loro intento, di avere cioè a propria disposizione delle 
rappresentazioni di molte argomentazioni algebriche e dei ri- 
sultati а cui queste conducono, poco importando loro se tali 
rappresentazioni dovessero considerarsi come sensibili o ea- 
tra-sensibili. — Certo molte cose si possono spiegare ammet- 
tendo uno spazio u quattro dimensioni. 
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Möbius nella sua opera « Der barycentrische Calcul» edita 
nel 1827 osservava quanto segue: Supposta l'esistenza di una 
quarta dimensione scompare una differenza inesplicabile fra il 
piano e lo spazio ordinario, consistente in ció che, mentre nel 
piano due figure simmeiriche rispetto ad una retta possono 
essere portate a coincidere, altrettanto non si può fare per 
due figure solide simmetriche rispetto ad un piano; tale disu- 
guaglianza di comportamento non esiste piü quando si am- 
metta che lo spazio nostro possa ruotare attorno ad un suo 
piano invadendo uno spazio a quattro dimensioni per poi ri- 
tornare alla posizione primitiva, come nello spazio ordinario, 
cioé a tre dimensioni, si ammette la rotazione di un piano at- 
torno ad una sua retta. 

Ma a questo riguardo ben osserva il Prof. Loria come non si 
sia in obbligo di stabilire tra piano e spazio a tre dimensioni 
una perfetta analogia dal momento che si devono constatare 
da essi, insieme ad alcune analogie, anche notevolissime dif- 
ferenze (vedi a pag. 665). 

Klein fece pure osservare che, passando per lo spazio a 
quattro dimensioni, una curva intrecciata può trasformarsi in 
altra che non lo sia, osservazione che venne poi svolta in varie 
opere di Hoppe, Durége e Schlegel (1880-83). 

S. Newcombe, partendo dall'osservazione dello Zóllner che 
una quarta dimensione renderebbe possibili certi movimenti 
che altrimenti sarebbero inconcepibili, ha mostato nella « Note 
on a Class of Transformations which Surfaces may undergo 
in Space of more than Three Dimensions (1878) » che, ove esi- 
stesse una quarta dimensione, si potrebbe trasformare una 
superficie materiale in modo che la faccia interna divenisse 
esterna e viceversa. 

Veronese fece rilevare (1882) la possibilità di estrarre un 
corpo da un ambiente chiuso passando per lo spazio a quattro 
dimensioni. 

Altri scenziati tentarono di spiegare certi altri fenomeni 
coll’ipotesi di uno spazio a quattro dimensioni nel quale il 
nostro fosse contenuto. Cosi Clifford, ammettendo che questo 
fosse di curvatura variabile, poté spiegare alcuni fenomeni di 
luce e magnetismo dei quali prima non si riusciva а rendersi 
ragione; lo Zòliner si sforzò di giustificare la conservazione 
dell’ energia e nel 189 R. de Saussure compose una nuova 
« Théorie des phénoménes physiques et chimiques ». 

Lo Schlegel poi descrisse nell ultima parte della sua me- 
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moria « Ueber Entwickelung und Stand der n-dimensionalen 
Geometrie mit besonderer Berücksichtigung der vierdimen- 
sionalen (1886)» i rapporti che, secondo lui, dovrebbero esistere 
fra lo spiritismo e la teoria dello spazio ad n-dimensioni. 

Ho parlato di dimostrazioni mas a dir vero questo termine 
non deve in questo caso essere preso nel senso usuale di ra- 
gionamento matematico, rigoroso. 

E qui credo non poter far meglio che riportare buona parte 
d'un opuscolo del Prof. Gino Loria (1) nel quale l'argomento è 
trattato, concisamente, come meglio non si potrebbe. 

«La considerazione degli spazi a più dimensioni ha ormai 
ottenuto un posto stabile nella zeometria e nell'analisi. Tale 
concetto, per la sua apparenza metafisica, a prima giunta 
sembrò di natura disforme da quelli che costituiscono la base 
della scienza più scenza di tutte le altre; tuttavia, ad esso si 
pervenne per tante vie indipendenti e sicure, che non tardo a 
palesarsi, anche ai più recalcitranti, il suo carattere di neces- 
sità. Il suo corso 


Ea Er apis aa . fu di tal volo 
Che soli seguiteria lingua nè penna; 


i risultati che pel suo mezzo si raggiunsero, sono di cosl alta 
e indiscutibile importanza che è da ritenersi definitivamente 
chiuso il periodo in cui la geometria a più dimensioni doveva 
sostenere diuturne ed accanite lotte per dimostrare e soste- 
nere il proprio diritto alla vita. Onde non è mio intendimento 
intraprendere una difesa che riuscirebbe superflua ai mate- 
matici e di scarso interesse e di nessuna utilità pei cultori di 
altre discipline, 

«Ma ciò che parmi necessario di porre in chiaro si è l’ufficio 
che realmente presta e che si può richiedere alla geometria 
a quattro e più dimensioni nella spiegazione ed eventualmente 
nella scoperta di fenomeni naturali. 

« Mi induce a ritornare su questo tema — che altri da varii 
punti di vista ha già toccato — la lettura di recente fatta di 
alcune note sulla quarta dimensione, presentate al IIl» Con- 
gresso annuale della Federazione fra le Società Teosofiche, 
tenutosi a Londra due anni or sono...... 

« Benché lo scopo di tale lavoro non sia dichiarato dal titolo, 


(0) Gino Loria « Esiste lo spazio а quattro dimenaiont 2» Genova 1907. 
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pure da un passo del testo risulta essere quello di addurre 
degli argomenti nuovi e di indole geometrica a sostegno della 
reale e sistenza di uno spazio a quattro dimensioni (1). 

« Tale intento basta anzitutto a dimostrare come l'autore non 
si schieri nel drappello degli spiritisti capitanati dallo Zóllner, 
i quali ammettono come postulato, o meglio coma dogma, la 
esistenza dello spazio a quattro dimensioni, mondo superiore 
in cui agiscono gli spiriti, ai quali si devono i sorprendenti fe- 
nomeni a tutti noti. Tale attitudine, non di cieco credente, ma 
di scienziato libero da pregiudizii, consente una discussione, 
alla quale io mi permetto di arrecare qualche modesto con- 
tributo. 

« Reputo, prima d'ogni altra cosa, opportuno dichiarare es- 
sere io fermamente convinto che la geometria non é oggi, e 
probabilmente non sarà mai, in grado di prestare i servigi che 
il nostro autore inclina a chiederle, dal momento che essa dal 
mondo sensibile trae indubbie ispirazioni e suggerimenti pre- 
ziosi, ma, a differenza delle scienze naturali, non ne attinge 
il midollo spinale delle proprie argomentazioni. 1 concetti for- 
manti il canevaccio su cui lavora il geometra sono tutti pura- 
mente ideali; ideale è il modesto triangolo che lo scolaretto 


(1) Nota del Prof. Gino Loria. — Заба questione venne al dì nostri ugsi- 
duameute studiata, da un puuto di vista speciale, da un matematico, C. H. 
Hinton, che ad essa dedicò parecchie elaborate pubblicazioni, di due delle 
quali (4 new era of throught, London 1900; The fourth dimension, idem. 1904) 
mi fu dato di prendere conoscenza diretta. L'Hinton, convinto dell'esistenza 
dello spazio a quattro dimensioni, si prefisse di organizzare un sistema di 
esperienze che ponessero in grado tutti di constatarla in modo indiscutibile. 
Equiparandoci ad esseri affetti da cecità rispetto alla quarta dimensione, 
egli volle ististuire un sistema educativo del genere di quello in uso pei di- 
sgraziati che dalla nascita воло privi della vista. Ma evidentemente, l'ana- 
logia tra i due casi è limitata; giacchè i maestri del ciechi sono persone che 
vedono, mentre non credo esistano individui che abbiano cognizione della 
quarta dimensione, e, d’altronde, la nozione «dello spazio a tre dimensioni 
viene acquistata per altre vle, oltre quella del nostri occhi. Il mezzo o l'ar- 
tificio usato dall'Hinton per conseguire il proprio scopo sta nello sviluppo 
della ben nota considerazione di enti (fittizii) a due dimensioni, capaci «i ra- 
gionare al pari di noi; egli, cloè, si storza di costruire, per poi estenderlo, 
il processo logico mediante cui un tal essere potrebbe giungere ad acquistare 
la nozione del nostro spazio. A tale scopo usa di una collezione di cubi poli- 
eromi, che, oppurtunamente disposti, costituiscono una figura da assimilarsi 
alla proiezione d'una figura iperspaziale, ma per quanto siano ammirabili gli 
sforzi fatti dal Sig. Hinton per giungere così ad immaginare e far concepire 
una quarta dimensione, è lecito dubitare che egli abbia compiuto il gran 
passo; onde, a lettura finita, molti, al par dl me, riconosceranno, che egli 
non è riuseito 2 trasfondere in ultri la fede che lo anima. 
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studia sotto la guida di Euclide, quanto lo sono le più com- 
plicate configurazioni investigate dalla geometria moderna; 
ideali sono i numeri immaginarii, quanto gli spazii a più di- 
mensioni e tutti gli altri enti introdotti nella scienza dal ma- 
tematico mediante semplici definizioni. Tale essendo la natura 
degli enti matematici, è chiaro che la scienza che io qui inde- 
gnamente rappresento non aspira (e, secondo me, non ne è 
capace) a porgere al fisico quelle prove che egli invano ha 
cercato per altre vie. 

«Scendendo a qualche più minuto particolare, osserverò che 
il capitolo di ipergeometria del quale si giova l'autore delle 
argomentazioni che io intendo esaminare, concerne le figure 
che corrispondono nello spazio a quattro dimensioni agli or- 
dinari poliedri regolari, figure che in quest’ultimo mezzo se- 
colo vennero studiate a fondo da uno stuolo di geometri, un 
esiguo numero dei quali è noto al nostro autore. Rappresen- 
tando tali figure sopra lo spazio nostro, mediante un proce- 
dimento modellato su quello che, a partire da Vitruvio, usano 
gli architetti per rappresentare un edificio (iconografia ed or- 
tografia, oppure pianta ed alzato), si ottengono dei poliedri 
variamente intrecciati, la cui possibilità è accertate nel modo 
meno discutibile da bellissimi modelli in filo di ferro posti in 
commercio dalla Casa Schilling di Halle a. S. Ma dall’esistenza 
di tali poliedri nulla può inferirsi riguardo a quella di dette 
figure a più dimensioni e quindi in genere dello spazio qua- 
druplicemente esteso. 

«Infatti esse vennero ottenute partendo dall’ ipotesi che esi- 
stesse uno spazio conforme pienamente al nostro spazio, ma 
in cui fossero concessi dei movimenti con quattro gradi di li- 
bertà, e svolgendo logicamente le conseguenze di tale suppo- 
sizione. Ora il fatto che questi abbiano un’indiscutibile esi- 
stenza serve bensi a dimostrare che l'ipotesi di una quarta 
dimensione, non conducendo ad alcun assurdo, é immune da 
qualunque contraddizione in sè stessa, ma non può in alcuna 
guisa servire ad elevare quest' ipotesi al grado di verità acqui- 
sita dalla scienza. 

« Giova qui notare che nemmeno altri capitoli di geometria 
o alcune discipline fisiche possono condurre ad una inoppu- 
gnabile dimostrazione dell’ esistenza di uno spazio a quattro 
dimensioni, contenente lo spazio che noi percepiamo. È vero 
che, ainnessane l'esistenza, si ё riusciti a dur ragione di pn- 
recchi fenomeni ottici ed elettrici (che il nostro autore ricorda) 
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ed anche a spiegar la struttura molegolare di alcuni composti 
organici. Ma ciò prova soltanto essere la nozione di spazio a 
quattro dimensioni sufficiente ma non necessaria per la spie- 
gazione di quei fatti, distinzione questa che si vedrà essere 
di capitale importanza quando, ad esempio, si rifletta che un 
gran numero di fatti connessi alla teoria della luce si possono 
spiegare egualmente bene coll’ipotesi dell’ emissione quanto 
con quella dell ondulazione. Similmente dicasi dei sorpren- 
denti fenomeni che gli spiritisti chiamano apporti e che rie- 
scono di facile intelligenza ai credenti nella quarta dimensione; 
ma chi potrebbe affermare che (accertatane la realtà) essi 
non possono riuscire egualmente giustiflcabili in base ad altre 
considerazioni meno metafisiche ? 

«Né può, secondo me, invocarsi come prova dell’esistenza di 
uno spazio a quattro dimensioni il fatto che col suo mezzo si 
riesce a fare sparire una diversità di comportamento del piano 
e dell’ordinario spazio, riferentesi alle figure simmetriche, di- 
versità che consiste nell'impossibilità di far coincidere due 
figure a tre dimensioni simmetriche rispetto ad un piano (per 
esempio due guanti di uno stesso paio). Ora è ben vero che 
ammettedo l’esistenza dello spazio a quattro dimensioni si 
riesce a stabilire la perfetta analogia, anche in questo ri- 
guardo, tra il piano e lo spazio ordinario; ma chi obbliga ad 
ottenere tale risultato? Piano e spazio hanno delle analogie 
molteplici, ma presentano anche delle differenze sostanziali 
incancellabili; così, nel piano esistono infiniti poligoni rego- 
lari, mentre lo spazio non contiene che un numero finito di 
poliedri regolari; nel piano si hanno infinite trasformazioni 
conformi, mentre nello spazio la sola trasformazione per raggi 
vettori reciproci conserva gli angoli; così la teoria dell’ equi- 
valenza per figure piane limitate da rette si può stabilire senza 
ricorrere a considerazioni intlnitesimali, mentre le corrispon- 
denti questioni dello spazio non possono venir sciolte che con 
l'aiuto di siffatte considerazioni; inoltre la nota rappresenta- 
zione degli odierni numeri complessi non può venire estesa 
allo spazio senza mutare tolalmente natura e carattere, ecc. 
Ma, ammessa anche per un momento l' imprescindibile neces- 
sità di eliminare quella diversità di contegno, chi ha sinora 
dimostrato che non sia possibile farlo se non ricorrendo alla 
ipotesi che stiamo attualmente discutendo ? 

« Riassumendo, dunque, io ritengo che la geometria e la f- 
sica, sinchè si limitano ad adunare dei fatti che si possono 
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spiegare ammettendo che il nostro spazio sia immerso in uno 
a quattro dimensioni, del quale esso sarebbe una semplice 
traccia, non possono fornire il baconiano argumentum cructs 
atto a provare l'esistenza di questo. Aumenterebbero certa- 
mente le probabilità di tale esistenza ove, ammessala provvi- 
soriamente stabilita, si riuscisse a preconizzare fenomeni ve- 
rificati poi dall’ esperienza. Ma anche ciò non sarebbe ancora 
una prova definitiva; perché è pur noto che la teoria vibra- 
toria della luce ha oggi molti oppositori, quantunque, dopo le 
memorabili ricerche di Fresnel, abbia guidato Hamilton alla 
scoperta di un notevole fenomeno (la refrazione conica) che 
dianzi era sfuggito ai fisici ». 
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DI ALCUNI PARADOSSI 


Moto. 


La definizione usuale : « Dicesi forza qualsiasi causa atta а 
produrre o modificare il movimento d'un corpo» si presta ad 
appunti, quale ad esempio, quello che si potrebbe confondere 
la forza con una Zocomotica. 

Non è sempre facile rendersi ragione esatla dell’effetto pro- 
dotto da una forza. Ecco, ad esempio, un problema assai sem- 
plice, al quale probabilmente molte persone si troverebbero 
imbarazzate n rispondere in modo esatto: « Una fune di peso 
trascurabile passa nella gola d'una carrucola; ad una estre- 
mità di essa corda si fissa un peso di 70 kg. e all' altra si ap- 
plica un uomo di ugual peso; il tutto è sospeso in aria, in po- 
sizione di equilibrio; se l' uomo sale arrampicandosi lungo la 
corda, il peso sarà messo in movimento? E se si, in quale 
senso si sposterà ? 

L’ inerzia dei corpi ci dà spiegazione di molti fatti ai quali 
assistiamo quotidianamente e di altri che si possono escogi- 
tare; parecchi ne abbiamo esposto in una pubblicazione alla 
quale rimandiamo il Lettore, tanto più che la materia non è 
strettamente attinente al soggetto di questo libro (1). 

Paradosso di Zenone. — Diceva il filosofo greco Zenone: 
Una freccia non può muoversi dove non è, e poiché non può 
spostarsi là dove si lrova, nello spazio che essa occupa esat- 
tamente, ne segue che non può essere inessa in movimento, 
Е non valeva per lui l’ osservazione che l'idea stessa del mo- 


(0) 700 Giuochi di fisien chimica, ecc. di 1. Guers, 2° edizione di pag. 463, 
Gurksi, — Matem, dilett. 43 


Wwww.rcin.org.pl 


== 

vimento della freccia implicava il suo passaggio dallo spazio 
occupato ad un altro punto dello spazio; egli mostrava di 
credere che l’ apparenza del movimento d’un corpo fosse un 
fenomeno prodotto dalle apparenze successive d’un corpo in 
riposo, ma in differenti posizioni. 

Quel filosofo considerava l’idea stessa del movimento come 
inconcepibile essendoché ciò che si sposta deve raggiungere 
il mezzo della sua corsa prima di averne raggiunta l’ estre- 
mità. La supposizione del movimento presuppone dunque un 
altro movimento; questo ne presuppone a sua volta un altro 
e così di seguito, indefinitamente. 

Achille e la tartaruga, altro paradosso di Zenone. — 
Zenone, pretendeva che l' agile Achille non avrebbe mai rag- 
giunto la Tartaruga sebbene camminasse con velocità dieci 
volte maggiore, ammesso che essa avesse su di lui un van- 
taggio, p. es., di 1000 unità lineari. Egli ragionava così: Mentre 
Achille percorre le mille unità d’anticipo, la Tartaruga per- 
corre 100 di tali unità ; mentre Achille percorre queste 100 unità 
la Tartaruga ne percorre 10 e cosi di seguito; cosicché, se é 
vero che Achille va sempre più avvicinandosi ulla Tartaruga, 
è pur vero che ne rimarri sempre distante d'un certo spazio. 

Siccome, secondo Zenone, l idea comune di movimento é 
contradditoria (vedi paradosso precedente) ne deduceva che il 
suo ragionamento fosse una conferma del suo modo di vedere. 

L'errore di Zenone si puó mettere in evidenza osservando 
che il tempo impiegato da Achille per raggiungere la Tarta- 
ruga può essere diviso in una infinità di parti che divengono 
di più in più piccole e costituiscono i termini di una pro- 
gressione geometrica decrescente; la somma di tutti questi 
termini dà il tempo finito dopo il quale Achille raggiungerà 
la Tartaruga. Ma Zenone negava appunto che lo spazio en il 
tempo siano indefinitamente divisibili. 

Paradosso di Zenone, sul tempo. — Non solo Zenone so- 
stenne l’ inammissibilità della divisibilità infinita del tempo, 
ma anche quella d’una misura minima del tempo. 

E intendeva dimostrarlo con questo sottile ragionamento. 

Sia f il più piccolo intervallo di tempo che sia possibile con- 
cepire. Consideriamo tre retie orizzontali divise ciascuna in 
tre parti uguali p e coi punti di divisione disposti sulle stesse 
verticali, in modo che riescano esattamente sovrapposti i seg- 
menti : 


ац Ips br bu сме о! 
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Immaginiamo ora che la seconda retta si sposti nel tempo £ 
verso destra d'una lunghezza p, mentre simultaneamente la 
terza retta si sposta verso sinistra di altrettanto. Si troveranno 
così a corrispondere verticalmente i tre segmenti b , а’, c! 
dopo il tempo £. Cosicché durante questo tempo £ (per ipotesi 
indivisibile) la lunghezza a! è passata verticalmente al disotto 
delle due lunghezze b" e с". Dunque il tempo £ è divisibile, 
contrariamente all’ipotesi fatta. 


a b c 
+ r- E 
a! b' (e 
H lo == al 
n" b' c" 
PA —— à 
Fig. 640, 


Movimento angolare. Questo esempio dovuto a J. Richard 
riguarda il movimento su di una spirale logaritmica. In esso 
si vede come un corpo che si sposti con velocità uniforme e 
lentamente quanto si voglia, può in un tempo finito, girare 
attorno ad un punto un numero infinito di volte. 11 risultato è 
esatto, con le convenzioni ordinarie della matematica. 

Una retta O M ruota attorno ad un suo punto O e in pari 
tempo un mobile M percorre la retta in modo che se l'angolo 
che fa OM con una direzione flssn O X cresce in progressione 
aritmetica, la lunghezza OM cresca in progressione geome- 
trica, la curva descritta dal punto M è una spirale logarit- 
mica. Ad ogni rotazione di 360° del vettore О M corrisponde 
una spira. Se si fa rotare О M in senso opposto, la lunghezza 
OM decresce in luogo di crescere e M descrive delle spire 
man mano piü ravvicinate ad O. Tutte le spire sono simili e 
la lunghezza di ciascuna é una frazione costante della lun- 


ghezza della spira precedente, per esempio i , e nell'interno 


d'una spira qualsiasi vi è un numero infinito di spire le cui 
lunghezze diminuiscono di più in più coll'avvicinarsi al polo О. 

Consideriamo ora un mobile P che si sposti in modo uniforme 
sulla spirale procedendo verso il polo. Se esso percorre la prima 
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spira in s secondi, impiegherà E secondi a percorrere la se- 
conda spira, ^, secondi a percorrere la terza, e cosi di seguito. 
fe 


Esso raggiungerà dunque il polo dopo: 


(+ 


È MUR к sn ; PARO ` E 5 
secondi, cioé in 2 ү secondi, La velocità è uniforme e si 


vede cosi che in un tempo finito il mobile P avrà percorso un 
numero infinito di spire, cioè avrà rotato un numero infinito 
di volte attorno al polo O. 

Il paradosso del doppio cono. — Uno strano e sempli- 
cissimo esperimento di fisica che viene eseguito frequente- 
mente nelle scuole, consiste nel veder risalire un doppio cono 


su due guide inclinate in modo che il movimento sembra con- 
trastare col fenomeno tanto comune della caduta dei corpi; 
infatti il doppio cono sale, ai nostri occhi, lungo le guide, senza 
aver ricevuto alcuna spinta (fig. 641). 
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Quanto al doppio cono sarà facile farlo con carta da disegno; 
si fanno i due coni tagliando nella carta due settori circolari 
di angolo eguale ; si fissano con gomma lungo le generatrici 
tagliate e quindi per le basi. Le guide poi possono essere due 
bastoni lisci sestenuti da due libri (1). 


La fig. 642, di profilo, spiega in qual inodo avvenga il movi- 
mento. Effettivamente il centro di gravità G del doppio cono 
si sarà abbassato passando dalla posizione | alla posizione 2, 
sicchè si tratta di una vera caduta lungo le guide inclinate ; 
nessun punto del doppio cono si trova più alto in fine di corsa 
che ha principio, ma invece sono tutti più bassi. Naturalmente 
occorre che tra l’inclinazione della generatrice dei coni, quella 
delle guide e l'angolo da esse formato esista una certa rela- 
zione affinchè il moto possa prodursi. 

In una memoria inserita nei C. R. delle sedute dell’Accademia 
delle Scienze di Francia (2) A. Mannheim dimostrò che lo spo- 
stamento del doppio cono si ottiene vincolandolo ad un cilindro 
le cui generatrici sono orizzontali e la cui sezione retta è una 
spirale logaritmica, cilindro che ruzzola sul piano delle diret- 
trici di appoggio dei due coni-guide. 

H. Rejal, che studiò analiticamente questo problema in modo 
esauriente (3), lo studiò pure nel caso in cui al doppio cono 
mobile si sostituisse una sfera, e trovò che il suo centro de- 
Scrive un'ellisse, e Mannheim a sua volta (4) dimostrò che il 
moto di tale sfera si ottiene vincolandola ad un cilindro le cui 
generatrici sono orizzontali e la cui sezione relta è una epi- 
cicloide ordinaria, cilindro che ruzzola sul piano delle diret- 
trici. L' intersezione di questo cilindro e della sfera è il luogo 
dei punti di contatto della sfera e delle direttrici, 


(1) Dal mio libro «700 giochi di tisien, chimica, есе.» Hoepli, 2* ed. 1911, p. 55. 
(2) 1900 secondo semestre pag, 634 e 817. 
(3) 1900 secondo semestre pag. 547. 


(4) 1900 secondo semestre pag. 6k. : 
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Il boomerang (1) — E questo il nome (clie si pronuncia in 
italiano bumerang con la g quasi muta) d'un' arme usata dal 
selvaggi dell'Australia per colpire la selvaggina, i frutti o qual- 
siasi altro bersaglio. La sua forma varia alquanto, ma quella 
indicata nelle fig. 643 e 644 è la più usata. In ogni modo la sua 


Fig 643. 


caratteristica, che lo rende tanto interessante, consiste nel 
fatto di ritornare presso il lanciatore dopo aver descritto 
traiettorie fantastiche, varie a seconda del modo con cui venne 
lanciato e delle quali le fig. 645 e 646 possono dare un'idea, e 
dopo avere o no colpito il bersaglio. 


UNES B Lame 
A B 
Fig, 644, 


Z Questo strumento, tanto più sorprendente per essere stato 
inventato (o forse scoperto per caso) du selvaggi che occupano 
uno degli infimi posti nella scala etnologica, ha dato luogo a 
indagini matematiche le quali però non valsero a mettere 
completamente in chiaro il suo funzionamento. 

Esso consiste in un pezzo di legno (иго e sottile, appiattito, 
con gli orli taglienti ed estremità appuntite. La fig. 648 lo rap- 
presenta visto di fianco, cioè con la sua forma arcuata, e visto 
per orlo, cioè nel suo piano. 


(1) Dal mio libro giù citato « 700 giochi ed esperienze dileltevoli e faoili di 
fisica, chimica. storia naturale, pazienza e abilità » 2* edizione, pag. 8 - Editore 
Hoepli - Ivi il Lettore potrà trovare indicati varii modi di riprodurre in modo 
facile il boomerang degli Australiani. 
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I cinque punti neri rappresentano la posizione delle dita 
della mano che deve lanciarlo. È però da notare come non 
sempre i due tagli del boomerang si trovino in uno stesso 

4 5 
as A < 


D 


Fig. 645, 


piano, uno per esempio, (per una metà dell'arma) rivolto verso 
un estremo in alto, e l’altro (per l'altra metà) verso 1’ altro 


0 SION ero 


Fig, 646, 


estremo in basso. Qualche volta le foglie morte cadendo dalla 
pianta descrivono curve che ricordano alquanto le traiettorie 


del boomerang. : 
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Questo viene dai selvaggi lanciato in varii modi, ma sempre 
imprimendogli un movimento di rotazinne orizzontale ossia 
attorno ad un asse press’a poco verticale. La trottola, e meglio, 
il giroscopio, dimostrano come un corpo animato da rapido 
movimento di rotazione possa resistere a tutti i tentativi di- 
retti a spostare il suo piano di rotazione, contro i quali s'in- 
contra una resistenza la cui azione è affatto diversa da quella 
della gravità. L'impulso impresso dal lanciatore al boomerang 
gli comunica una tendenza a muoversi in una data direzione, 
ma la sua forma e quella dei suoi margini gli farebbero assu- 
mere fin dall'inizio movimenti irregolari che finirebbero col 
divenire simili a quelli d'una foglia cadente o d'una carta da 
gioco lanciata in aria. Ma il movimento rotatorio impresso al- 
l'arma nelio stesso momento del lancio, vale a regolarne il 
moto, e tale movimento rotatorio è favorito dalla forma fal- 
ciata del boomerang. 

La fig. 645 rappresenta le traiettorie direi normali del boo- 
merang, essendo in A B il lanciatore. La spiegazione delle 
traiettorie più complesse (fig. 646) va ricercata nell’inclina- 
zione ineguale delle due parti dell’arma verso l’orlo come ve- 
desi nella fig. 644, che determina variazioni alterne di velocità 
dovute alla maggiore o minore facilità di fendere l’aria, rela- 
tiva ai due corni del boomerang. 

La legge di Hauksbee. — La pressione esercitata sulle 
pareti di scorrimento da un fluido animato da moto rapido è 
minore di quella da esso esercitata allo stato di riposo e tale 
pressione varia in ragione inversa della velocità, 

Questa legge è facile a verificare nel movimento Punu cor- 
rente d'aria entro un tubo. 

L'esperienzu designata qualche volta eol titolo di mistero 
pneumatico (1) trova la sua spiegazione in questa legge di 
Huuksbee, Si tratta di un tubetto di latta munito ad una delle 
estremità d'una piccola coppa, in modo da olfrire nel com- 
plesso la forma d'una piccola trombetta; disposto coll’ asse 
verticale e lu svasatura in alto e collocata una sferetta sul- 
l’orifizio del tubo, nella coppa, soffiando con forza nel tubo 
stesso si ha questo strano risultuto, che la pallina non viene 
lanciata lontano, ma rimane sollevata a piccola distanza dal- 
l’orifizio. Ciò dipende dall’essere la pressione dell’aria esterna 
superiore a quella dell’aria uscente dal tubo. 


(1) Vedasi nel già citato « 700 giochi, есе.» pag. 325, 
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Si può disporre quest’esperienza in altri modi, per esempio, 
così: All estremità d'un tubo diritto si dispone, a breve di- 
stanza dall’orifizio, un disco di carta, infilato in modo da po- 
tere scorrere, in tre fili di ferro fissati al tubo, nella direzione 
del suo asse. Soffiando con forza e in modo continuo nel tubo 
si osserverà che il disco di carta anziché essere spinto all’in- 
fuori tenderà a scorrere verso l’oriftzio del tubo. 


Moto perpetuo. 


Il inoto degli astri, la vita che anima l’universo rappresen- 
tano per noi, che non possiamo concepire nell'Universo stesso 
principio né fine, un movimento perpetuo, esterno. Se passiamo 
però a considerare le cose del punto di vista più ristretto del 
nostro globo o, sia pure, del nostro sistema solare, compren- 
diamo benissimo come il movimento della massa oceanica, 
causa delle maree, non possa considerarsi come un moto per- 
petuo, ma ristretto alla durata di un periodo dell'esistenza 
della nostra Terra; lo stesso dicasi del moto delle acque con- 
tinuamente sollevantesi sotto forma di vapore e ricadenti in 
piogge e nevi, delle correnti aeree e marine, ecc. eco. 

Ma per moto perpetuo поп s'intende questo, in meccanica. 

I cercatori di questo muto........ introvabile, si propongono di 
costruire una macchina ancor piü perfetta del sole e della 
terra, che possiamo già antivedere spenti, morti, sia pure con 
un anti molto lato. Essi vogliono la macchina capace di con- 
servare indefinitamente il moto acquisito per effetto d'un im- 
pulso iniziale, non solo, ma ili produrre un lavoro utile cioè 
di generare dell’energia durante il suo moto. Problema che 
sarebbe già impossibile pur accontentandoci che la macchina 
avesse semplicemente a mantenersi in moto senza far la ge- 
nerosa favorendoci del lavoro per soprappiù. 

Carnot definiva il motore perpetuo come quello capace di 
creare la potenza motrice in quantità illimitata e di attin- 
gere in sè stesso le forze necessarie per accelerare il suo mo- 
vimento. 

Il principio della conservazione dell’ energia ha dimostrato, 
spiegandola, l'impossibilità del moto perpetuo. L’ energia non 
si crea; essa non fa che trasformarsi. In un sistema isolato 
la somma totale delle energie — azione e reazioni — è co- 
stante; quindi, essendo impossibile ridurre a sero l’ attrito 
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e le altre resistenze passiece, non è possibile costrurre una 
macchina o un apparecchio di qualsiasi genere nel quale il 
moto iniziale si conservi in perpetuo, senza intervento di 
nuove forze esteriori. 

Nondimeno, infinite sono le teorie e gli apparecchi escogi- 
tati per realizzare il imoto perpetuo che, secondo gli inventori, 
sarebbe, per merito loro, finalmente scoperto o inventato. For- 
tunatamente molti inventori si sono limitati a svolgere le loro 
idee teoricamente soltanto, senza sciupare i proprii denari, 0 
peggio, quelli del prossimo in pratiche applicazioni. 

Ma quanti non hanno invece sciupato ingegno (chè alcuni 
non ne mancavano) tempo e quattrini nella costruzione di con- 
gegni che finivano sempre col fermarsi, non già perché non 
fosse scoperto il cero principio del moto perpetuo ma....... per 
imperfezioni nella costruzione....! E guai a contraddirli. 

A dir vero ho parlato di questi inventori in tempo passato, 
come se se ne fosse ormai spenta la specie, il che non è, pur- 
troppo. Certamente il prc gredire dell’ istruzione ha diminuito 
considerevolmente il loro numero, ma ve ne sono ancora e ve 
ne saranno sempre. Si può affermarlo con tutta certezza. Sono 
i degni fratelli dei quadratori del circolo e compagnia (1). 

Non varrebbe la pena di occuparsi 

‘A dei tentativi inani di questi maniaci, 
ma trattandosi qui di curiosità mate- 
matiche accennerò a qualcuno di essi, 
Pa — i. — Abbiasi un cilindro liscio e mo- 
М A bilissimo attorno а due perni P, P". Sia 
AB una parete piana verticale, tan- 
| Р gente al cilindro stesso ma senza im- 
pedirne la rotazione. Altre due pareti 
verticali poggino alle due estremità 
sulle базі del cilindro, lasciando pas- 
saggio ai pernii, sempre senza impe- 

в dire la rotazione del cilindro. Riem- 
Fig. 647. piendo di mercurio lo spazio com- 
preso fra la parete A B e il cilindro, 


(1) Ricordo io stesso di avere assistito in Genova, intorno al 1884 ad una 
conferenza di certi Ghisi e Ing. (!) Biondi su una mirabolante invenzione del 
genere con presentazione di modelli del congegno, che non avevano nè capo 
nè coda, come le forinole spiegative dell'Ing. che ne esponeva la teoria. Ma 
il pubblico bevve, e dopo qualche tempo il Ghisi spariva dopo avere aperpe- 
rate (1) un centomila lire del creduli e troppo ingenui azionisti, 
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il peso del mercurio dovrà (!) far girare il cilindro nel senso 
della freccia, ancorchè il mercurio non cada dalla cavità in 
cui si trova, vale a dire in perpetuo. 

EI. — Si scalda del mercurio in una caldaia di ferro munita 
d'un tubo come un alambicco, per il quale i vapori di mercurio 
vengono addotti in alto, ad una camera rifrigerante dove si 
condensano e dalla quale cadendo generano un movimento 
che trasformato in calore servirà a mantenere costantemente 
il ciclo del movimento cioè la circolazione del mercurio, pro- 
ducendo inoltre durande la caduta un lavoro utile (1). 

ME, — La forza attrattiva della calamita non si estingue ; 
anzi si rafforza mantenendola, per cosi dire, in esercizio me- 
diante il contatto con le armature. 

Abbiasi dunque un pendolo semplice, ad asta rigida, la cui 
massa pesante sia di ferro; per quanto perfetta se ne possa 
fare la sospensione, la resistenza da essa opposta al moto del 


A 


BL 
Fig, 648, 


pendolo, e la resistenza dell’aria finirebbero col fermarlo, di- 
struggendo 1 etfetto dell’ impulso iniziale. Ma, collocando una 
calamita C presso l'estremo B dell'arco d'oscillazione la sua 
forza attrattiva farebbe percorrere al pendolo Г arco D B che 
le resistenze passive gli avrebbero impedito di percorrere, 
Senonché il pendolo pervenuto a contatto della calamita non 
ricadrebbe più. Si tratta quindi di eliminare l’azione della 
calamita appena ottenutone il soccorso. Non potendo far questo 


(1) Anche per l'applicazione di questo apparecchio che ho potuto ammirare 
in una bellissima incisione in rame, venne costituita in Genova nel 1842 una 
regolare Società, e l'apparecchio stesso era brevettato negli Stati Sardi | 
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col ritirare la calamita perchè occorrerebbe vincere, tra altro, 
la resistenza opposta dalla massa del pendolo a staccarsene, 
si potrebbe interporre fra il pendolo e Ia calamita un arresto 
in modo che il pendolo non potesse venire con essa a contatto 
e nello spazio intercorrente intercalare poi un diaframma an- 
timagnetico per bilanciare l’azione della calamita e restituire 
quindi il pendolo in balia della gravità. Questo movimento 
automatico d’ interposizione del diaframma (semplice scorri- 
mento) si otterrebbe dalla forza generata dalla caduta del 
pendolo, vale a dire verrebbe considerato come altra delle 
forze passive causa della differenza tra A C e A D. Senza di- 
scutere i particolari del ragionamento resterebbe sempre da 
scoprire la sostanza antimagnetica. 


Fig. 649. 


IV. — La 05. 649 rappresenta una «delle disposizioni più co- 
muni di apparecchi a moto perpetuo...... Si tratta d’una ruota 
a scompartimenti o cassette in ciascuna delle quali può muo- 
versi una palla pesante. La ruota può muoversi molto libera- 
mente attorno all’asse. 

Senza le sfere l'apparecchio sarebbe in istato d’ equilibrio 
indifferente; ma con le sfere, che prendono le posizioni se- 
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gnate in figura, il sistema doerebbe, secondo gli inventori, 
mettersi in movimento, pel fatto che essendo le palle nella 
parte destra della ruota più distanti dall'asse, la somma dei 


Fig. 650. — Ruota a palle di Geremia Mitz. 


loro momenti rispetto all’asse stesso dovrebbe risultare mag- 
giore della somma dei momenti delle sfere della metà sinistra 


Fig. 651. — Ruota a soffletto di R. Lamy. 


della ruota. Il fatto è che le due somme si equivalgono sempre 
ed essendo una positiva e l’altra negativa il sistema non ha 
alcuna tendenza al moto, né a conservare quello che gli fosse 
stato impresso. 
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Lo stesso dicasi per apparecchi simili nei quali alle sfere 
sono sostituite palette snodate (fig. 650). 

Analoga alle ruote rappresentate nelle fig. 648 e 649 è l’altra 
che vedesi nella fig. 651. Ogni suo raggio lia un canale che 
mette in comunicazione le due camere a soffietto C e D, uno 
all'estremo del raggio e l'altro al mozzo. Il coperchio dei sof- 
filetti è caricato d'un peso. Il meccanismo docrebbe mettersi 
in moto e....... non fermarsi più, quando si fosse introdotto un 
liquido in uno dei due soffietti di ciascun raggio....... 


— Quando però il sistema considerato non sia isolato, si può 
avere che la somma totale d’ energia non sia costante intro- 
ducendo continuamente in esso una certa quantità di energia 
da una fonte esteriore inesauribile; in tal caso il moto per- 
petuo è materialmente realizzato....... finchè la forza esteriore 
non cessi di agire e il consumo degli organi dell’ apparecchio 
gli permetta di funzionare. 

Si hanno in tal modo quei congegni nei quali la forza mo- 
trice é derivata dal calore del sole, dalle maree, dalle cadule 
d’acqua, dalla dilatazione e contrazione dei corpi dovuta al 
variare della temperatura atmosferica, dall’igroscopicità di 
sostanze chimiche, dalla variazione delle pressione atmosfe- 
rica, есе., ecc, — Darò anche di questi apparecchi un breve 
cenno senza parlare dei più comuni (motori idraulici, ecc.). 

I. — Nella seconda metà del secolo ХУШ esisteva a Parigi 
un orologio nel quale il movimento del pendolo era ottenuto 
per effetto della dilatazione d’una sbarra d’urgento pel va- 
riare della temperatura ambiente. Questi congegni potrebbero 
essere muniti di aceumulotori di energia (pesi sollevabili). 

11. — Ball indica pure un orologio da tasca contenente un 
piccolo peso d’acciaio che si innalza ad ogni passo della per- 
sona che porta l’orologio, indi ricade caricando così a poco a 
poco la molla. Un percorso di 3 km. è sufficiente per caricare 
l’orologio per 24 ore. 

III. — Ruota di Barlow. Questa esperienza venne imma- 
ginata per mettere in evidenza l’azione esercitata da una ca- 
lamita su di una porzione di corrente mobile. 

Una ruota di rame, dentata, alleggerita con trafori nelia 
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parte centrale, può ruotare attorno ad un asse FG. Quando 
essa gira, i suoi denti vengono a lambire la superficie d’ un 
bagno di mercurio in una vaschetta ED. 

Una corrente elettrica arriva al mercurio pel bottone C e, 
per i denti della ruota perviene al suo asse d'onde ritorna al 
polo negativo. Una calamita AMB, fissata al supporto ha i suoi 
poli rivolti alle due faece della ruota. 

Abbiasi un osservatore situato verticalmente nella corrente 
mobile, con la testa verso l’asse FG. Se guarda verso il polo 
boreale B, sarà sollecitato da una forza diretta verso la sua 


Fig, 652, 


sinistra da D in E. Se si volta in niodo da guardare il poio A, 
sarà spinto verso la sua destra, cioé ancora da D verso E poi- 
ché la sua destra avrà mutato posizione nel suo voltarsi. Per 
conseguenza la ruota che conduce la corrente dovrà rotare 
da D verso E, come infatti è confermato dall'esperienza. Se ne 
conclude che l'azione dei poli d'una calamita sopra un ele- 
mento di corrente ha realmente la direzione indicata. 
Cosicchéè la ruota di Barlow ci offre un notevole esempio di 
rotazione continua prodotta da azioni elettromagnetiche, La 
forza ehe la calamita esercita sulla ruota è costante poiché 
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nessuna deformazione si produce nell'apparecchio per la rota- 
zione della ruota; ne segue che /« celocità acquistata dall'ap- 
parecchio aumenta ad ogni giro, e aumenterebbe senza limite, 
ѕе....... da un lato gli attriti da vincere non асіѕѕего in senso 
contrario a quello del movimento per limitarne la velocità, e 
se d’altra parte i fenomeni d'induzione non diminuissero l’ in- 
tensità della corrente tanto più energicamente quanto più 
grande é la velocità e più considerevole il lavoro compiuto 
dalla corrente. 


Vig. 613, 


IV. — La ruota automotrice. Questo singolare ;аррагес- 
chio formava una delle attrattive dell’ esposizione о concorso 
di giocattoli indetto a Parigi dal Sig. Lépine prefetto di polizia. 
È dovuto al Sig. Raimondo Guillot. Consiste in un disco d’una 
materia qualunque: ebanite, zinco, vetro, ece., omogenea più 
che sia possibile, con un largo foro nel centro, attraverso al 
quale passa, senza sfiorarlo, un asse di legno o di ferro. Il disco 
ё mantenuto in posizione perpendicolare all'asse mediante 
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cordicelle di canapa (12 a 15) che passano sulla sua periferia e 
vanno a fissarsi alle due estremità dell' asse. Questo ruota su 
dei cuscinetti a biglie, La parte inferiore del disco è immersa 
in una bacinella d’acqua. Questo apparecchio ruota indefini- 
tamente cioé........ fino a che vi è acqua nella vaschetta. 

Anche qui dunque, niente moto perpetuo. Passiamo a spie- 
gare il moto dell’ apparecchio. 

Si consideri la fig. 654, Abbiasi un asse XY montato su due 
cuscinatti à punta. Nel centro un largo manicotto o mozzo 


Fig. 655. Fig, 056, 


lascia passare, senza toccarla, una sbarra pesante AB soslenuta 
da cordicelle di canapa. Se si fa immergere la parte B nell'ac- 
чиа, la cordicella si contrarrà e farà assumere alla sbarra la 
posizione segnata punteggiata in figura. L’equilibrio sarà dun- 
que rotto e la sharra oscillerà e allora sarà l’estremità A che 
Verrà a pescare nell’acqua; mentre la cordicella XBY dissec- 
cherà e si allungherà, l'altra sarà bagnata e si accorcierà 
facendo risalire la sbarra in senso inverso. L’ equilibrio sarà 
nuovamente rotto, e cosi di seguito. Ma questa disposizione 
non funzionerebbe che come un bilanciere. 


Guxusi, — Matem. dilett. www.rcin.org .pl 44 
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Se si immaginano due sbarre, anzichè una, disposte ad an- 
golo retto (fig. 655) si avrà un movimento di rotazione assicu- 
rato, che si potrà rendere più facile con un numero maggiore 
di sbarre, che nel loro assieme potranno essere sostituite con 
maggior semplicità da un disco come nella fig. 653. 

Si ha uno spostamento del centro, una eccentricità costante, 
come lo indica, esagerandolo, la flg. 656 e il disco gira sempre 
nello stesso senso. 

La velocità è funzione della rapidità d’evaporazione del li- 
quido sulle cordicelle che escono dalla bacinella, Si può sosti- 
tuire l’acqua con alcool o con etere, come pure trovare altre 
sostanze che bagnate si contraggano maggiormente della ca- 
пара ritorta, o più rapidamente. Ecco tutto. 


www.rcin.org.pl 


CURVE DI DEFORMAZIONE 


Nella trazione e compressione dei corpi omogenei e isotropi, 
le tracce delle deformazioni sul contorno esterno consistono, 
prima come dopo il limite di elasticità, in linee avvolte da si- 


nistra a destra o da destra a sinistra, che si sviluppano tutte 
su di un piano qualunque passante per una delle generatrici 
del pezzo di saggio, secondo rette quali AB e CD, inclinate di 
uno stesso angolo sulla direzione dello sforzo. 
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Nel caso d'un cilindro cavo sottoposto a pressione sia interna 
che esterna le deformazioni tagliano le sezioni piane secondo 
spirali logaritmiche coniugate, quali ab e ac fig. 657 aventi il 
polo sull’asse del cilindro, e le superfici cilindriche secondo le 
porzioni di eliche AA ed U (fig. 2). 


Fig, 658. 


Le lastre appoggiate sul loro contorno e sottoposte alla pun- 
zonatura nel centro, danno parimente delle spirali logarit- 
miche ef ed ef' (fig. 3) aventi per polo il centro del punzone. 

Tali deformazioni si manifestano in incavo nella trazione e 
in rilievo nella compressione. 

La fig. 658 offrono altri esempi della regolarità di tali linee 
di deformazione nei metalli (esperienze del Maggiore di arti- 
glieria Hartmann, francese). 
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DOMINO 


Disposizioni rettilinee. 


In quanti modi si possono disporre i pezzi del domino in linea 
retta, seguendo le regole del gioco ? 


L’ elemento iniziale, p. es., un cinque, dovrà essere uguale 
a quello finale. — Consideriamo una combinazione rettilinea 
qualunque. Possiamo immaginarla ridotta a circolare facendo 
combinare il primo numero coll’ultimo. 

In una di tali combinazioni che non contenga doppi, si può 
intercalarvene uno in tre punti distinti. Quindi se C indica il 
numero delle combinazioni circolari senza doppi l’ aggiunta 
del doppio sei, per esempio, darà luogo a 3 C combinazioni ; 
del pari l'aggiunta d'un altro doppio triplicherà il numero di 
combinazioni precedente, cosicchè in definitiva il numero to- 
tale delle combinazioni circolari con doppi sarà di: 


С 2187 С. 


Se ora consideriamo una qualsiasi di tali combinazioni di 28 
pezzi, scegliendo successivamente ciascuno dei 28 pezzi come 
iniziale, ne risulteranno 28 combinazioni rettilinee distinte, da 
cui si deduce che il numero totale di queste è 28 - 37- C. Tutto 
si riduce-dunque a trovare il numero delle disposizioni circo- 
lari che non contengono alcun doppio. 

Il numero C delle combinazioni circolari trovato da Reiss è 
di 129976320 e quello delle combinazioni rettilinee 7959229931520. 

Questi numeri dovrebbero essere divisi per due qualora non 
Si tenesse conto del senso. 
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Il problema generale dei tre in fila. 


Nel gioco ben noto della Tela si tratta di disporre tre pedoni 
si di una medesima fila o retta. Venne proposta una forma più 
generale per questo gioco enunciahile così: Disporre n pedoni 
su di un piano in modo da formare il maggior numero pos- 


Fig. 659, Fig. 660, 


Fig. 661, 


sibile di rette, ciascuna delle quali non contenga che tre soli 
gettoni. Riesce facile disporre i pezzi secondo un numero di 
righe uguale alla parte intera dell’ espressione : 


He- 
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Abbiasi un punto M d'una cubica. Sia N il punto nel quale 
la tangente in M sega la cubica; sia A il punto nel quale la 
tangente in N sega la curva ; la retta MA sega la curva in B; 
NB sega la curva in C; MC in D; ND in E e cosi di seguito. 


Fig. 662, 


I pedoni possono venire disposti nei punti M, N, A, B, C,.... 
Cosicché 9 pezzi possono essere disposti su 8 righe ; 10 pezzi 
su 10 righe ; 15 su 12; 81 su 800; 101 su 1250, ecc. 


Fig. 663, 


Sylvester lia pero dimostrato che la costruzione precedente 
fornisce un numero di terne rettilinee uguale alla parte intera 


dell'espressione; 
+ (n — 1) Q — 2) 
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quando M è un punto dell’ n° ordine sulla cubica, Cosicché si 
possono disporre 9 pedoni in 9 righe (fig. 659-660-661-662-663-664-665) 
10 pedoni in 12 righe; 15 in 30, ecc., eec. 


Fig. 664, 


Non si ha finora una teoria generale che permetta di stabi- 
lire il numero massimo delle righe di tre pedoni che si pos- 
sono ottenere con n pedoni disposti su un piano. 


C 
Fig. 665. Fig, 666, 


Sylvester stesso ha osservato che i numeri dati dalla for- 
mola precedente non sono i limiti estremi che si possono 
raggiungere, come si può vedere nella fig. 666 che dà 10 righe 
con 9 pedoni, 
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Un esagono regolare (fig. 667) fornirebbe una soluzione di tal 
genere nella quale le terne sarebbero : 
ABMo FCM EDM» BCNa АРМ 
FEN, CDP ШЕР АЕР Ma Na Po 


Fig. 668, 


Una proiezione qualunque (fig. 665) costituisce quindi una so- 
soluzione. Questo modo di ottenere soluzioni del problema si 
può applicare ad altri casi; per esempio dalla fig. 669 si può 
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Fig. 669. ^ o È 
Ra Ra 
So F A 
Se 
үл Е 
fd ——— : pe y es AX L^ к. 
Fig. 670, Fig. 671. 
A 
E 
Fig. 672. 
F ô K 
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considerare come dedotta, la йе. 670 che comprende i 6 punti 
A, E, О, F, Re, Sæ. Dalla fig. 671 si possono ugualmente im- 
maginare dedotte le fig. 672 e 673 secondo che si considera 
proiettato il punto C al finito o il punto 4 all’infinito. 


A 


Fig, 673, 


2 R 


Il seguente prospetto indica il numero delle terne in fila che 
si ottengono in ciascuna delle figure che diamo sull’argomento. 


Figura Pedoni Terne 
668-669 6 4 
673 7 5 
670-671-679 7 6 
674 8 " 
658-659-660-t61-070-680 9 9 
665-656-667 9 10 
675 10 10 
663-63-664-681 10 12 
676 1 12 
677 11 14 
678 11 15 
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Fig, 674. Fig. 075. 


Fig, 676, 
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Fig. 627. 


zx 


Fig. 675 


Fig. 679, 
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Fig, 080, 


Fig. 651. 


Fig. 682, 
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Generalizzazione del problema: p in fila. — Dal pro- 
blema dei tre pedoni in linea retta si passa a quello generale: 
Disporre n pedoni sopra un piano, in modo da acere il mas- 
simo numero di volte p di essi in linea retta. 


A 


Fig. 683, 


Eccone alcuni esempi: Nella #5, 683 il pentagono stellato 
A,B,C, D, E, Е, б, H, I, L, fornisce con 10 pedoni 5 righe 
di 4. Nella stessa figura abbiamo con 16 pedoni 15 righe di 4. 

Nella flg. 684 con 19 pedoni abbiamo 10 righe di 5. Questa fl- 
gura non è che una prospettiva di quella che si otterrebbe 
con 10 rette determinate dalle equazioni : 


aq — 0 e=4b 


UE pem zm) == Же 


In questa figura due dei punti sono all’ infinito. 
GuHERSI. — Matem. dilett. 
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Fig, 684, 


Allineamenti diversi. 


Sui lati d'un pentagono si possono disporre 5 pedoni bianchi 
e altrettanti neri, in modo che su ciascun lato se ne trovino 
due hianchi e due neri (fig. 685-686). 


Fig, 685, Fig. 680, 


— Abbiansi 4 pedoni rossi, 4 gialli, 4 verdi e 4 neri; si po- 
tronno disporre per gruppi di quattro, lutti di diverso colore, 
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sulle sei rette che si ottengono unendo i vertici d’un esagono 
in modo da formare due triangoli che si intersecano (esagono 
stellato fig. 687). 


Fig. 688, 


— In un ottagono stellato, con le diagonali, si possono di- 
sporre otto pedoni neri e altrettanti bianchi in 12 righe con- 
tenenti ciascuna due pedoni bianchi e due neri; nella fig. 688 
si vede una delle disposizioni possibili. 
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— Nella fig. 689 costituita dagli ettagoni stellati di prima e 
seconda specie si possono disporre 10 pedoni bianchi e 11 neri 
su 14 righe contenenti ciascuna due pedoni neri e due bianchi. 


Fig. 689, 


ZAN 
Жа АУ 


AS XS 
NUN TAA 


Fig. 690, 


— Come si possono disporre 24 alberi in 28 allineamenli di 4 
alberi eiascuno ? La flg. 690 ci dà la soluzione del problema. 
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— Nello stesso poligono, con la disposizione indicata nella 
fig. 691, si possono ottenere con 28 pedoni 14 righe di 5 pedoni. 


Fig. 61. 


La torre di Hanoi. 


Si tratta d'un gioco o rompicapo consistente in un assicella 
con tre pioli in uno dei quali sono infilati otto dischi di dia- 
metro decrescente, Si tratta di ricostruire la torre formata di 
tali dischi infllandoli in uno degli altri due pioli, a condizione 
di non spostarne che uno ulla volta e di non collocarne mai 
uno su di un'altro piü piccolo. 

Aumentando di uno il numero dei dischi il gioco richiede 
più che doppio numero di spostamenti ; infatti se lo si su risol- 
vere per otto dischi, per esempio, trasportando la torre dal 
primo piolo al secondo si saprà risolverlo per nove. Si traspor- 
tano dapprima gli otto dischi superiori sul terzo piolo, poi il 
nono sul secondo e poi su questo gli altri otto. Dunque aumen- 
tando 1а torre d'un piano il numero dei tratti diventa doppio, 
più uno. Occorrono perciò : 


Per una torre di 2 piani N. 3 tratti 
» » 3 >» жу » 
» » 4 » » 15 » 
» » TEN » 31 » 
» » 6 > » 63 » 
» » 2l. 53 » 127 » 
» » 8 » » 255 » 
» » 9 >» » 511 » 
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Fig. 692, 
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Supponendo di fare un movimento per secondo occorrono 
più di 4 minuti per ispostare la torre di otto piani. 

Quando la torre fosse composta «i 64 dischi occorrerebbe un 
numero di spostamenti dato да: 


254 — 1 = 18446744073709551615 


numero che corrisponde a quello dei grani di frumento ri- 
chiesto al monarca indiano Sheran da Sissa, l’inventore del 
gioco degli scacchi (vedi a pag. 86). 

Nel caso del gioco della Torre di Hanoi occorrerebbero, ope- 
rando nel modo sopra indicato, più di cinque miliardi di secoli 
per terminare il gioco...... e sarebbe davvero il caso di impie- 
garli meglio. 


Problema degli otto gettoni. 


Ecco otto gettoni disposti in linea retta : 


[1] ГЇЇ ЇЇ 


In qual modo occorre spostarne quattro, facendoli saltare 
sopra due deyli altri per розаг sopra un terzo, in modo da 
ottenere in definitiva quattro pile di due gettoni? 

Ecco il quadro degli spostamenti successivi da operare, indi- 
cando con 0, 1, 2, il numero dei gettoni che si trovano in una 
data posizione: 


Е TA WM wat 1 

Joc mI IMS O УЧЕ 

il 2 0 d 0 i 2 1 

2 2 0 0 0 1 2 1 

P 2 0 0 0 0 2 2 
Osservazione. -- Si può fare lo stesso problema con nu- 


mero maggiore di gettoni, purchè pari. Infatti collocando il 
gettone N. 4 sul primo si può considerare la serie come dimi- 
nuita di uno. Con 6 gettoni però il problema è impossibile. 

Così pure, in luogo di saltare due gettoni si può saltarne tre, 
partendo da una riga di 12 gettoni e proponendosi di trasfor- 
marla in quattro pile di tre pezzi ciascuna, 
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Lo svolgimento delle operazioni è indicato nel seguente pro- 
spetto: 


pe Det Rn 
1 2 1 HL TREE 
1 2 И 0 4 d ат 
Ш ЗОО b Gb d 
41 ^53 4. ОЕЕО ОВ ОУС 
А ОО se M) RN SL sb BeOS 
35.38 0 0 0$ 0 204. 0 MEE 3E 
з з 2020180050350: Ооу 2 
88 ом (n те Xp X DS ES 


Quando la linea iniziale contenesse 15, 18, 21, · +-+» gettoni, 
Si comincerebbe col diminuirla successivamente di tre, for- 
mando una pila ad una delle estremità fino a ridurla a non 
contenere più che 12 gettoni, 

Il metodo indicato è generale, cioè fornisce lu soluzione del 
problema generale: Dati mn gettoni in linea retta, m non 
essendo minore di 4, formare m pile di n gettoni saltando ad 
ogni spostamento n gettoni. 


La dama di 16 caselle. 


In una dama di 16 caselle siano due pedoni bianchi e due 
neri situati come nella flg. 693. Immaginiamo la partita così 


Fig, 098, ' 


intavolata condotta col tratto al nero, per esempio. La partita, 
per due abili giocatori sarà patta come vedesi da questo pro- 
spetto: 


Nero Bianco 

Lm ni "m _— 
А) a1—2052 L4— a3 e vince 
B) ci—d2 d4- c3 e vince 
С) c1—02 b 4-— cà patta 


Www.rcin.org.pl 


— 713 — 


Se nel caso C ii bianco commettesse l'errore di giocare 
6 4 — 43 perderebbe la partita. Le stesse considerazioni potrà 
fare il Lettore sulla dama di 36 caselle attribuendo a ciascun 
giocatore 6 pedoni. 


Sul gioco degli scacchi. 


La difficoltà somma di uno studio matematico di questo 
gioco, per non dire addirittura l’ impossibilità, si potrà bene 
comprendere quando si sappia che le prime quattro mosse 
possono effettuarsi in 197299 maniere diverse e che i pezzi pos- 
sono occupare sulla scacchiera circa 72000 disposizioni ditfe- 
renti dopo la quarta mossa (due per ciascun giocatore) delle 
quali ben 16556 sono date dai soli movimenti di pedoni. 

L’opera del Jaenisch (t) oltrechè incompleta, come è fucile 
comprendere, riesce ussai oscura ed ha certamente contri- 
buito ben poco alla conoscenza delle intricate combinazioni 
del gioco. 

Così, ud esempio, un problema di scacchi si dovrebbe poter 
risolvere una volta messo, poniamo, sotto questa forma : Dati 
i tali pezzi del Bianco e del Nero nelle tali e tali altre posi- 
zioni trovare in quale minimo numero di mosse possa il 
Bianco, col tratto, vincere, oppure quale o quali pezzi e come 
collocati occorra aggiungere al Bianco o togliere al Nero, af- 
.finehè il Bianco cul tratto possa dar matto in un determinato 
numero di mosse; od altrimenti far risaltare C impossibilità 
di risolvere il problema. 

Non è difficile comprendere la determinatezza che possono 
presentare problemi di tal forma, ma le regole per risolverli 
non si presentano davvero facili a trovare. 

I percorsi sulla scacchiera. — Consideriamo una scac- 
chiera formata di m x n caselle. Quale è il numero totale di 
percorsi che è possibile seguire per passare dall'angolo supe- 
riore sì sinistra a quello inferiore di destra, lo spostamento 
effettuandosi secondo le linee di divisione nel senso verticale 
dall’alto in basso e nel senso orizzontale da sinistra a destra? 


(1) Applications de l'Analyse Mathemut. au jeu des échécs. S. Pétersbourg, 1862-3, 
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La formola che dà la risposta a tale domanda è questa : 


Se m = n essa diviene : 


15.5909 еее ои 
(ГЕРИ ЖОЕТ И mf 


Nel caso di m = 8, cioè nella scacchiera usuale, si һа: 


Salto del Cavallo. — Quanti salti di cavallo sono possibili 
su di una scacchiera, prendendo successivamente tutte le ca- 
selle come punto di partenza? 

Consideriamo il caso generale di una scacchiera rettangolare 
di a per b caselle. Si può passare da una delle (b — 1) prime 
colonne alla colonna seguente con (a — 2) salti discendenti e 
con altrettanti salti ascendenti ossia con : 


2 (a — 2) (0 — 1) 
sulti e altrettanti saltando da destra a sinistra, Parimente, 


passundo allo linea precedente o alla susseguente si ha un 
numero di salti uguale al doppio di : 


2 (a — 1) (0 — 2) 


Dunque il numero dei salti del cavaliere è uguale al doppio 


di: 
(2a — 3) (2b —3)— 1 


Nei caso della scacchiera comune quadrata, di 8 caselle di 
lato, si Па a = 0 = 8 е la formola diventa : 
N = (2 x 8 — 3) — 1 = 168 


sicchè i salti sono in totale 336. 

Mosse di Re. — Si può considerare il Re come !' insieme 
di due cavalieri uno dei passi dei quali è 1 e l'altro zero op- 
pure 1. Si ha così il doppio di: 


kab — За — 3b + 2 
Sulla scacchiera normale tale numero diventa : 


4 x 64 — 6 x 8 +2 = 210 
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Mosse di Torre. — Possiamo considerare la Torre come 
l'insieme di due cavalieri pei quali uno dei passi è nullo e 
l’altro è uno qualunque degli intieri minori di a. Si trova così 
che il numero degli spostamenti della Torre sulla scacchiera 
di а? caselle è il doppio аі: 


а? (а — 1) е рег prem 64 >< 7 = 448 


Mosse d’Alfiere. — Si può considerare ìl sistema di due 
Alfieri come l’insieme di due cavalieri i cui passi, uguali, sono 
tutti i numeri intieri minori di a (sulla scacchiera di a? caselle). 

Gli spostamenti possibili sono dunque il doppio di : 


а (a — 1) (а — 1) е рег quB 4x7 «15 = 120 

Mosse di Regina. — Si può considerare la Regina come il 

complesso d'una Torre e di due Alfieri epperó potrà fare un 
numero di spostamenti doppio di : 


а (а — 1) (5а — 1) e per a=8 4x7x 39 == 1092 


Un gioco aritmetico. 


Siano X ed Y i due giocatori. Uno di essi X sceglie un certo 
numero che non altrepassi un certo limite, 7 ad esempio; Y a 
sua volta indica un nuovo numero che non oltrepassi il 7, il 
quale viene aggiunto al numero già scelto da X; questi ag- 
giunge alla somma un terzo numero, sempre rispondente alla 
condizione indicata, e così via alternativamente, fino a che il 
giocatore che riesce a raggiungere un certo numero, 57 ad es. 
fissato in precedenza, vince la partita. 

È evidente che se il giocatore X, per esempio, arriva primo 
ulla somnia 49 vincerà poiché qualunque sia il numero aggiunto 
dall’avversario, non potrà ottenere, al più, che lu somma 56 e 
X vincerà aggiungendo 1. Cosi pure se X arriva primo al 44, Y 
non non può impedirgli d'arrivare per primo al 52. Sicché la 
chiave del gioco consiste nel reggiungere per primo uno dei 


termini della progressione arimetica : ei МЎ ca 
#40 + 41 + 390251794 МАЕ" eta 
e" ШЕ 
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Ne segue che chi apre il gioco può sempre vincere. 

In generale, se il numero limite è m e M il numero che si 
deve raggiungere per vincere, i numeri-chiave costituiscono 
una progressione aritmetica di ragione m +1 e il cui termine 
minimo si ottiene dividendo M per m + 1. 

Questo gioco si puó giocare anche cosi. Si dispongono su un 
tavolo M oggetti qualunque. I due giocatori ne tolgono, per 
turno, un certo numero senza oltrepassare m, e chi prende 
l'ultimo oggetto vince. È chiaro che deve vincere il giocatore 
che per primo ha la possibilità di lasciare sul tavolo un nu- 
mero di oggetti multiplo di m + 1, cioè corrispondente ad uno 
dei termini della progressione. 

Un'altra modificazione del gioco consiste nel disporre M og- 
getti in cerchio e invitare i due giocatori a ritirarne, ciascuno 
a sua volta, un certo numero m fissato prima, maggiore di 1, 
con la condizione che gli oggetti vengano ritirati di seguito, 
senza lasciare vuoti. In tali condizioni il secondo dei giocatori 
puó vincere sempre. 

L'analisi dei giochi suesposti, assai semplici quando le con- 
dizioni sono quelle accennate, riesce meno facile quando si 
aggiunga, ad esempio, la restrizione che ciascuno dei gioca- 
tori non possa aggiungere più di tre volte lo stesso numero, 
e riesce difficile dire se si abbia o meno vantaggio u comin- 
ciure il gioco. 

Il Bull presenta in questo modo la sua generalizzazione. 

«Supponiamo che ciascun giocatore abbia 18 carte, che per 
gruppi di tre portino i numeri 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Il giocutore X 
comincia a posare una delle sue carte, Y una delle sue e così 
via. П primo che posa una carta tale che la somma dei punti 
di tutte le carte posate sia uguale a 50 vince la partita; ma 
questa è perduta quando posando una carta, la somma totale 
di tutti i punti oltrepassa il numero limite 50. 

«Si può fare il gioco contando mentalmente o notando i nu- 
meri, per cui le carte non sono indispensabili. 

«Supponiamo che X ed Y giochino così: 


8 47 25 34 43 
EEE 
лея 

7 44 71 30 38 
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«Il gioco è pervenuto a 43; Y ora può vincere poichè può 
giocare un fre, mentre X non ha poi un altro quattro da gio- 
care mentre d’altra parte se X gioca un numero inferiore al 4, 
Y vince al tratto successivo. 

«Ecco un’altra partita: 


10 19 25 31 38 45 
X—6—1—3—2—1—23—2 


RESERO DC 
9 16 23 30 36 43 48 


X é allora obbligato a giocare 1 ed Y vince giocando 1o stesso 
numero 1», 

Invece di tre si possono dare a ciascun giocatore due carte 
portanti lo stesso numero. 
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» quadrati . А : 
» pentagonali . 5 
esagonali . E 2 s 3 
poligonali . 2 > : А А о 
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I numeri ottagonali, 
» decagonali. 
» piramidali . 
Il triangolo di Pascal 
Curiosità diverse sui numeri 
Sul numero 45 . 
» » 100 Li 
» » 143. 
» » 225 5 
» » 142857 . 
» » 12345679 
La somma dei numeri ЖИЙ 
Ii numero e È 
Problemi sui numeri 
Prodotti singolari T 
Indovinare un numero TM s 
Indovinelli su due numeri . 
Trovare l’età d'una persona 


Indovinare un pezzo, pensato, del gioco ‘del "meme 


Sulle operazioni aritmetiche 

Moltiplicazione . 

Divisione 5 

Estrazione della [ES ud 

Aritmetica geometrica 

Moltiplicazione . 

Divisione 

Potenze. 

Radici quadrate. 

Problemi curiosi . c 

Il testamento del Nabab 

I pani condivisi . 

H traghetto. 

I tre mariti gelosi 

I quattro mariti gelosi 

Il mercante di montoni . Я 

П problema dei buoi, di Newton. 

La pecora al pascolo, in vincoli. 

Le fatiche del facchino . 

Gli otri di vino . © 

Le botti del vignaiuolo . Б 

L'eremita e la grazia del Santo. 

Iì benefattore ricompensato. 
Guensi. — Matem. dilett, 
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46 


117 
118 
121 
121 
122 
122 
123 
124 
125 
125 
126 
127 
128 
134 
137 
147 
147 
148 
149 
149 
150 
151 
154 
154 
155 
155 
156 
159 
159 
161 
161 
161 
163 
164 
164 
166 
167 
168 
169 
170 
170 


Un furterello di vino 


Un problema di Leonardo da Pisa 


Algebra . 


L’ equazione di Fermat . 


Un po’ di storia. 


Triangoli rettangoli in numeri muori 


Problemi sui numeri. 


Qual’è il più grande fra i numeri s Js, ў А. Vs. 


Un torneo matematico . 
Problemi diversi. 
Problemi cinesi 
Problemi greci . 
L'epitafflo di Diofanto 
Un verso latino. j 
П problema delle uova . 


Lo stipendio dei commessi . 


La scommessa . в 


Il problema delle tre classi , 


П salario del servitore . 


I barili di vino e le gabelle . 


Il mercante alla fiera 

Il muratore pigro 

Gli operoi negligenti 

1 tacchini e il grano 
L’aranceto . Í а 

П costo dell’anello . 

1 quattro peculii 

I tre soci 

L'acqua e il vino 

I battimazza , 

I rintocchi delle campane 
Le tre mogli 

Il cuoco cortese. 
Problemi sull’orologio 
La bilancia del droghiere 
I quattro mobili 

I due mobili 

Racca e Sileno . 

Le scimmie. 
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Leapi . д " 8 5 2 - 
L' eredità 
Pile di proiettili. 
Sulle probabilità 
Sempliflcazioni . z 
Paradossi algebrici, CHOSE ecc. 
Una dimostrazione teologica 
L'equazione di 2° grado risolta aritmeticamente. 
Soluzione grafica delle equazioni 
Equazione di secondo grado 
» di terzo grado 
» di quarto grado . 
Equazioni numeriche ad una incognita, di ла 
grado 
Metodi fisici per la WEBBER Kio e їй КО 
zioni algebriche. 3 
Metodo idrostatico di A. Demanet : 
Bilancia idrostatica di G. Meslig 
Metodo elettrico di F. Lucas 


Quadrati, poligoni e poliedri magici 


Quadrati magici . 

Quadrati magici i cui roca sono numeri qum 

Tipo di quadrati magici a disposizione obliqua . 

Quadrati magici del tipo a salto di cavallo . 

Quadrati magici dispari, a moduli non primi 

Metodo Arnouo. s е 

Quadrato magico di lato Ca 

Metodi di De la Loubére per quadrati magici d'ordine 
dispari 

Quadrati magici mu 

Metodo generale di De la n - 5 

Il quadrato magico della Villa Albani a ‘Roma 

Diversi modi di generazione d'uno stesso quadrato 
magico . : 

Quadrati magici a nai T 

A sone. ag ERU 

A croce. c 

A intelaiatura . 

Quadrati doppiamente BU о E I. 

Quadrati diabolici 
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Quadrati cabalistici. 

Quadrati magici derivati È 5 
Diagrammi geometrici dei quadrati magici o 
Poligoni magici 

Rettangoli . 

Triangolo 

Triangoli a per imetro magico 

Pentagono . 

Esagono : 

Stelle magiche . 

Poliedri magici 

Ottaedro magico 

Cubi magici 


Geometria 


Di alcune curve notevoli. 
Cubiche З . 

Cubiche semplici 

Cubica parabolica 4 
Cubica parabolica a centro. 
Cubica iperbolica 

Cubiche circolari unicur sali 


Strofoide . . А 
Trisettrice di Mac Laurin 
Cissoide 


Cubica circolare di Jerabeck 
Concoide di De Sluse 
Trisettrice di Longchamps . 


Pedale dell'ipocicloide di Steiner (Ovale di Münger) F 


Quartiche unicursali 

Folio doppio 

Folio semplice 

Trifolio retto . 
Lemniscata di Ber "nouilli 
Chiocciola di Pascal 

Ocali di Cassini 

Ocali di Cartesio 

Cicloide. 

Epi e ipo-tr ЕДЙ T & d 
Ipocicloide a tre cuspidi SI 5 
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301 
307 
310 
310 
311 
316 
319 
320 
321 
323 
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Ecvolvente di circolo. . . - . . . . Рад. 365 
лла. S so los Е. A RI 
Spirali . A и + 3 5 1" um ^ 5 . » 866 
Isotrepenti . . E ul 2 a CREE xa 0 
Traiettorie ortogonali а Дасо И 
ИЛО Ae 27 a ea 
Curva d'inseguimento ir » 867 


Tracciamento meccanico delle ‘curve e ‘delle mom. 


flei geometriche. £ » 368 
Sistemi di sbarre articolate » 368 
Ellisse . » 370 
Ellissograft. » 370 
Iperbole » 372 
Iperbolografo a liquido. » 373 
Parabola » 875 
Conicografi. . » 876 
Cissoide e strofoide ‘retta » 37 
Concoidrograf . » 878 
Curve cissoidali » 378 
Conchigliografi . » 380 
Sferografo . » 381 
Ellissoidografo . » 881 
Sulla risoluzione dei Sissi TR re 

con istrumenti elementari : : 6 T É » 382 
Con la sola riga è é 2 È o Я 3 » 386 
Col solo compasso . È В - B = 5 : È » 395 
Con riga e squadra. . » 404 
Divisione della circonferenza in n M 00» 407 
Pentagono regolare. » 408 
Costruzione di Schroeter » 408 
Decagono regolare . » 409 
Costruzioni approssimate » 40 
Metodi generali. » 410 
Metodo Rinaldini » 410 
Metodo Bardin . B » 413 
Ettagono » 416 
Costruzione dell'Autor ТА » 417 
Ennagono » 417 
Costruzione di Howe » 417 
Costruzioni dell’Autore. » 418 
Poligono di 11 lati » 490 
Costruzione di P. Pasquini: » 420 
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Costruzioni dell'Autore. 
Costruzioni di Howe 

La trisezione dell'angolo 
Soluzioni di Pappo e di Newton 
Soluzione di Descartes 
Soluzione di Clairaut 
Soluzione di Bourdon 

Soluzione di Delboeuf 

Con la chiocciola di Pascal. 
Con la trisettrice di Maclaurin. 
Con la strofoide : s 
Con la concoide di comode 
Soluzioni del? Autore 

Soluzioni meccaniche 

Trisettori di Rouse-Ball 
Trisettore di Ceva . 


» di Laisant 

» Sylvester 

» Kempe 

» Hart. 

» Tissandier 

» dell Autore 


La quadratura del circolo : 

Il problema. 

Dell'impossibilità di risolvere il КОЛО 

Le origini e it concetto matematico del simbolo n 

Il x simbolo geometrico. 

Nella Bibbia 

li n degli Egiziani . 

Il n di Tolomeo 

Il п degli тай. 

Il n dei Cinesi . 

Il n di Archimede 

Il x dei matematici europei. 

Un п pratico 

La mnemonica del т 

Costruzioni approssimote. 

Rettificazione della circonferenza 

Il n delle piramidi d’Egitto. 

Costruzione di Spechi ^ ZU asd ens 
» di Koskanski Michuano , 
» Longchamps  . б 
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Costruzione Péraua 


» Terquem 

» Gergonne 

» D'Ocagne 

» col compasso 
» del Autore. 


Costruzioni diverse. 
Lato del quadrato equivalente al circolo 
Costruzione di Sonnet . 7 


» Willich 
» Périgal 
» Postula 
» Pérause 


Raggio del circolo equivalente al quadrato ] 


La duplicazione del cubo 
Le leggende e il problema. . 
Soluzioni con coniche 
Soluzione di Longchamps 
Soluzioni con cubiche 


» di Platune 
» di Apollonio 
» di Diocle . 


» di Newton 

» di Huygens. 

» di Longchamps 

» dell’ Autore 
Soluzioni con curve diverse. 
Col folio doppio retto 
Di Archita . n 
Soluzioni approssimate 0 
Di Рёгаце. . . 
Col compasso . 
Soluzione meccanica 
Curiosità geometriche 
La geometria delle api . 
Paratogismi geometrici . 
Il teorema di Pitagora 
Dimostrazione di Euclide 


» di Nassir-ed-Din 
» Hoffmann 

» Tempelhof 

» Sonndorfer . 
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492 
492 
493 
495 
495 
498 
498 
498 
499 
499 
500 
502 
504 
504 
505 
508 
510 
511 
513 
515 
516 
517 
518 
522 
530 
530 
931 
533 
533 
534 
535 
536 
536 
544 
555 
558 
561 
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564 
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Dimostrazione Hoffmann . P 5 B 
» Werner . 
» Fabre 
» Henan . 4 5 
» Piton-Bressant . 


Dimostrazioni mediante trasposizione di elementi 
Dimostrazione di Pitagora . 

» di Bháskara 

» di Marre . 

» di Reichenberger 

» di Périgal 

» di Ozanam 

» di Wipper . 

» di Rojot. 
Dimostrazioni algebriche 
Dimostrazione di Bháskara. 


» di Bezout 

» di Marre 

» di Móllmans. 
» di Hoffmann. 
» di Garfteld 


Proprietà curiose della fgura del а ge dr 
tenusa, ecc. 

Generalizzazione del (On E Pitagora 

Soluzioni semplici di alcuni problemi 

Geometria dei poligoni articolati (v. pure a oi 240- 
368-461 e seguenti) S - = 5 : 

Іпоегзогі 5 : 

Estrattori bonomti audet 5 

Guide per trasformare il moto circolare continuo, 
in rettilineo continuo 

Pantografo. È : 5 

Polipantografo . E ^ 

Rompicapo аа A 

Trasformazioni e scomposizioni di anni : 

Loculus di Archimede 

Problema di Hart . > - 

Pavimentazioni geometriche 

Poligoni sferici associoti 

I poligoni massimo e minimo 

Varie. 

La geometria Т Galia piegata 
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Triangolo equilatero . . : Fa. де 

Pentagono regolare. . . боп csì 

Esagono regolare z > à 

Ottagono regolare . Я д = 

Decagono regolare . 

Dodecagono regolare 

I poliedri regolari 8 A 

Il volume della sfera, dum gli Indü 5 

Poligono spirale 

Poligono spirale-uncino. = 

Misurare un angolo senza Cappon re. 

Il tracciamento del tunnel . . 

Applicazioni della geometria al calcolo ‘delle Dione 
bilità : 

Modelli . А 

Questioni diverse 

L'area del dodecagono regolare. 

Un problema da pontieri 

La gazza e la vasca 

Il turacciolo geometrico 

Con una medesima apertura "n. VUELOS descrivere e 
circoli di raggio diverso. 2 А È a 3 

Un compasso prettamente cinese 

Modelli geometrici . 

I nastri paradromici 

Iperspazio. 

Che cosa è IS 


Meceunica 


Di alcuni paradossi . 

Molo У 

Paradosso di Lin : 
Achille e la tartaruga, GEO i di Zenone 5 
Paradosso di Zenone sul tempo. 

Movimento angolare 

Il paradosso del doppio cono 

Il boomerang 

La legge di асе 

Moto perpetuo 

Ruota di Barlow 
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La ruota automotrice . » å < 7 : 2 . Pag. 688 
Curve di deformazione . л " e б Р 5 » 691 
Giochi. 3 h È i 5 © $ 5 5 n о » 693 
Domino 695 


Disposizioni Тес c E a EIS 83, n: m) 

п problema generale dei tre in fila. 
Generalizzazione del problema: p in fila 
Allineamenti diversi. B 5 6 à 

La torre di Hanoi 

Problema degli otto maani 

La dama di 16 caselle 

Sul gioco degli scacchi . 

I percorsi sulla scacchiera . 

Salto del cavallo 

Mosse di Re 

Mosse; di Torre . 

Mosse d'Alftere . DNE MU cy 
Mosse di Regina " А " Я 2 А i 7 а 
Un gioco aritmetico, 
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MANUALI 
HOEPLI 


(roaren oae 9 


Che cosa sono i Manuali Hoepli? 


X. — Una raccolía iniziata e continuata col 
proposito di diffondere la cultura; che 
tratta in forma popolare le lettere, le 
scienze, le arti e le industrie. 


XJ. — I Manuali Hoepli sono sempre scritti 
da specialisti della materia e sempre 
ove occorre illustrati copiosamente, 0, 
ad ogni ristampa corretti ed arricchiti 
di nuove aggiunte per tenerli al corrente 
delle più recenti conquiste della scienza. 


XII. — Nella Collezione dei Manuali Hoepli 
ognuno può trovare un testo che inte- 
ressi i suoi studi, ed ove non ve lo tro- 
vasse, rintraccierà sempre uno o più 
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capitoli per lui interessanti nei Manuali 
di indole affine, 


IWV. — I Manuali Hoepli sono un’ Enciclo- 
pedia permanente di scienze, lettere ed 
arti perché la loro grande diffusione per- 
mette all'editore di rinnovarli e rifarli 
di continuo, 


AVVERTENZE 


Res | libri si spediscono franchi di porto nel 
Regno e nelle Colonie italiane dietro semplice 
invio di una cartolina vaglia. — Per le spedi- 
zioni all’estero aggiungere il dieci per cento 
in più sul prezzo del libro. 


be Le spedizioni sono fatte con cura e puntualità, 
ma i volumi non raccomandati viaggiano a 
rischio e pericolo del committente. 


De Per ricevere i libri raccomandati — onde evi- 
tare smarrimenti dei quali l'editore non si rende 
responsabile — aggiungere cent. 25 in più. 


06 Si fanno anche spedizioni per assegno, ma sic- 
come le spese d’assegno sono ingenti, è meglio 
di inviare sempre l’importo anticipato con 
cartolina vaglia. 
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I manuali Hoepli non esistono 
in brochure; essi sono tutti soli- 
damente ed elegantemente legati. 


ELENCO COMPLETO DEI MANUALI HOEPLI 


disposti in ordine alfabetico per materia 


Abbreviature latine ed italiane (Dizionario di) 
usato specialmente nel medio evo, di A. CAPPELLI, 
2* ediz., di pag. LXVIII-528 (legato in tutta pergamena) 

Abitazioni animali domestici di U. Barpl, 2* 
ediz. p. Xv1-479 e 255 figure d 

Abitazioni popolari (Case operaie) di E "MAGRINI, 
2% ediz. pag. Xv1-465 e 219 incisioni 

Abiti per signora. Taglio e confezione di E. Bo- 
NETTI — pag. XX-296, 55 tavole e 31 figurini . 

Acciai. Lavorazione e tempera. Indurimento del ferro 
e cementazione, di А. MassENz, pag. XVI-118 e 36 inc. 

Accumulatori — vedi: Correnti alternate - Elettrotec- 

nica - Illuminazione elettrica - Ingegnere elettricista 
Operaio elettrotecnico - Sovratensioni - Ricettario del- 
elettricista. 

Acetilene (L' di S. CASTELLANI. 2» ediz. di p. xvi-164 

Acido solforico, nitrico, murintico, ecc. 
(Fabbricazione dell’) di V. VENDER, di pag. VIII-312 e 
107 incis. . 

Aequa potablie (Condottura di), dü P. BED лау di 
p. XVI-334 e 37 fig. . 

Acque minerall e termali ‘@Itatia 4 L. Sron, 
di pag. ххп-552 . . 

Acque sotterranee e теј minerali; 
di M. Grossi di pag. ху1-380, con 68 incis. e una tavola 

Acrobatica e atletica di A. Zucca, di 295 XXX- 
267, 100 tav e 42 incis.. È 

Acustica a usieale, di A. TACCHINARDI, di D x11-189, 
con 85 inc. . . . E . 2 . . 
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4 ELENCO PRI MANUALI HOEPLI 


Alterazioni vino e aceto di A. ALOI, di pag. XII- 
227 e 10 incis. . 5 
Aerostatica, Aeronantica, mere di G. G. 


BassoLi:, p. VIII-184 e 94 incis . b 2— 


Affari (Vademecum dell’uomo di), di ©. DomPÈ, di 


P- OXIA шок . 4 BD 


Agraria — vedi: Antoni animali - ‘Agricoltore - 
Agronomia - Alimentazione del bestiame - Ampelo- 
grafia - Catasto italiano - Computisteria agraria - 
Economia fabbricati rurali - Estimo rurale - Geo- 
metria pratica - Legislazione rurale - Macchine agri- 
cole - Mezzeria - Pomologia - Telemetria - Triango- 
lazioni topografiche e catastali. 

Agricoltore {Prontuario dell’) e dell'Ingegnere agro- 


nomo, di V. NiccoLi, 5* ediz., p. XL-566 е 41 incis. . 6 BU 


Agricoltore (Il libro dell). Agronomía, agricoltura, 
ecc, di A. BRUTTINI. 28 ediz., di p. ХХІП-446 con 313 
fou 

Agrimensura EI di) m S. "FERRERI-MITOLDI, 


p. Xvt-257 e 183 incis. . .2B0 


Agronomia di CAREGA DI MURICCE, 3a ediz. di pagine 
XII-210 , . 
Agronomia e тскен moderna dt G. 
SoLDANI, 38 ediz., di p. VIII-416 e 134 incis. è 
Agricoltura — vedi: Botanica - Chimica agraria - Col- 
tivazione piante tessili - Coltura montana - Concimi - 
Elettricità (L’) nella vegetazione - Floricoltura - Fru- 
mento e mais - Frutta minori - Frutticoltura - Funghi 
e tartufi - Gelsicoltura - Giardiniere - Insetti nocivi 
- Insetti utili - Malattie crittogamiche delle piante 
erbacee coltivate - Molini - Olivo ed olio - Olii ve- 
getali, animali e minerali - Orticoltura - Piante e fiori 
- Piante industriali - Pomologia artificiale - Prato - 
Prodotti agricoli del Tropico - Selvicoltura - Tabacco 
- Uva passa - Viticoltura. 
Agrumi, Coltivazione e commercio di A. ALOI, p. XII- 


E . 150 
. 350 


238, 22 ine. e 5 tav. Є 3 50 


Alcool. Fabbricazione e mcd prime, di F. CANTA- 


MESSA, 28 ediz., di p. xI1-447 А : 4— 


Alcool industriale, di G. CIAPETTI. Produzione е 
applicazione, p. XII-262 e 105 figure . 2 . 73 


Alcoolismo (1) di G. ALLEVI, di p. xi-221. . 9 2 — 


Algebra complementare di S. PINCHERLE, 2 voll 

I. Analisi algebrica, 28 ediz. di p. VHI-174 d 

II. Teoria delle equazioni, 2* ediz., p. гу-169е 4 inc. | 

Algebra elementare di S. PINCHERLE, 102 ediz, di 

p. virr-210 Е . b c È . , 

— (Esercizi di) di S. PtNCHERLE, 28 ediz. эр. `уш:1$Ь. 
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ELENCO ОЕ MANUALI HOEPLI 


Allmentazione di G. StRAFFORELLO, di p. vII-122 . 

Allmentazione del bestiame di MEenozzi e Nic- 
coLI 22 ediz. p. Xv1-107 3 

Alligazione (Tavole di) per Гого. е l argento di F. 
BuTTARI, p. XII-220 = E E 

Alluminio (L’) di C Bases. di p. "xx vir-324 = 3 

Alpi (Le) di I. BALL, traduz. di I. Cremona, p. 1v-120 

Alpinismo di С. BrocHEREL, di p. vII-312 . 5 

Amatore (L°) di oggetti d'arte e di curiosità di L. DE 
MAURI, 28 ediz., di p. xv-720, con 100 tavole e 280 inc. 

Amministrazioni comunali, provinclali e 
opere pie, pei Segretari e aspiranti Segretari co- 
munali di E. MARIANI, di p. хххи-979, legato in pelle 

Ampelozratia. Viti per uve da vino e da tavola, di 
б. MoLon, p. XLiv-1243, 2 vol. . . 

Analisi chimica qualitativa ai от 
minerali ecc., di P. E. ALESsANDRI, di р. X11-384, 
14 incis. e 5 tavole È 

Analisi chimiche per Ingegneri di Ti MEDRI, di 
р. Xiv-313 e 80 figure . 3 

Analisi delle urine (L'urina nella diagnosi delle 
malattie), di F. Jorio, di p. xvi-216 Б 

Analisi del vino, аі М. BARTH е Е. COMBONI, 2а ed., 
аі p. Xv1-140 , o A ^ 

Analisi T ET dei prodotti com n. e 
industriali di P. E. ALESSANDRI, di p. x-342 

Anatomia e fisiotogia comparate di R, BESTA, 
p. УП 229 e 59 incis. 

Anatomia microscopica, di D. CARAZZI, di p. xr 
211, con 5 іпсіѕ. . " 

Anatomia pittorica, di A. Ru ARONA di р. XII- 
195 e 56 incis. А À 

Anatomia topogralien di с. FALCONE, 28 Sla di 
p. xI-655 e 48 fig. É 

Anatomia vegetale di A. TOGNINI, di p. xve- E e 
41 incis. . 2 

Animali da cortile. Polli, Tester Fagiani, Oche, 
Conigli, ecc, di F, FAELLI, di p. ХУШ-372 56 incis, e 
19 tavole . А 

— — vedi: Colombi dins - бошонууга, Fagiani 
- Malattie dei polli - Pollicoltura - Uccelli canori, 
Animali domestici. — vedi: Abitazione degli - Cam- 

mello - Cane - Cani e gatti - Cavallo - Maiale - Porco 
Razze bovine - Zebra. 

Animali parassiti dell” 
di p. 1v-179, con 33 incis. 

Antichità greche, pubbliche, Bhare e pri- 
vate, di V. INAMA, 28 ediz. di p. xv-224 e 19 tav. 
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uomo di F, TERCANI 


1 50 
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Antichità private dei romani, di N. MORESCHI 
e W. КОРР, di p. XvI-181, illustr. E 

Antichità pubbliche romane, di I. G. HUBERT 
e W. КОРР, di p. x1v-324 . 5 

Antologia provenzale, di E. Pons di p: VIII- 674 

Antologia stenografica, di E. MOLINA, p. xI-199 

Antropologia, di G. CANESTRINI, (esaurito). 

Antropologia criminale, di G. Эран di pa- 
gine уш-167 D 

Antropometria. di R. LIVI, di P- "vir237 e : 32 al 

Ape latina. Dizionario di frasi, sentenze ecc., a cura 
di G. FUMAGALLI, p. XVI-353 . 2 2 : . 

Apicoltura, di С. CANESTRINI, 6* ediz, a cura di V. 
ASPREA, p. уш-191 e 49 incis. . о 

Arabo parlato in Egitto, di A. ман 28 um 
(in lavoro). 

Araldica (Grammatica), ad uso d. italiani di F. TRI- 
BOLATI. 48 ediz. a cura G. CROLLALANZA, di p. qe 


е 274 incis. . B ci е : 5 
Araldica zootecnica di E. MI di p. XIX- 

342 e 43 incis.. E ^ 
Arazzo (L'arte dell’) (Gobelins) di G. B. Rossi, di jm xv- 

239 e 130 illustr. , 5 È È Е 


Archeologia е storia dell’ Arte жен di T. 
GENTILE 38 ediz. rifatta da S. Ricci, di p. XLVIII- 
270 e 215 tavole, due vol. , 2 : . 

Archeologia e storia dell Arte ‘Italica, E- 
trusca e Romana, di GENTILE-RICCI (esaurito), 

Archeologia — vedi: Atene - Antichità greche - Anti- 
chità romane - Epigrafia - Paleografia - Rovine Pala- 
tino - Topografia di Roma. 

Architettura italiana antica e moderna, di 
A. MELANI. 58% ediz., di p. хххи-688, con 180 tavole . 

Archivista (L’), di P. Pu Mon. teorico prae 
di p. VIII-486 . о 

Archivisti (Manuale e gli), di P. Ipe criai di i 
gine ут-229 5 5 

Argentatura — vedi: Enciclopedia galvanica - Galva- 
nizzazione - Galvanoplastica - Galvanostegia - Metal- 
locromia - Metalli preziosi - Piccole industrie - Ri- 
cettario dell'elettricista. 

Argentina (Repubblica), storia e condizioni geogra- 


fiche di E. COLOMBO, di p. xi1-330 . . З . 
Aritmetica pratica, di F. PANIZZA, 2* саа, аї 
p. 7111-188. : 5 a B 8 5 : . 5 . 
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Aritmetica razionale, di F. Б ба ediz., di 
p. хп-210 а 2 3 . 

— (Esercizi di) F. PANIZZA, di pag. уш -150 

Aritmetica e geometria dell’ operaio, di E. 


GIORLI. 35 ediz., di pag. x11-228 e 76 figure . b . 
Armi antiche (Guida del raccoglitore) di I, GELLI di 
p. VIII-389, 23 tav, e 432 incis. . ^ ^ 


Armonia, di G. BERNARDI, 28 ediz., di ER хх-338 
Aromatici e nervini пеш alimentazione, di 
A. VALENTI, di p. xV-338 . 5 à 
Arsenico (L') nella scienza e ene mte n di ГИА MAU- 
RANTONIO, di p. xII-256 . 8 = = * 9 
Arte decorativa antica e moderna, di А. ME- 
LANI, 2° ediz. di p. XXVIi-551, 83 incis. e 175 tav. Дд 
Arte del dire (Retorica) di D. FERRARI, 88 ediz. di 
p- Xvi-358 А à 
Arte della memoria. огы е teoria di B. PLEBANI, 
2% ediz., di pag. ххуг-235 con 13 illustrazioni. n 
Arte nei mestieri di I. ANDREANI, in 3 volumi. 
I. Il falegname, di p. 1x-295, con 264 incis. e 25 tav. 
П. Il fabbro, di p. уш-250, con 266 incis. e 50 tav. 
HI. П muratore, di p. vii1-273, соп 235 incis, . 
Arti grafiche fotomeccaniche, di P. CONTER. 
48 ediz., di p. xI1-228, 43 incis. e 8 tav. . : . 
Asfalto (Fabbricazione e applicazione), di E. RIGHETTI, 
di p. vir-152 e 22 incis. . 
Assicurazione (Manuale di), di G. Rocca, p. xix- -634 
Assicurazione in generale, di U. GOBBI, di pa- 
gine x11-308 . E d 
Assicurazioni sulla vita, di с. PAGANI, di pa- 
gine у1-161 . $ : 
Assicurazioni e stima danni aziende "ru 
rali di A. CAPILUPI, di p. VIII-284 e 17 incis. 
Assistenza infermi, di C. SALLIANO: 2a ediz., di 
p. XXIV-r48 е 7 tav, . . 
Assistenza degli infermi — cts Bitte esotiche - 
Malattie infanzia - Malattie dei lavoratori - Malat. paesi 
caldi - Medicatura antisettica - Medicina sociale - 
Medicina d'urgenza - Medico pratico - Rimedi - Soc- 
corsi d'urgenza - Tisi - Tisici e sanatori - Tubercolosi. 
Assistenza del pazzi, di A. PIERACCINI, e peci di 
E. Morselli, 2а ediz, p. хх-279 . " Q ; 
Astronomia, di J. N. LOCKYER e G. CELORIA. 5a ed., 
di p. Xvi-275 e 54 incis. 
Astronomia nautica, di G. NAGCARI, 2a eun эў di 
P. xVI-348 e 48 fig. а р : . D 
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Astronomia antico testamento, di G. V. ScHIA- 
PARELLI, di p. 204 È 2 5 
Atene antica e moderna. Geni i S. 'AMBRRO- 


SOLI, di p. Lv-170, e 22 tavole . " 
Atlante geografico storico d'italia, E G. Ga- 
ROLLO, p. у1-67 e 24 tav. с 5 


Atlante geografico universale di R. "KiEPERT 
e testo di С. Garollo, di p. VIH-88 e 26 carte, 112 ed. 
Attrezzatura navale, di Е. IMPERATO, 2 volumi, 
5* ediz. 
I. Attrezzatura e manovra navale (in lavoro). 
II. Segnalazioni marittime e Dizion. di marina 
(in lavoro). 
Autografi (L'Amatore di) di E. BUDAN, p. xIv-426 e 
361 facsimili . ë в 
Autografi (Raccolte e Futa i di C. VANBIAN- 
CHI, di p. Xv1-376 e 102 tav. È А . 5 
Automobilista (Man, del) a guida pei meccanici con- 
duttori d’ automobili, di б, PEDRETTI, 38 ediz. di 
p. Xx-900 con 984 illustrazioni . " . 
Automobili — vedi: Caldaie a vapore - Chauffeur . - Ci- 
clista - Locomobili - Motociclista - Trazione a vapore. 
Avarie e sinistri marittimi, Manuale del liqui- 
datore di V. ROSSETTO, p. xv-496 e 23 fig. . . 
Aviazione (Navig. aerea di A. DE MARIA, di p. XVI- 
338 e 103 fig. 3 , > > 8 А E : : 
Avicoltura — vedi: Animali da cortile - Colombi - Fa- 
giani - Malattie dei polli - Ornitologia - Pollicoltura 
- Uccelli canori. 
Bachi da seta, di Е. NENCI, 48 ed., p. xII-300 e 46 fig. 
Balbuzie. Cura dei difetti d. pronuncia di Aout di 


p. vIII-214 è З 
Ballo (Manuale del), di І. GAVINA, 2» dtes. тЫ уш- -265 
e 103 fig.. . A > 


Bambini — vedi: mener - Malattie d'infanzia - | Nu- 
trizione del bambino - Ortofrenia - Rachitide, 
Barbabietola da zucchero. Storia, lavorazione, 
ecc., di А. SIGNA p. xII-225 e 29 fig. А b 8 
Barbabietola da zucchero. Coltivazione di B. R. 
DEBARBIERI, p. Xvi-220 e 12 fig. . . > Е ыс 
Batteriotogia, di б. CANESTRINI. 2* ediz., d. x-274 e 


37 fig. F ^ Е . 
Beneficenza (Manuale della), di L. (née e G. 
ROTA, di p. ХУІ-340 = 5 >. 


Bestiame e agricoltura in Italia, di F. rt 
BERTI. 2° ediz. di О, Barpi, di p. xIi-322, 47 tav. е 
118 fig. . Р à E S È 3 . ] 
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Bestiame — vedi ai singoli titoli: Abitazioni di ani- 
mali - Alimentazione del bestiame - Araldica zoo- 
tecnica - Cavallo - Coniglicoltura - Igiene veterinaria 
* Majale - Malattie infettive - Polizia sanitaria - Pol- 
licoltura - Razze bovine - Veterinario - Zoonosi - 


Zootecnia. 

Biancheria. Disegno, taglio e confezione di F. Bo- 
NETTI. 48 ediz.. di p. xx-269 e 71 tav. . и 

Bibbia (Manuale della), di б. ZAMPINI, 28 ediz, di pa- 
gine xx-312 , E 

Bibliografia, di G. OTTINO. 2a ediz. di p. IV- -166 e 
17 incis. 


Bibliotecario (Man. del), de в. PETZHOLDT, iradū- 
zione di б. Biagi е G. Fumagalli, di p. хх-361-ссхш 
Billardo (Giuoco del), di I. GELLI, 2* ediz., di p. хи- 
175 e 80 ill. . a д DEC, è j 3 à М 
Biografia — vedi: С. Colombo - Dantologia - Diziona- 
rio di botanica - Dizionario biografico - Manzoni - 
Napoleone I - Omero - Shakespeare. 

Hlolozin animale, di G. COLLAMARINI, di p. x-426 
e 23 tav, A 

Birra, fabbricazione, Ceca dii 5: Rasio e F. SAMARANI, 
di p. 279 e 25 fig. 

Bonificazioni. Шишип гало ecc., di G. MEZZA- 
NOTTE, p. XII-294 . К È Дд 

Botanica, di I. D. НООКЕВ- -PEDICINO N., 5a ediz. a cura 
G. Gola. di p. xvi-144 e 74 fig. 

Botanica — vedi ai singoli titoli: Ampelografia - Ana- 
tomia vegetale - Barbabietola - Caffé - Dizionario di 
botanica - Fisiologia vegetale - Floricoltura - Funghi 
Jucca - Garofano - Giardiniere - Malattie crittogami- 
che - Orchidee - Orticoltura - Piante e fiori - Piante 
erbacee a seme oleoso - Piante industriali - Pomolo- 
gia - Prodotti del tropico - Rose - Selvicoltura - Uve 
- Tabacco. 

Bottaleo (ll). Fabbricazione e misura delle botti, di L. 
PAVONE, riveduto da A. 97 аі р. XxIv-214, con 
127 fig. 

Bromatolozia, I cibi dell uomo, di S. BELLOTTI di 
p. xv-251 

Buddismo, di E. PAVOLINI, di p. xvi- -164 i 

Cacciatore (Manuale del), di б. FRANCESCHI, 4* ediz., 
di p. x-386 con 55 fig. а : 5 . . 

Cafle. Suo paese e importanza, di B. UE di p. xxiv- 


395 e 48 tav, . Е A y 
Caffettiere e SEE TG EE, di p М ЧЕГ di pa- 
gine хп-311 e 65 fig. . 5 5 ó д 1 5 ^ 
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Calcestruzzo (Costruzioni in) ed in cemento armato, 
di С. VACCHELLI, 4? ediz., di p. XIx-383 e 275 fig. а 
Calci е cementi, di L. MAZZOCCHI. 38 ediz., di pa- 
gine xII-243 e 61 fig. . . D 4 
Calcolazioni mercantili e bancarie — vedi: Affari - 
Calcoli fatti - Commerciante - Computisteria - Con- 
tabilità - Interesse e sconto - Prontuario del ragio- 
niere - Monete inglesi - Ragioneria - Usi mercantili - 
Valori pubblici, 
Calcoli fatti. 90 tabelle di calcoli fatti di E. Quaro. 
2* ediz. di p. хп-342 . ü б Я 
Calcolo dei canali in terra е in muratura, 
di C. Sandri, di p. VIII-305 2 2 3 . 
Calcolo infinitesimale, di E. PASCAL: 
1. Calcolo differenz,, 3* ediz., p. x11-310, 16 incis. 
Н. Calcolo integrale, 3° ediz., di p. у111-330, 16 inc. 
III. Calcolo delle variazioni e delle dif. finite, 
p. хп-300. $ 
— Esercizi critici di calcolo differenziale e integrale, di 
E. PASCAL, di p. XVI-275 . 9 - 
Calcolo infinitesimale — vedi ai singoli ‘titoli; Deler: 
minanti - Funzioni analitiche - Funzioni ellittiche - 
Gruppi di trasformazione - Matematiche superiori. 
Caldaie а vapore e istruzione ai conduttori, di L, 
CEI, 28 ediz. di p. XVI-304 e 226 fig. : E 2 
Calderaio pratico е costruttore di caldaie a vapore, 
di G. BELLUOMINI. 2* ediz., di p. xii-248, con 220 inc. 
Calligrafia. Cenni storici e insegnamento di R. PER- 
со551, 28 ediz., di p. xir-151 e 66 tav. . 
Calore, di E. JONES, trad. U. Fornari, p. уш-296 е 


98 fig. ? 2 
Camera di Consiglio civile, di A. FonmenTANO, 
di p. хххи-574 . È 


Cammello (Ii) di E. PLASSIO, di pag. XIL- ‘303 « con 2 2 tn 

Campicello scolastico (Il). Agricoltura pratica pei 
maestri di E. AZIMONTI e C. a di p. х1-175 e 
126 incis. . E 

Cane (Il), razze, allevamento, a, di А, VECCHIO, ga Edi 
con appendice * Le malattie dei cani , di P. A. PE- 
SCE, di p. XX-521 e 168 incisioni nero e colori . 3 

Cani e gatti, costumi e razze, di F. Рек, di p. XX- 
429 e 153 fig. . 

Canottaggio, del Cap. G. CROPPI, di p. "xxiv- -456, 387 
incis. e 91 tavole . А 

Cantiniere (П). Man. di Sininezzione di А. STRUCCHI. 
4* ediz., di p. хп-260 е 62 incis. 5 А 

Canto (Il) nel suo meccanismo, di P. РЛ di p. VIII- 
253 e 24 incis. P е 5 5 A 
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Canto (Arte e tecnica del), di б. MAGRINI, di p. у1-166 

Canto gregoriano, di A. OTTOLENGHI, di p. Xvi-119 

Caoutchouc e guttaperca, di L. SETTIMI, di pa- 
gine xvi-253e 14 ill. . ü 

Capomastro (Man. del). Impiego di ital alenat 
lici-cementizi, di G. RIzzIi, 28 ediz., di p. xir-340 e 
31 incis. 

Cappellalo. di "L. RAMENZONI, di р. xn. -222 e 68 inci 

Carboni fossili inglesi, Coke, Agglomerati, 
di G. GHERARDI, di p. ХІ1-586 e 5 carte geogr. . E 

Carni conservate col freddo artificiale, di 


U. FERRETTI, di p. XVI-499 e 83 fig. 9 . 

Carta (Industria della), di L. SARTORI, di p. VII- -322 e 
106 inc. . О 

Carte fotografiche. Preparazioni, ecc. di is SASSI, 
р. хп-353._. T ` 


Cartografia. Teoria e Eora di E. белен, аї р. VI- 
257, con 36 fig. 2 о 
Cartografia — vedi аі Suoi titoli: Гессе - cer 
mensura - Compensazione errori - Disegno topogra- 
fico - Estimo - Telemetria - Topografia - Triango- 
Jazioni. 

Casa dell'avvenire (Га). Vade-mecum dei costrut- 
tori, ecc. di. A ime ч 28 ediz. di p. хУп-917 con 
445 fig. Е c 3 2 е 

Casaro (Man. dël), di L. MORELLI. Fabbricazione del 
burro e del formaggio di p. x11-258 con 124 incis. 

Case operaie — vedi: Abitazioni popolari - Casa del- 
l'avvenire - Casette popolari - Città moderna - Fab- 
bricati civili - Progettista moderno. 

Caseificio, di G. FASCETTI, storia e teoria della lavo- 
razione del latte, di p. xx-550, con 98 incis.. Е 5 

Casette popolari, villini economici e abitazioni ru- 
rali, di I. CASALI. 2* ediz, di p. vII[-406, con 470 fig. . 

Catasto italiano, di E. BRUNI, di p. VII=346 . . 

Cavallo (П), di C. VOLPINI, 42 ediz., di р. xx-593, con 
131 fig. e 3 tav. c : 3 2 с 3 о 

— (Proverbi sul) raccolti da C. ' VOLPINI, di p. xIX-172 

Cavi telezrafici sottomarini, di E. JONA, di 
р. ХУІ-338 e 188 fig, à в : х 3 4 2 

Celerimensura e tav. logarit. di F. BORLETTI. 2* 
ediz. (in lavoro). 

Celerimensura (Tavole di) di G. ORLANDI, di p. 1200 

Cellulosa, ceilulolde, ecc., di G. MALATESTA, di 
p. VIII-176 2 z : 5 5 . . . . 

Cemento armato — vedi: Calcestruzzo - Calci e ce- 
menti - Capomastro - Mattoni - Vocabolario tecnico 
vol. УІН, 
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Centrali elettriche — vedi: Correnti alternate - Elet- 
trotecnica - Illuminazione elettrica - Ingegnere elet- 
tricista, 

Ceramiche — vedi: Prodotti ceramici - Maioliche e 
Porcellane - Fotosmaltografia applicata alle. 

Cere — vedi: Imitazioni e succedanei - Industria stea- 
rica - Materie grasse - Merceologia tecnica - Ricet- 
tario industriale. 

Chauffeur Guida del) e conducente d’automobili, di 
G. PEDRETTI. 2* ediz., di p. xIX-639 e 592 illustr. 
Chimica, di Н. E. Roscoe, 78 ediz. a cura E. Ricci, (in 

corso di stampa). 
Chimica agraria, di А. ADUCCO, 3* ediz. empia 
di pag. x1J-560 . . , 

Chimica agraria — vedi: Aguero vino - Жл - 
Birra - Casaro - Caseificio - Cognac - Densità dei 
mosti - Distillazione vinacce - Enologia - Fecola - 
Fermentazione e fermentì - Fosfati - Humus - Li- 
quorista - Malaltie vini - Terreno agrario - Zucchero. 

Chimica analitica. di W. d trad. di A. 
Bolis, di p. xvi-234 . 5 2 А . 

Chimica applicata alla igiene — “veni: Analisi chimica 
qualitativa - Bromatologia - Chimica clinica - Chimica 
legale - Chimica delle sostanze alimentari - Disinfe- 
zioni - Elettrochimica - Farmacista - Igienista - Spet- 
rofotometria - Urina - Veleni. 

Chimica applicata alle industrie — vedi: Acido solfo- 
rico - Aicool industriale - Alluminio - Analisi volu- 
metrica - Birra - Chimica sostanze alimentari, colo- 
ranti - Chimico - Conservazione prodotti, sostanze - 
Colori e vernici - Distillazione legno - Enologia - 
Esplodenti - Gas illuminante - Industria della carta, 
frigorifera, saponiera, siearica, tartarica, tintoria - 
Metallocromia - Merceologia - Imitazioni e succeda- 
nei - Pirotecnia - Ricettario domestico, dell’ elettri- 
cista, industriale - Sale e saline - Soda caustica - 
Specchi - Tintore - Vetro - Zolfo - Zucchero. 

Chimica eliniea, di R, SUPINO, Ci p.X11-202 
Chimica fotografica, di R. NAMIAS, Gi p. XII- 1230 . 
Chimica legale (Tossicologia), di N. VALENTINI, di 
p. XII-243 . à . 
Chimica delle Sogcinze cotes cent ad uso 
dei Medici, dei Farmacisti, ecc., di P. E. ALESSANDRI. 
28 ediz. di p. xv-827, due tav. e 149 incis. . z 
Chimica delle sostanze coloranti. (Tintura d. 
fibbre tessili di A. PELLIZZA, di p. VIII-180 . è . 
mico (Man del) e dell’Industriale di L. GABBA, 4* 
ediz, colle tavole di H. Will, di p. xx-534 
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Chiromanzia e tatuaggio, di G. L. CERCHIARI, 
di p. xx-232 e 60 ill. . 5 Я 

Chirurgia operativa, di R. ST ECCHI e À. GARDINI, 
di p. VI[I-322, con 118 inc. . 

Chitarra (Studio della), di A. PISANI, di р. ' xvi-116, 
36 fig. e 25 esempi è 3 3 

Cibi — vedi: Aromatici - Bromatologia - Carni conser- 

vate - Conservazione sostanze alim. - Macelli moderni 
- Gastronomo moderno - Pane - Pasticciere - Pasti- 
ficio - Patate - Tartufi e funghi. 

Ciclista (Manuale del), di U. GRIONI, 3* ediz., di p. XVI- 
496, 285 incis. e 8 tav. . 

Cinematografo е accessori, di G. RE, di т ху- 
182, соп 73 incis. . . 

Città moderna, (La), ad uso degli n di A. 
PEDRINI, di p. XX-510, 194 fig. e 10 tav. . 

Classificazione delle scienze, di C. TRIVERO, di 
р. Xvi-292 . 5 

Climatologia, di L. DE MARCHI, di р. x- 294 e6 carte 

Codice del bollo. Testo unico commentato da E. 
Corsi, di p. c-564 . о d 

Codice cavalleresco italiano, di т GELLI, n 
ediz, di p. Xv-307 . . . . . 

Codice civile del Regno, istonirdto e anoglugio 
da L. FRANCHI, 4* ediz. p. 232. 5 . 

Codice di commercio, riscontrato da L. FRANCHI, 
5* ediz. dip. 1v-158 : > е . 

Codice doganale кїзї суйетш аз E. 
BRUNI, di p. xx-1078 . а 7 

Codice delP Ingegnere Civile, Industriale, 
Navale, Elettrotecnico, di E. NOSEDA, 2* edi- 
zione rifatta, di pag. xxiv-1005 . : Ы 

Codice del lavoro, di E. NOSEDA, (in CO 

Codice di marina mercantile, 3° ediz, а cura 
di L. FRANCHI, di p. 1v-290 

Codice penale e procedura rene a cura di 
L. FRANCHI, 38 ediz., di p. Iv-230 . 

Codice penale per l’esercito e areis iile 
marittimo per L. FRANCHI, 2° ediz. di p. 179 

Codice del perito misuratore, di L. MAZZOCCHI 
e Е. MARZORATI, 38 ediz., di p. Vilr-582 e 18 ill.. 

Codice di procedura civile, riscontrato da L. 
FRANCHI, 3 ediz., di p. 181 5 : a ^ 

Codice del teatro, di N. TABANELLI, tn p. XVI-328 

Codici (I cinque) del Regno d'Italia (Civile - Procedura 
civile - Commercio - Penale e Procedura penale), edi- 
zione Vade-mecum, а cura di L. FRANCHI, di p. IV-794 
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ING: 
Codici e leggi usuali d° Itatia, riscontrati sul 
testo ufficiale e coordinati e annotati da L. FRANCHI, 
raccolti in cinque grossi volumi legati in pelle. 

Vol, I. Codici — Codice civile - di procedura 
civile - di commercio - penale - procedura penale - 
della marina mercantile - penale per l’esercito - pe- 
nale militare marittimo (otto codici) 3% ediz. di pa- 
gine УПІ-1261 . > . 9 50 

Vol. II, Leggi usuali d’ Italia. Raccolta coordinata 
di tutte le leggi speciali più importanti e di più ri- 
corrente ed estesa applicazione in Italia; con annessi 
decreti e regolam. e disposte secondo Fordine alfa- 
betico delle materie. 28 ediz. riveduta e aumentata, 
divisa in 3 parti. 

Parte I. Dalla voce * Abbordi di mare, alla voce 
* Dominii collettivi ,, di p. vii1-1458 a due colonne . 12 50 

Parte IL Dalla voce * Ecclesiastici , alla voce * Pol- 


veri piriche , p. 1459 a 2855 s . . 12 50 
Parte III. Dalla voce * Posta , alla voce * Toute 
p. 2857 a 4030 . P . 12 50 


Parte IV. Appendice, contenente le leggi dal 15 
maggio 1905 al 1° gennaio 1911, di p. 1910 a due co- 
lonne, legatura in tutta pelle . Й . 10 50 

Vol. IH. Leggi e convenzioni sui diritti d' autore, 
raccolta generale delle leggi italiane e straniere di 
tutti i trattati e le convenzioni esistenti fra l’Italia ed 
altri Stati, 2° ediz. di p. vii-617 5 o 6 50 

Vol. IV. Leggi e convenzioni sulle privative in- 
dustriali. Disegni e modelli di fabbrica. Marchi di 
fabbrica e di commercio. Legislazione italiana e stra- 
niera. Convenzioni fra l’Italia ed altri Stati, di pa- 
gine vIII-1007 . б a . . 650 

Cognac. Spirito di vino e distillazione delle focce ed. 
vinacce, di DAL Piaz-PRATO, 2 ediz. a cura di А.Е. 


Sannino, di p. ХП-210, con 38 incis. È d 
Coleotteri italiani, di A. GRIFFINI, di p. xv- -334 e 

215 incis. . À 3— 
Collaudazione di Wee em Rn di V. GOFFI, ‘di p. xv: 

260, 25 incis. e 8 tav. . à 6 2 . 3 58 
Colle animali e vegetali, gelatine e Gam а" ossa, 

di A. ARCHETTI, di p. XVr-195 . + 8 . 250 
Colombi domestici e colombicoltura, аі P. 

BONIZZI, 3* ediz., di p. x-212 e 26 fig. . : 2 — 
Colori (La scienza dei) e la pittura, di L. GUAITA, эв 

ediz., di p. 1v-368 . g 3— 


Colori e vernicl, ad uso dei pittori di M. MEYER. e р. 
Bonomi Da-PoxTE. 5* ediz. del Man. GORINI-APPIANI 
di pag. Xv1-308 con 39 iucisioni 3 ? А a ‚ 3 
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Coltura montana, di б. SPAMPANI, di p. УШ-424 e 
171 incis. . С 3 
Commerciante (Manuale del), di с. DOMPÉ, 3* ediz., 

di p. xIV-663 . с . 


Commercio (Storia del) di R. LARICE, Da ed. ; p. xi- -299 
Commercio — vedi ai singoli titoli; Affari - Codice di 
comm., doganale - Corrispondenza - Geografia econo- 
mica, commerciale - Produzione e commercio vino - 
Scritture affari - Storia del Comm. - Usi mercantili. 
Commissario giudiziale — vedi: Curatore dei fallimenti. 

Compensazione degli errori e rilievi zeo- 
detici, di F. CROTTI, di p. Iv-160 . 5 

Computisteria, di V. GITTI: Vol. T. Computisteria 
commerciale, 72 ediz. di р. vi1-206 . 

— Vol П. Computisteria finanziaria, 5* En е E vm- -157 

Computisteria agraria, di L. PETRI, 3* ediz. di 
p. VII-210- à А 

Concia delle pelli, af Ф. GORINI, 2a ediz. a ‘cura 
Franceschi e Venturoli (in ristampa). 

Concia e tintura delle pelli, di V. CASABURI, di 
pag. 445 e XXX tabelle а 

Conciliatore (L’ufficio di Стра) аі C. CAS 
LOZZA, di p. XLiII-461, con 144 formule di atti 

Concimi, di A. FUNARO, 3* ediz. di p. vii1-306 

Condottura d? acqua potabile, di P. BRESA- 
DOLA, di p. xv-334, con 37 fig. " È 5 

Coniglicoltura pratica, di G. LIGCIARDELLI, 4% 
ediz., di p. xix-268 e 62 fig. 8 . 

Conservazione delle sostanze alimentari, 
di G. GORINI, 4? ediz, a cura Franceschi e Venturoli, 
di p. Vlil-231 з : È E 5 

Conservazione оса as ачан, di C. MANI- 


CARDI, di p. Xv-220 = E $ я x 5 . 
Conserve alimentari (17 andati delle) di G. 
D'ONOFRIO, di pag. XX-654, con 165 incisioni T 5 


Consigli pratici — vedi: Assistenza infermi - Caffet- 
tiere - Infortuni lavoro - Liquorista - Medicina d'ur- 
genza - Pasticciere e confettiere - Ricett. domestico - 
Ricett. d, elettricista - Ricett. fotografico - Hicett. in- 
dustriale - Ricettario industrie tessili - Ricettario di 
metallurgia - Soccorsi d’urgenza. 

Consoli, Consolati e Diritto consolare, di M. 
ARDUINO, di p. xv-277. . 5 
Consorzi difesa del suolo. Idraulifia, First: 
mento, di A. RABBENO, di p. VII-296 . : 
Contabilità aziende Panatta di A. DE BRUN, ai 
XIv-539 . B . . 
Contabilità rana, di PS DE BRUN, 2a ediz., 
di p. хут-650 . : А E 5 : 5 E . . 


4 50 


6 50 
З= 


Na 
s 8 Ба 


з= 
3-— 
4 50 


5 50 
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Contabilità domestica per le famiglie e le scuole, 
di O. BERGAMASCHI, di p. XVI-186 . T " . . 
Contabilità e amministrazione imprese 
elettrotecniche, di Е, Мога, di p. xvI-262 : 
Contabilità generale dello Stato, di E, BRUNI, 
За ediz, di p. Xvi-420 . ó ы А 5 à 
Contabilità — vedi: Computisteria сатаа cag 
putisteria finanziaria - Computisteria agraria - Con- 
tabilità comunale, domestica - Contabilità generale 
delio Stato - Interessi e sconti - Logismografia - Paga 
giornaliera - Ragionerie - Ragioneria delle Coopera- 
tive - Ragioneria industriale, pubblica - Scritture 
d'affari - Società di mutuo soccorso - Valori pubblici. 
Contadino (Manuale del) di ALLIEVI (in corso di 
stampa). 
Contrappunto, di G. BERNARDI, di p. Xvi-238 . 
Conversazione italiana neo-ellenica, di E. 
BRIGHENTI, di p. xII-143 . E 2 " 
Conversazione lalana tedesca di A. FIORI e 
G. CATTANEO. 98 ediz., di p. VHI-484 
Conversazione francese-italiana, di E. Ba- 
ROSCHI-SORESINI, 28 ediz., di p. Xv-288 . о 5 - 
Cooperative rurali, di V. NICCOLI. 2 ediz., di pa- 
gine vii-394 . 5 à dl 
Cooperazione nella sociologia e nella legl- 
«lazione, di P. VinGILII, di p. xH-228 5 
Correnti elettriche alternate, ecc. di A. 
MARRO, 22 ediz., di p. XXXIV-774, con 547 fig. È 
Corrispondenza commerciale poliglotta , 
Italiana, Francese, Tedesca, Inglese e Spagnuola, di 
G. FRISONI, in sei parti 
I. Parte italiana, 4* ediz., p. X-478 . А A 
II. , spagnuola, p. Xx-440 È 
ПІ. , francese, 3* ediz., p. XX-449 , 
IV. , inglese, di p. xvi-448 
у. , tedesca, di p. xvi-460 
VI. , portoghese (in lavoro). 
Corrispondenza telefonica. Norme di servizio, 
ecc., di О. PERDOMINI, di p. xII-375 
Corse: Dizionario delle voci più in uso, di G. FRANCE- 
SCHI, di p. XII-305 . 
Corti d'Assise. Guida dei dibattimenti, ‘di C. BALDI, 
di p. хх-401 
Cosmogratfia, di B. M. La ҮА (esaurito). © 
Costruttore navale, di G. Rossi, di p. xvi-317, con 
231 fig. 
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Costruzioni — vedi: Abitazioni - Architettura - Calce- 
struzzo - Calci - Capomastro - Casa dell’ avvenire 
- Casette popolari - Città (La) moderna - Codice del- 
l'ingegnere - Costruzioni enotecniche, lesionate, me- 
talliche, rurali - Fabbricati civili - Fabbricati rurali • 
Fognatura - Fondazioni terrestri e idrauliche - Imita- 
zioni - Ingegn. civile - Ingegn. costrutt. meccanico - 
Lavori marittimi - Laterizi - Mattoni e pietre - Mura- 
tore - Peso metalli - Progettista moderno - Prontuario 
agricoltore ingeg. rurale - Resistenza dei materiali - 
Resist. e pesi di travi metalliche - Riscaldamento. 
Costruzioni enotecniche, di S. MONDINI, di p. Iv- 
251, con 53 incis. . > > 
Costruzioni Jesionate. Cause e ета зн 1. AN- 
DREANI, di pag. XII-243 соп 122 incisioni d . 
Costruzioni metalliche, di G. PIZZAMIGLIO, di 
p. L-947, соп 1643 іпеіѕ. e 52 tav. . E 
Costruzioni rurali in cemento се di 
A. FANTI, di p. x-165 con 21 incis. . F 
Cotone (Guida per la coltivazione del), di C. TROPEA, 
p. x-165 e 21 incis. 3 
Cotone — vedi: Filatura - Prodotti agricoli - Ricettario 
industrie tessili - Selfacting - Tintura - Tessitura. 
Crestomazia neo-ellenica, di E. BRIGHENTI, di 
p. xvi-405 " З о n 
Cristallogratia, di S. Em (xr, 2 ediz ri- 
fatta da C. Viola, in lavoro). 
Cristoforo Colombo, di V. BELLIO, p- 1v-136, 10 fig. 
Crittografia diplomatica e commerciale, di 
L. GIOPPI, di p. 177 . А 
Cronologia e calendario perpetuo, di A. CaP- 
PELLI, di p. XXXIII-421 3 Я 5 š 
Cronologia delle scoperte e delle esplora. 
zioni geografiche, di L. HUGUES, di p. уш-487 
Cubatura dei leznami rotondi e squadrati, 
аі G. BELLUOMINI, 8° ediz., di p. 220. 
Cultura e vita greca (Disegno storico della), di D. 
Bassi ed E. MARTINI, di p. xvi-791, 107 fig. e 13 tav. 
Cuore (Terapia fisica del) di L. MINERVINI, di p. X11-475 
Curatore di fallimenti (Manuale del) e del Com- 
missario Giudiziale, di L. MOLINA (2* ediz. in lavoro). 
Curve circolari e raccordi. Tracciamento delle 
curve, di C. FERRARIO, di p. Xi-261 e 94 іпсіѕ, . 
Curve sraduate e raccordi pei traccin- 
menti ferroviari, di C. FERRARIO, di p. XX-251 
е 41 fig. . 5 
Curve (Tracciamento delle delle ferrovie e strade, di 
G. Н. A. KR6HNKE, trad. di L. Loria, 38 ediz. p. v111-167 


4 50 


1 B0 
3 50 
6 50 
4 50 
2 50 


7 B0 
550 


2 50 
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Dantolozia. Vita e opere di Dante, di G. A. ScARTaz- 
ZiNI, 3* ediz. a cura N. Scarano, di p. xvi-424 
Dazi doganali del Regno d'Italia (Tariffa dei) 


al 1° maggio 1909, di G. MADDALENA, di p. 152 : 3 
Debito pubblico italiano, di F. AzzoxI, di pag. 
vtri-376 
Determinanti e applicazioni, ‘di E. PASCAL, di 
p. vu-330 . 
Dialetti italici, niet, ecc. di o. NAZARI, di 
p. xvr-364 E a . . . . 
Dialetti letterari aree di G. BONINO, di pagine 
XXXII-214. 6 4 . 1 З E е 


Didattica per le scuole eee di G. SoLL 
(2* ediz in lavoro). 
Digesto, di C. FERRINI, di p. 1v-134 . б А 5 
Dinamica elementare, di G. Cattaneo, na p. vin-146 
Dinamometri. Misura delle forze e loro azione lungo 
determinate trajettorie, di L. CAMPAZZI, di p. xx-273 e 
132 inc. . à E . 
Diplomazia e ANM diplomatici, di M. AR- 
DUINO, di p. x11-269 a . . f . 5 
Diritti e doveri del cittadini, га uso delle scuole, 
di D. MAFFIOLI, 138 edizione, di p. xvi-230 . s 
Diritto amministrativo e cenni di Diritto 
costituzionale, di G. Loris, 9% ed. di p. xxii1-461 
Diritto amministrativo — vedi: Beneficenza - Catasto- 
- Codice doganale - Esattore comunale - Giustizia 
amministrativa - Imposte dirette - Legge sanità - Le- 
gislazione sanitaria - Morte vera - Municipalizzazione 
servizi - Polizia sanitaria - Ricchezza mobile. 
Diritto civile. Compendio di G. Loris, 5* ediz., di 
p. Xx-404 . E È 3 o а . 2 Р 
Diritto civile — vedi: ‘Camera di Consiglio - Codice 
civile - Codice procedura civile - Codice dell’ Inge- 
gnere - Conciliatore - Diritti e doveri - Diritto italiano 
- Espropriazione - Ipoteche - Lavoro donne - Legge 
inforiuni lavoro - Legge lavori pubblici - Legge re- 
gistro e bollo - Legislazione acque - Legislazione ru- 
rale - Notaio - Prontuario legislativo - Proprietario 
di case - Storia del diritto - Testamenti, 
Diritto commerciale italiano, di E. Vipari, 4* 
ediz. di p. х-448 . 5 . . . . 
Diritto costituzionale, di ETE CONTEZEA 3* TA, 
р. хіх-456 . д 5 а 5 а E 
Diritto ecclesiastico, di G. duci 25 ediz., di рав. 
XV1-483 . 3 5 Р E . . . . 
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Diritto internazionale privato, di F. P. Cox- 
TUZZI, 28 ediz., di p. xxx1x-626 . а 

Diritto internazionale pubblico, di F. D, Con- 
TUZZI, 2% ediz., di p. xxxu-412 . г Е 

Diritto italiano, di G. L. Амрнісн, di p. xv- -227 3 

Diritto marittimo italiano, di A. Sisto, di pag. 


X11-556 А 8 
Diritto penale romano, hi С. Екй, ж ai m di 
p. уш-360 e > 


Diritto romano, di C. "Fenix, 2 e па eci p. xvi-178 

Disegnatore meccanico, di V. GoFFI. 4° ediz., 
di p. xvi-548 e 497 fig. . ы 

Disegno (Principi di), di C. Borro, 5a HE, 5 di р. 1v-206 


con 61 fig. s d я 
Disegno (Corso di), di J. ASDIEANI За ediz. A di p. уш- 
74 e 80 tav, а а 


Disegno Grammatica du át E. неа di i. Iv- 
190 con 96 fig. e atlante di 106 tavole = 

Disegno assonometrico, di P. PAOLONI, di p. та 
122, 23 fig. e 21 tav. А 

Disegno geometrico, di A. ‘ANTILLI, ga calore án 
p. XII-88 e 28 tavole . а 

Disegno — vedi anche Disegno industriale - Disegno di 

projezioni ortogonali - Disegno topografico - Mono- 
grammi - Oreficeria floreale - Ornamenti sulle stoffe - 
Ornatista - Teoria delle ombre. 

Disegno, teoria e costruzione della nave, 
di E. GIORLI, di p. vIn-238 e 310 inc. x i E 

Disegno industriale, di E. GIORLI, 42 ediz, di 
p- VIII-366 e 500 inc. 

Disegno di proiezioni comitati di p. LANDI, 
di p. уш-152, con 192 fig. (in ristampa). 

Disegno topografico, di G. BERTELLI, 4* ediz., di 
p. vI-158, con 12 tav. 

Disinfezione pubblica е privata, di Р? E. ALES- 
SANDRI e L. PIZZINI, 2* ediz. di p. vir1-258 e 29 inc. . 

Distillazione del legno, di F. VILLANI, di p. X1v-312 

Distillazione delle vinancce. delle frutte fer- 
mentate e di altri prodotti agrari, di M. 
DA PONTE. 3? ediz., di p. xx-826, con 100 fig. E 

Ditteri italiani, di P. Lioy, di p. vii-356, con 227 fig. 

Divina Commedia, di DANTE ALIGHIERI in tavole 
schematiche di L. Polacco, di p. x-152 e 6 tavole di- 
segnate da G. Agnelli . 2 5 

Dizionario alpino-italiamo, Тө ET BIGNAMI- SOR- 
MANI e C. SCOLARI, di pag. ххи-310 

Dizionario di abbreviature latine e italiane — m 

Abbreviature). 
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L. с. 
Dizionario bibliografico, di C. ARLIA, di p, 100, | 50 
Dizionario biografico universale, di G. GA- 


ROLLO, due vol. di p. 1118 a 2 colonne . Я 18 — 
— legawo in mezza pelle . E E E . . E . 20 — 
Dizionario di botanica generale, di G. BILAN- 
CIONI, di p. xx-926 к a а 5 . .10— 
Dizionario dei Comuni del regno, di B. SANTI, 
2a ediz., di р VII-222 . o а . Pie 
Dizionario enologico, di A. DURSO-PENNISI, di 
р. VIII-465 con 161 inc. * c 5 S а à . 5- 
Dizionario Eritreo - Italiano -Arabo Ama- 
rico, di A. ALLORI, di p. XXXIII-203. . 3 . 250 
Dizionario filatelico, di J. GELLI, 28 ediz, di pag. 
LXIII-464 , о È ы . 45 
Dizionario an А Аа pet сіе ийе, di 
L. GIOPPI, di p. vir1-600, 95 inc. e 10 tavole . 2 . 750 
Dizionario francese-italiano, аі С. Le Bou- 
CHER, di p. LXIV-556 o 5 350 
Dizionario seogratico —— 663 di G. GA- 
ROLLO, 28 ediz. di p. XII-1451 . 9 5 10 — 
Dizionario Itnlinno-Giapponese, di s. m 
MENZ, di p. ХУПІ-219 , 5 imm : x a © . 8 
Dizionario Greco moderno-Italiano e vice- 
versa, di E. BRIGHENTI, di p. LX-848-612 š А 12 50 
Separatamente: 
Vol. I, Greco moderno-Italiano . Q 5 5 . 4850 
Vol. П, Italiano-Greco moderno . 2 . 5 50 


Dizionario Hoepli della lingua italiana, 
compilato da G. MARI — vedi Vocabolario. 
Dizionario italiano-inglese e ingl-ital., di 
J. WESSELY, 162 ediz. a cura di G. Rigutini e G. RIS 
di p. vI-226-190 . . о a E 3— 
Dizionario itnlinno-tedesco e ted-ital., di ju 
FIORI, 5* ediz. рег G. CATTANEO, di p. 754 . ü . 850 
Dizionario italiano-tedesco e tedesco-Ita- 


iano, di G. SACERDOTE di . XII-470, xxxii-480 . 5— 
Bizionario milnnese-italiano e italiano- 
milagzese, di C. ARRIGHI, 28 ediz, di p. 912 . . 8 50 
Dizionario di scienze filosofiche, di C. RAN- 
ZOLI, di p. VIIl-683 5 Я c 2 5 5 . 6 50 
Dizionario etimologico stenografico, di E. 
MOLINA, di p. xvi-624 ET Кешен ко) 


Dizionario stenografico! di A. emere 
(Esaurito). 
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Dizionario tecnico in 4 lingue, di E. WEBBER, 
4 volumi 
I. Italiano-Tedesco-Francese Inglese , 28 ediz. di 
p. X11-533 E Ы 
II. Deutsch- taerion Fran oich. anco (3e -— 
in lavoro). 


III. Francais-Italien-Allemand-Anglais, 2* ediz., di 
p. VI-679 . а . = : 

IV. English- -Italian-German- French a ediz. in la- 
voro). 

Dizionario universale delle lingue italiana, 
tedesca, inglese, francese, ni Le in un 
unico alfabeto, di p. 1200 5 : 

Dogana — vedi: Codice doganale - - Codiei e Leggi deme 
d’Italia. Vol. Il, Parte 1° - Commerciante - Dazi doga- 
nali - Trasporti e tariffe. 

Dottrina popolare in 4 lingue, (Italiana-Fran- 
cese-Inglese- Tedesca) Motti, frasi, proverbi di G. SESSA. 
28 ediz., di p. 1v-112 . Б 

Doveri del macchinista mavale, di у. GOFFI, 
di pag. ху1-310 . 5 

Droghiere (Manuale del), di IS MANETTI, di p. "xx1v-322 

Duellante (Manuale del), di F. GELLI, 2% ediz., di pag. 
VIII-250 e 26 tav. È 

Economia matematica, di F. VIRGILI e dc: GARI- 
BALDI, di p. XII-210 e 19 inc. 

Economia politica, di W. JEVONS, trad. D Cossa, 


6* ediz., di p. X v-180 p . . 
Elettricità (Principi di), di G. "MARCHI (in corso di 
stampa). 


Elettricità, di FLEEMING JENKIN, trad. R. Ferrini, 58 
ediz., di p. Хи-237 e 40 inc. Е 3 . . 
Elettricità — vedi: Cavi telegrafici - - Contabilità im- 
prese elettrotecniche - Correnti elettriche - Elettricità 
industriale - Elettrotecnica - Elettrochimica - Elettro- 
motori - Enciclopedia galvanica - Frodi sui misura- 
tori eletirici - Fulmini - Galvanizzazione - Illumina- 
zione - Ingegnere eletiricista - Magnetismo - Metallo- 
cromia - Onde Hertziane - Operaio eletiroiecnico - 
Pila eleltrica - Radioattivilà - Ricettario dell eletiri- 
cista - Róntgen - Sovra-tensioni - Telefono - Tele 
grafia - Unità assolute. 
Elettricità Industriale, di P. JANET, trad. di G. 
U. Brovedani, di p. xx-375 e 163 fig. : o 
Elettricità e materin, di J. J. THOMSON, dedi di 
G. FAE, di p. XL-299 e 18 fig. . 5 
Elettricità medica, di A. D. BOCCIARDO, di p. x- -201, 
con 54 inc. e 9 tav. 5 
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Elettricità (Influenza dell’) sulla vegetaz. e sui prodotti 
delle industr. agrarie di A, BRUTTINI, p. ху1-459 e 59 fig. 
Elettrochimica, di A. Cossa, di p. vin-104 e 10 inc. 
Elettromotori campioni e misura delie 
forze elettromotrici, di G. P. MAGRINI, di pag. 


XVI-185 e 73 fig. . 2 
Elettrotecnica, di GRAWINKEL-STRECKER, 2a ediz. 
ital. per F. DESSY, di pag. xIv-890 e 360 fig. i 


Embriolozia e morfologia generale, di G. 
CATTANEO, di p. x-242 e 71 fig. З Б 5 > 
Embrione umano. Embriogenia e organo- 
genla dell’uomo, di C. FALCONE, di p. Xv-431, 


con 90 inc. 5 3 
Emigrazione ed immigrazione, di M. ARDUINO, 
apse Asi еш д 
Enciclopedia козине? di E. MARIANI, 
di p. xv-1327 . " ? 


Enciclopedia salvano phesticii elettrochi- 
mica e fotomeccanica, di P. CONTER, di pag. 
viII-555 e 279 illustr. . Я 3 

Enciclopedia Hoepli (Piccola) 2a a, sn 
tamente rinnovata dal dott. G. GAROLLO, consterà di 
tre volumi comprendenti in totale oltre 4400 pagine, 
ed uscirà a fascicoli di 128 pagine ciascuno. Saranno 
circa 35 fascicoli. — Prezzo per ogni fascicolo . * 

Sono già pubblicati i primi 9 fascicoli. — I sotto- 
scrittori pagando anticipatamente L. 30 riceveranno 
gratis tutti i fascicoli che si pubblicassero in piü e le 
tre copertine in tela per legare i volumi. 

Energin fisica, di R. FERRINI, 28 ediz., di p. vilI-187 


e 47 inc, & . 
Enimmistica. Enimmi, sciatto) rebus, Sun, di D. 
TOLOSANI, di p. X11-516 e 29 illustr. 5 ” 
Enologia, di О. OTTAVI, 7® ediz. rifatta da A. sifüechts 
di p. Xvi-293, con 50 inc. . ci G 5 5 
Enologia domestica, di R. SenNAGIOTTO, 2a ediz. 
di p. XIV-223, con 26 inc. . а 5 


Enologia — vedi ai singoli titoli: Alcoi - 1 Ampelogra- 
Adulterazione vino - Analisi vino - Bottaio - Canti- 
niere - Cognac - Costruzioni enotecniche - Densità dei 
mosti - Distillazione - Dizionario enologico - Liquo- 
rista - Malattie vini - Mosti - Produzione del vino - 
Tannini - Uva - Vini bianchi - Vini speciali - Vinifi- 
cazione - Vino. 

Epidemie esotiche, di F. TESTI, di p. x11-203 
Episzratfia cristiana, di O. MARUCCHI, di p. vIII-453, 
con 30 tav, c E 5 E c д . . о 4 
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Epigrafia latina, di 5. Ricci, di pag. хххи-448 e 
65 tavole 3 

Epilessia. Eziologia, patogenesi е сига, di P. PINI, di 
р x27 . 

Equilibrio dei corpi elastici, di R.A MARCOLONGO, 
di p. xIv-316 . 5 B . . 

Eritrea. Storia, geografia e note statistiche, di B. 
MELLI, di p. xII-164 . 8 5 6 Я 5 d т 

Errori e pregiudizi volgari. di С. STRAFFO- 
RELLO, 24 ediz., di p. xII-196 à 

Esattore comunale, ad uso dei Ricevitori, ecc, di 
di R. MAINARDI, 28 ediz., di p. xVI-480 . a 

Esercizi e quesiti sull’Atlante geogr. di R. 
Kiepert, di L. HUGUES, 32 ediz, di p. vi11-208 . 

Esercizi sintattici francesi, di D. RODARI, di 
р. XII-43 а 

Esercizi greci, di A. у. BISCONTI, оа ediz, di pag 
XXVII-234 5 : 

Esercizi latini, di Р. Е. CERETI, di p. XH- -333 à . 

Esercizi di traduzione a complemento del. 
la gramin. francese, di G. PRAT, 2 ediz., di 
р. у1-183 . $ 2 3 5 5 3 

Esercizi di traduzione a compiemento del 
la gramm. tedesca, di С. ADLER, 3% ediz, di 
p. vrir-244 = . 

Esplodenti e modi di fabbricarli, di R. Mo- 
LINA. 38 ediz, di pag. XXXII-402 . ba " . 

Espropriazioni per causa di pubblica uti- 
lità, di E. SARDI, di p. vii-212-83 s 

Estetica. Lezioni sul bello, di M. PILO, di p. "xxur- -957 

— Lezioni sul gusto, di M. PILO, di p. xII-255 . 

— Lezioni sull'arte, di M. PILO, di p. xv-286 

Estimo rurale. di P. Fical, di p. X1-292 4 Ё 

Estimo dei terreni, di P. FILIPPINI, di p. Xvr328 . 

Etica (Elementi di), di б. VIDARI, 3* ediz., di p. xix-379 

Etnografia, di B. MALFATTI, (esaurito). 

Euclide emendato, di G. SACCHERI, trad. di G. Boc- 
cardini, di p. ххіу-126 e 55 fig. o 

Evoluzione. Storia e bibliografia evoluzionistica, di 
C. FENIZIA, di p. xIv-389 а 

Ex libris italiani (3500), illustrati da J. GELLI di 
p. XII-535, 139 tav. e 757 figure . " 

Fabbricati civili di abitazione, äi C. LEVI, да 
ediz., di p. vIn-447 e 217 їр. . 5 3 

Fabbricati rurali. Costruzione ed CERO di v. 
NICCOLI, 4* ediz., di p. XIX-410, con 185 fig. a 

Fabbro (П), di J. ANDREANI, di p. VIT—I-250, 265 fig. e 
50 tavole . . 
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Fabbro ferraio (Manuale del), di G. BELLUOMINI, 3* 
ediz. di p. viu-242 e 224 inc. . J 
Fagiani. Razze, allevamento, di c. IBELTRANDI di 
р Ұ111-182 e 26 fig. . 5 
Falconiere moderno, di G. E. CHIORINO, ‘di m XV- 
247, 15 tav. e 80 illustr. З 
Falegname (Ib, di J. ANDREANI, di р: 1x-295, 264 fig. 
e 25 tav, . $ E 
Falegname ат di G. BELLUOMINI, 4* саи 
di p. x11-218 е 104 inc. 


Farfalie (Le), di A. SENNA. 24 tav. e testo di pag. as. н 


Farmacista (Man. del), di P. E. ALESSANDRI, 4° ediz. 
di p. 984 . à Р . . 
Farmacolozia e Formulario, di [3 PICCININI) 
di p. vII-382 . 3 . 
Fecola. Sua fabbricazione e trasformazione in ‘destrina, 
glucosio, ecc., di N. ADUCCI, di p. XvI-285, con 41 fig. 
Per a EGIT, e fermenti, di R. GUARESCHI, di 
p. х1-350 . E : : 2 Е © o А . . 
Ferrovie — vedi: Automobili - Macchinista - Strade 
ferrate - Trazione ferroviaria - Trazione a vapore - 
- Trasporti e tariffe - Vocabolario tecnico vol. V e VI. 
Fiammiferi e fosforo, di C. A. ABETTI, di p. XII- 
172, е 5 tav. . 2 
Figure то ЧО а а от della 
grammatica, di G. SALVAGNI, di p. vir-308 . 2 
Filatura del cotone, di G. BELTRAMI, di p. Xv-558 
e 196 inc. 
Filatura e пазат della ‘seta, di A. PROVASI, 
di p. vir-281 e 75 fig. 
Filossera e malattie crittozamiche della 
vite, di V. PEGLION, di p. уш-302 e 39 fig. 
Filologia classica, greca e latina, di V. INAMA; 
2? ediz., di p. xvi-222 E 
Filonauta (Navigazione da diporto), di G. OLIVARI, di 
p. x vi-286 А 
Filosotia del diritto, di A. GROPPALI, di p. xi- -378 
Filosofia morale, di L. FRISO, 28 ediz., di p. x vi-8350 
Filosofia — vedi ai singoli titoli: ЕЕ di scienze 
filosofiche - Estetica - Etica - Evoluzione - Logica - 
Psicologica. 
Finanze (Scienza delle), T. CARNEVALI, 28 ed., р. 1v-173 
Fiori — vedi: Floricoltura - Garofano - Giardiniere - 
Orchidee,- Orticoltura - Piante e fiori - Rose. 
Fiori artificiali, di О. BALLERINI, pag. XVI-278 e 144 
Fisica, di О. MURANI, 9* ediz., pag. xxiv-710 con 407 fig. 
Fisica cristallografica, di W. VoiGT, trad. di A. 
SELLA, di p. vir-392. . 2 : 5 
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Fisica medica. (Fisiologia - Clinica - Terapeutica), di 
G. P. GOGGIA, pag. хп-954, 300 inc. e una lav. a colori 

Fisiologia, di M. FOSTER, trad. di G. Albini, 4% e 
di p. уп-223 e 35 inc. . а 3 

Fis lologia vegetale, di L. MONTEMARTINI, di | pe 
xvi-230 . . 

Fisionomia e mimica! di G. " CERCHIARI. di p. хи- 
335, 77 inc. е 38 tav. . 

Floricoltura, di С. RODA. 5. ediz., di " уш- -250 e 100 ine. 

Flotte moderne, E. Bucci DI SANTA- FIORA, p. IV-204 

Fognatura cittadina, D. SPATARO, p. X-684, 220 fig. 

Fognatura domestica, di A. CERUTTI, di p. УШ- 
421 e 200 fig. . . Р: 

Fondazioni delle opere terrestri e ddrau- 
liche e notizie sui sistemi più in uso in Italia, di 
R. INGRIA, di pag. xx-674 con 409 incisioni . „жш 

Fonditore in metalli, di С. BELLUOMINI, 48 ediz., 
di p. v1-189 e 45 inc. 

Fonologia italiana, di ps STOPPATO, di ni vu- 102 

Fonologia latina, di S. CONSOLI, di p. 208 3 è 

Formofe e tavole per П calcolo delle ri- 
svolte ad arco circolare, di F. BORLETTI; 
di p. хп-69 . 

Formulario scolastico di ‘matematiche, di 
M. A. ROSSOTTI, 2* ediz. di p. ху1-192 . 

Fosfati e concimi fosfatici, A. MINOZZI, p. хи- 301 

Fotocromatogratfia, di L. SASSI, p. XX1-138 e 19 fig. 

Fotografla (I primi passi in), di L. SASSI, 2° ediz. di 
p. х11-205, 36 inc. e 13 tav. " 

Fotozrafia industriale, di L. GIOPPI, di D zio -208, 
соп 12 inc. e 5 tav. . 

Fotografia pei dilettanti. (Come dipinge il sole), 
di С. MUFFONE, 72 ediz., di p. xx-491, e 390 fig. Р 

Fotogratia a colori. Immagini fotografiche a colori 
ottenute con sviluppi e viraggi su carte all'argento e 
su diapositive, di L, SASSI, di pag. XVI-153 . 

Fotogratia ortocromatica, di C. iaia di 
p. xVI-227, 33 fig. e 5 tav. , E 

Fotografia senza obiettivo, di ja SASSI, di p. ‘хус 
135, 127 inc. e 12 tav. . È 

Fotografia turistica, di "m ZANGHIERI, di р. xvi 
279, 84 inc. e 18 tav. E . 

Fotografia — vedi: Arti aiche - Garie blr E Dizio- 

nario fotog. - Fotocromatografia - Fotogr. industriale 
- Fotogr. ortocromat. - Fotogr. per dilettanti - Fotogr. 
senza obiettivo - Fotogr. turistica - Fctogrammetria - 
Fotosmaltografia - Primi passi in fotografia - Processi 
fotomeccanici - Proiezioni - Ricettario fotogr. 
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Fotogranimetria, fototopografia e appli. 
cazioni, di P. PAGANINI, di pag. xvi-288, 200 fig. 
e 4 tavole В > 
Fotosmaltografia eite di А. MONTAGNA, 
di p. уп1-200 e 16 inc. . s 2 
Fresatore е tornitore meccanico! di T Duca, 


di p. XI-176 e 27 inc. . . . 
Frumento. Come si coltiva, di E. Lezioni 2% Sao 
di p. xvi-276 . в 5 o . 


Frutta minori. Fragole, onori есс., а А. Pucci, 
di pag. уш-193 e 96 inc. . Den 
Frutticoltura, di D. Tamaro, 5a ediz, ai p. Xx-232 


113 inc. . . 2 
Fulmini e mee DES ERES: ‘di G. CANES TRINI, di pag. 
vil-i66 . : 
Funghi TE LEGA e velenosi, di F. CAVARA, 
di p. Xvi-192, e 43 tavole . Я . б 
Furetto. Allevamento е ammaestramento, d G. "Lre: 
CIARDELLI, di р. XI1-172 e 39 fig. . z 5 x 


Funzioni analitiche, di G. VIVANTE, di p. vi- -432 
Funzioni ellittiche, di E. PASCAL, di p. 240 , 
Funzioni poliedriche e modulari, di G. Vi- 
VANTI, di p. VIII-437 . 3 
Galvanizzazione, pulitura e ECERICIRCHES 
dei metalli, di F. WERTH, 2° ediz., di p. xiv -535 
con 226 inc. D " 
Galvanoplastica in rame agento; "Yen. ecc. 
di F. WERT, 2° ediz., di p. x1v-333, con 167 inc. 
Galvanostezin, di I. GHERSI, 23 ediz., rifatta da P. 
CONTER, di p. xr1-383 È 5 5 > Ж . . 
Garofano (Dianthus). Coltura e propagazione, di G. 
GIRARDI е A. NONIN, di p. vI-179, con 98 inc, e 2 tav. 
Gastronomo moderno (Il), di E. BORGARELLO, con 


200 Menus, di p. vi-411 Р z 
Gaz illuminante (Industria del), Gul V. "CALZAVARA, 
di p. хххі1-672 е 375 fig. . . 
Gelsicoltura, di D. TAMARO, 22 ediz. 5) di p. XXIX- -245 
e 9 inc. . . 
Pe Sano di б. GROVE, TEL di G. EC 2 ed., 
di p. хп-160 е 26 бе. . : ` 
Geografia classica, di H. TOZER, trad. di n Geni 
tile, 5* ediz., di p. 1v-168 . 5 5 . 


Geografia commerciale economica univer- 
sale, di P. LANZONI, 5а ediz., di p. xvI-480 5 5 
Geografia economica sociate d'Italia, di A. 
MARIANI; di p. XXVIII-477 5 ^ 
Geognrafin fisica, di A. GEIKIE, dd di A. Stoppani, 
3* ediz, di p. 1v-132 e 20 inc. . , . . 
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Geologia, di A. GEIKIE, trad. di A. Stoppani, 42 ediz., 
a cura G. Mercalli, di p. xII-176 e 47 inc. 

Geologo (Il) in campagna e nel laboratorio; 
di L. SEGUENZA, di p. x v-305 

Geometria analitica, iR. Il menda delle пасата 
nate, di L. BERZOLARI, di p. Xv1-109 e 54 fig. . И 

Geometria descrittiva (Metodi della), di G. LORIA; 
di p. xv1-325 e 102 fig. 2 

— vedi: Poliedri, curve e superficie, di `G. Los di 

p. Xvi-231 : о ^ 

Geometria elementare (Bosch Gi ALA- 
SIA, di Xv-244 e 117 fig. ч š 

Geometria e trigonometria della oa m 


C. ALASIA, di p. viri-208 e 34 fig. ^ * 
Geometria nietrica e trigonometria, di S. 
PINCHERLE, 7° ediz., di p. 1v-160, con 47 fig. а = 


Geometria тылагы di E. EREDE, 4° ediz., di p. XVI- 
258 e 34 inc. 

Geometria proicttiva ‘del piano e della 
stella, di F. ASCHIERI, 2° ediz., di p. vi-228 е 86 fig. 

Geometria projettiva dello spazio, di F. A- 


SCHIERI, 2* ediz, di p. vi-264 e 16 fig. . Е . 
Geometria pura elementare, di 5. PINCHERLE, 
72 ediz., di p. УШ-176, con 121 fig. . a Е ас 


села elementare (Esercizi), di 5 PINCHERLE, 
di p. у-130, con 50 fig. . т è Р 
Geometria elementare. Problemi e | metodi gum 
risolverli, di I. GHERSI, (2* ediz. in lavoro). 
Giacimenti minerali e acque sotterranee. 
(Ricerca dei), di M. GROSSI, (in lavoro). 
Giardiniere (ll libro del), di A. Pucci, 2 volumi. 
I. Il giardino e la coltura dei fiori, di p. x11-325 e 
141 inc. . 
II. La coltivazione delle piante ‘ornamentali da 
giardino, di p. viri-335 e 186 inc. . л 
Giardino Infantile, di Р. CONTI, di p. 1v-213 e 27 tav. 
Ginnastica (Storia della), di F. VALLETTI, di ips 


VIII-184 
Ginnastica femmintte, di F. "VALLETTI, di p. VI- 12 
e67fig. . 3 " 0 = е 


Ginnastica da no) аа Б e pale- 
stra, di J. GELLI, 2° ediz.. di p. vIII-168, con 253 fig. 
Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platino — vedi 
ai singoli titoli: Orefice - Leghe metalliche - Metallur- 
gia dell'oro - Metalli preziosi - Saggiatore - Tavole 
alligazione. 
Giuochi — vedi: Biliardo - Lawn-Tennis - Scacchi. 
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Giuochi ginnastici per la gioventù, аі F. Ga- 
BRIELLI, di p. xx-218 . . ^ 

Giuoco del pallone e affini (Foot- Ball, Pani Ten- 
nis, Pelota, Palla a maglio) di G. FRANCESCHI, di р. 
VIII-214, con 34 fig. Ч 

Giurato (Manuale del), di А. БЕТТІ, 2a ediz» di p. "260. 

Giurisprudenza — vedi: Amministrazioni Comunali - 
Avarie - Camera di Consiglio - Codici - Conciliatore 
- Curatore fallimenti - Digesto - Diritto - Economia - 
Finanze - Giurato - Giustizia - Leggi - Legislazione - 
Mandato commerciale - Notaio - Psicopatologia le- 
gale - Polizia giudiziaria - Prontuario tecnico legisla- 
tivo - Ragioneria - Socialismo - Strade ferrate - Te- 


stamenti. 
Giustizia amministrativa (Principi fondamen- 
tali e procedura), di C. VITTA, di p. XII-427 . А 


Giottologia, di С. DE GREGORIO, di p. xxXII-318 

Gnomonica, Costruzione degli orologi solari, di B. M. 
LA LETA, di p. УПІ-160 e 19 fig. я 

Gomme, Resine, Gommo-resine e Balsami, 
di L. SETTIMI, di p. xvr-373 e 17 fig. . i Д 7 

Grafologia, di C. LOMBROSO, (esaurito). 

Grammatica albanese, di V, LIBRANDI, p. XVI-200 

Grammatica catalana con esercizi pratici e Di- 
zionario di G. FRISONI, di pag. xxIv-279 н 2 

Grammatica croato-serbi, di G. ANDROVIC, di 
p. XVI-299 я 

Grammatica danesenorvegiana, di G. ‘FRI 
SONI, di p. хх-488 k 5 

Grammatica ebraica, di I Levi fu il., m p. 7192 ; 

Grammatica egiziana antica, perogiifica, 
di б. FARINA, di p. viri-185 А 

Grammatica francese, di С. PRAT, E ediz. di p. 


хп-265 . Я 3 

Grammatica galla Türen di 'E. VITERBO, 
in 2 vol. 

I. Galla-italiano, di p. уг1-152 . я $ ч 

II. Italiano- -galla, di p. LXIV-106 : Я 3 


Grammatica greca, di V. INAMA, 2? ediz., p. x1v-208 
Grammatica del greco-moderno, di R. Lo- 


VERA; 2* ediz., di p. v1-220 3 3 5 5 7 
Grammatica inglese, di L. PAVIA, ga ediz., di p. 
хіп-262 . y A s È 7 2 
Grammatica scala di C. CONCARI, 24 edis ri- 

fatta da G. B. MARCHESI, di p. viir-208 . D 3 " 
Grammatica latina, di L. VALMAGGI, 22 ediz., di 
p. vIII-256 5 > à о о . 
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Grammatica maglara, di A. ALY-BELFADEL, di 
p. X1x-332 

Grammatica olandese, di M. MORGANA, p. уш-224 

Grammatica persiana, А. DE MARTINO, p. VI-207 

Grammatica portoghese-brasiliana , di G. 
FRISONI, 38 ediz., di p. xvi-356 4 

Grammatica rumena, R. LOVERA, 2a ed., p. X-183 

Grammatica slovena, di B. GUYON, di p. Xiv-314 

Grammatica somala. Elementi di Somalo e di Ki- 
Suahili parlato al Benadir, di E. CARcOrORO di pa- 
gine у11-154 . 

Grammatica кшн жел di L. PAVIA, че cos 
di p. x11-194 

Grammatica storica della lingua e dei dia- 
letti italiani, di F. D'Ovipio e G. MEYER-LÜBKC, 
trad. di E. Polcari di p. x11-301 $ о 3 ^ à 

Grammatica svedese, di E. PAROLI, di p. xv-293 

Grammatica tedesca, di L. PAVIA, 3* ediz, di p. 


XIX-288 
Grammatica turco-osmanili, di m BONELLI, di 
p. VIII-200 TM b 


Gravitazione. Spiegazione delle perturbazioni solari, 
di б. B. AIRY, trad. F. PORRO, di p. ххи-176 e 50 fig. 
Grecia antica — vedi: Antichità greche - Archeologia - 
Atene - Cultura greca - Mitologia greca - Monete 
greche - Storia antica. 
Greco moderno — vedi: Conversazione ital.-neoellenica 
- Crestomazia - Grammatica - Dizionario. 
Gruppi continui di Li Sarei PE di di E. Pa- 


SCAL, di p. XI-378 о o е а : 

Guida numismatica а di Е. GNEC- 
CHI, 4 ediz., di p. xv-612 . Е o 

Humus. Fertilità e igiene dei terreni, di x CASALI, di 
p. XvI-210 È 

Idraulica, di E. ZENI, 2 ediz. rifatta del Manuale di 
T. Perdoni, di p. xxx1-480, 290 fig. e 3 tav. . 3 © 


— vedi: Fondaz. terrestri e idrauliche. - Sistemaz. torrenti. 
Idraulica fluviale, di A. VIAPPIANI, p. Х1-259, 92 fig. 
Iaroterapia, di G. GIBELLI, di p. 1v-238 e 30 inc. 
Igiene della bocca e dei denti, di L. COULLIAUX, 
di p. XVI-330 e 23 fig. . . . . 
Igiene del lavoro, di A. TRAMBUSTI e G. SANA- 
RELLI, di p. vIII-262 e 70 inc. . 2 
Igiene della mente e dello studio, di G. ANTO- 
NELLI, di p. xXIII-410 А 1 
Igiene della pelle, di A. BELLINI, di p. xvi-240 - 
Igiene del piede e della mano. Pedicure e ma- 
nicure, di G. ANTONELLI, di p. XVI-459 e 33 fig, . 
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Eziene della vita pubblica e privata, di G. 
FARALLI, di pag. xII-250 . 2 . 
Igiene privata e medicina popolare, di C. 
Воск, 2° ediz. ital. di б. GALLI, di p. xvi-272. . . 
Igiene rurale, di А. CARRAROLI, di p. x-470 . a 
Igiene scolastica, di A. REPOSSI, 28 ediz., p. Iv-246 
Igiene del sonno, di б. ANTONELLI, di p. у1-224 . 
Igiene veterinaria, di U. BARPI, di p. у1-221 Е 
Igiene della vista, di A. LOMONACO, di p. xII-272 . 
Igienista (Manuale dell’), ad uso degli Ufficiali sanitari, 
studenti, ecc., dei dott. C. ToNziG е б. О. RUATA, di 


p. xiu-374 e 243 fig. E a 
Egg roscopi, igrometri, umidità atmosferica, 
di P. CANTONI, di p. хп-142 e 24 fig. E a 


Miuminazione elettrica. Impianti ed esercizii, di 
E. PIAZZOLI, 6* ediz., di p. XII-955, 468 fig. e 3 tav. . 

Imbalsamazione umana, di F. DI Coro, di p. X- 
174 e 15 fig. . a а , ? Р 3 2 

— vedi: Naturalista preparatore, 

Imbianchino decoratore, di D. FRAZZONI, di p. 
x-193 й а 

Imenotteri, newrotteri pseudoneurotteri, 
ortotteri e rincoti, di E. GRIFFINI, di p. XVI- 
687 e 243 fig. е 

Imitazione di Cristo, di G. GERSENIO, volgarizza- 
zione di C. GUASTI e note di G. M. ZAMPINI, di pag. 
LXvr396 . 

Imitazioni e succedanel dei prodotti Indu- 
striali, di I. GHERSI, di p. xvi-591, соп 90 fig. : 

Immunità e resistenza alle malattie, di A. 
GALLI-VALERIO, di p. VIII-218 

Imposte dirette. Riscossione, eec, di E. BRUNI; di 
p. У11-158 г . - . . 

INcandescenza a ea Fabbricazione reticelle, di 
L. CASTELLANI, di p. X-140 e 33 inc. 

Industria frizoritera, di P. ULIVI, 2* ediz., di р. 
xvi-272e 74 fig. . = 

Industria dei Saponi e delle candele, di s. 
FACHINI, (in lavoroj. 

Industria tartarica, di G. CIAPETTI, di p. xv-276 
e 52 fig. . a а 5 

Industria tessile. Analisi e fabbricazione dei пБ 
tinti in filo e tinti in pezza, аі Е. Fachini, di pagine 
xi1-211, con 30 incisioni А 

Industria tintorin, di M. PRATO, jam хх1-292, е 7 fig. 

Industrie (Piccole), di I. GHERSI, 3° ediz., di p. x11-388 

Infanzia — vedi: Rachitide - Malattie dell' - Giardino 

infantile - Nutrizione - Ortofrenia - Posologia - Sor- 
domuto. V 
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tes 
Infermieri (Istruzioni per gli) — vedi: Assistenza. 
Infezione — vedi: Disinfezione - Medicatura antisettica. 
Infortuni sul lavoro. (Mezzi tecnici per prevenirli, 
di E. MAGRINI (2% ediz. in corso di stampa). 
infortuni in montagna. Manuale per gli alpinisti, 
di O. BERNHARD, trad, R. Curti, di p. ХУП-60, e 55 tav. 3 50 
Ingegnere civile e industriale (Manuale dell’) 
di б. COLOMBO, 29 ediz. (79, 80 e 81» migliaio), di p. 


XII-469, con 233 fig. * > 5 50 
Ingeznere costruttore meccanico di c. Ma- 

LAVASI, 2* ediz., di p. XIX-587, con 1141 fig. E . 650 
Ingegnere elettricista, di A. “n 2* ediz., di 

ххху-862 e 254 fig. E ? T 2 . 8 50 
Ingegnere navale, di A, CIGNONI, di р. хххи-292 

о А MM в — . 550 
Insegnamento deli'itallano, di G. TRABALZA, di 

p. XVI-254 > > a : 5 . 4850 
Insetti nocivi, di F. desi di p. VIH- -264 {in 

ristampa). 


Insetti utili, di F. FRANCESCHINI, p. XH-160, 42 fig. 2 — 
Interesse e sconto, di E. GAGLIARDI, 3* ediz., di 


p. vir-202 А " 3 o : . 2 — 
Invenzioni utili (Piccole) di S. PAOLETTI, di p. XVI- 

252 e 156 fig. . È n . 2 50 
Epoteche (Manuale per le), di A. mo di р. 

XVI-247 . 2 о . E50 
Islamismo, di I. ere En р. ET A 5 . 3 — 
Ittiologia ане di А, GRIFFINI, di p. XVIII- 469 е 

244 fg. . - " 3 a . 450 
Laminazione del rca e UC ar cio, di M. 

BALSAMO, di p. vIII-139, 50 fig. e 5 tav. Я г .2— 
Laterizi, di G. REVERE, di p. x11-298 e 134 fig. : . 350 
Latte e latterie sociali cooperative, di E. 

REGGIANI, di p. XII-444, con 96 fig. . E 5 . 4— 


Lavorazione dei metalii e dei leznami. исе 
nologia meccanica, di С. pui di pag. X11-317, 


con 274 fig. . . a 3- 
Lavori femminili, di T. eF. Onnons, di e уш-543, 
822 inc. e 48 tav, . - à . 550 


Lavori femminili — vedi anche: Abiti per ‘signora 
Biancheria - Macchine da cucire - Monogrammi 
Trine a fuselli. 

Lavori marittimi e impianti portuali, di F. 
BASTIANI, di p. XXIII-424, con 209 fig. . 650 
Lavori in terra, di B. LEONI, di p. Xi-305 e 38 бе. 3— 
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Lavoro donne e fanciulli. Legge, regolamento 
con note di E. Noseda, di p. xv-174 c 3 
Lawn-Tennis. di V. BADDELEY, trad. ital. con note. 

22 ediz, completamente rifatta da A. SUZZI (in lavoro) 
Legatore di libri, di С. G. GIANNINI, di p. xI-204, 
con 91 inc. e 17 tav. . В 2 
Legge comunale е provinciale, annotata da 
E. MazzoccoLo. 6° ediz, rifatta, di pag. xvi-1051. 5 
Legge elettorale politica, fonti e np 


di C. MONTALCINI, di p. X vi-496 Я А 
Legge sugli infortuni sul Е С di n. 
SALVATORE, di p. 312 . È 


Legge sul lavori pubblici e regol, di т. FRAN- 
CHI, di р iv-110-XLVII s * 

Legge sull’ordinamento giudiziario, di L. 
FRANCHI, di p. IV-92-CXXVI о a 

Lezgende popolari, di E. MUSATTI, БЫ ' ediz., di 
p. VIN-181 à ə : 

Leggi sulla sanità © Sicurezza pubblica, di 
L. FRANCHI, di p. Iv-108-XCII . 2 

Leggi sulle tasse di registro e hollo, di b; 


FRANCHI, di p. 1v-i24-CII . à 
Leghe metaliche ed amalgame, di I GHERSI, 
28 ediz., di p. XII-433 e 22 fig. . с, 


Legislazione sulle acque, di D. CAVALLERI, di 
p. xv-274 с 

Legislazione rurale, ай. Е. BRUNI, 2а ediz d p. 
Xv-423 

Legislazione sanitaria italiana, di 2% NOSEDA, 
di p. уш-570 = 5 E 

Legnami indigeni еа esotici. Usi e рсе EE 
di О. FOGLI, di p. уш-197, con 37 fig. . È; 

Lepidotteri italiani, di A. GRIFFINI, di p. x111-248, 


con 149 fig. 5 
Letteratura albanese, di А. STRATICÓ, di pag. 
XXIV-280 a 
Letteratura EE A di (es STRAFFORELLO, 
di p. 158 . . b 


Letteratura araba, аі 1. Pizzi, di p. XII-388 . 3 
Letteratura assira, di B. TELONI, di p. xv-266 
Letteratura drammatica, di C LEVI, di pag. 

XI-339 . a А " > " à n p à 2 
Letteratura ebraica, 2 volumi, di А REVEL, di 

p 364 о a - : З 5 5 5 . 
Letteratura egiziana, di L. BRIGIUTI, (in lavoro). 


Letteratura francese, di E. MARCILLAC, trad. di 
A. PAGANINI. (48 ediz. in lavoro). 


| 
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Letteratura greca, di V. INAMA, 16° ediz, di p. 
vin-236 |, 
Letteratura indiana, di A. DE GuesRNATIS di p. 


VII-159 . б 
Letteratura inglese, а Е. А. Lame е1. (Соса di 
pag. vur-208 . Я : 


Letteratura italiana, di с. FENINI, Ga CHEER " 
fatta da V. Ferrari, di p. xir-268 . . 

Letteratura italiana moderna е contem- 
poranea, di V. FERRARI. 3* ediz., di p. VIII-340 . 

Letteratura italiana. Insegnamento pratico, di A. 
DE GUARINONI, di p. XIX-336 . . 

Letteratura militare, di E, MARANESI, di p. vu- -294 

Letteratura norvegiana, di S. CONSOLI, di p. 
xvr27 . a 

Letteratura persiana, di L PIZZI " р. "x-208 ^ 

Letteratura provenzale moderna, di E. PoR- 
TAL, di р xvi-221 dem 

Letteratura romana, di F. "RAMORINO, ga ediz; di 
p. viit-349 . 

Letteratura жиле di R. "LoVERA, di EN x- 1199. 

Letteratura spagnuola, di B. SANVISENTI, di 
p. Xv1-202 c o 

Letteratura tedesca, di 0. LANGE, зь ediz. ital. di 


R. Minutti, di p. xVI-188 . . 

Letteratura ungherese, di ZIGANY-ARPAD, di p. 
хп-205 D 

Letteratura universale, di Р. PARISI di pag. 
vur390M . . 


Letterature siave, di D. CIAMPOLI, 2 vol. 
I. Bulgari Serbo-Croati, Jugo-Russi, di p. 1v-144 3 
II. Russi, Polacchi, Boemi, di p. 1v-142 
Limmnologla. Studio dei laghi, di G. P. MAGRINI, di 
p. ХУ-212 e 53 fig. D 
Lingua cinese parlata, di F. Млонлзсо, di pag. 


XvI-114 . те 
Lingua giapponese paninta; di F. MAGNASCO, 
di p. xvi-110 , ; " 


Lingua gotica, di S. FRIEDMANN, di p: XVLS34. . 
Lingua italiana — vedi: Arte del dire - Corrispon- 
denza - Dialetti - Enciclopedia Hoepli - Figure gram- 
maticali - Grammatica - Insegnamento d. italiano - 
Morfologia - Neologismi - Ortoepia - Retorica - Rit- 
mica - Verbi italiani - Vocabolario ital. 

Lingua latina — vedi: Abbreviature latine - Ape la- 
tina - Epigrafia - Esercizi - Filologia classica - Fono- 
logia - Grammatica - Letteratura romana - Metrica - 
Sinonimi lat. - Verbi. 
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Lingua russa. Grammatica ed esercizi, di P. G. SPE- 
RANDEO, 3* ediz. di p. Ix-274 . t . 
Lingue dell’Africa, di C. CUST, trad, dE A. De Gu- 
bernatis, di p. 1v-110 Б 5 A 6 . 
Lingue germaniche — vedi: бгапийайса dande ор 
vegiana, inglese, olandese, tedesca, svedese. 
Lingue neo-elleniche — vedi: Conversazione - Cresto- 
mazia - Dizionario greco mod. 
Lingue neo-latine, di E. GORRA. {2° ediz. in lavoro). 
Lingue straniere, di C. MARCEL, trad. di G. Da- 
MIANI, di p. XVI-136 . c 5 
Linguistica — vedi Gramm. „к della [үчне e dei 
dialetti italiani - Figure (Le) grammat. - Verbi italiani. 
Liquorista, di A. CASTOLDI, 2000 ricette pratiche, 3* 
ediz. rifatta del Man., A. Rossi, pag. xv1-731 e 19 inc. 
Litografia, di C. DOYEN, di p. viir-261, con 8 tav, 
Livellazione pratica, di A. VEGLIO, p. XII-129, 47 fig. 
Locomobili e trebbiatrict. Man. pel conduttore, 
di L. CEI. 3* ediz. di p xv1-376, 227 fig. e XXXVII tab. 
Logaritmi a 5 decimali, di О. MULLER, 10* ediz. 
a cura di M RAINA. di p.FXxxvi-191 
Logica, di W. . JEVONS, trad C&£CANTONI,5* ediz. 2 di 
D. VIII-156, con 15 fig. E È 
Logica matematica, di'C, BURALI-FORTI; p. vi- 158 
Logismogzrafia, di C. CHIESA, 48 ediz." con! note! del 
prof. À. MASETTI, di p. xv-196 ——— 
Lotta greco-romana con cenni storici sulla Storia 
della lotta, di A. COUGNET, di pag. уп-490 con 168 fo- 
tografie di celebri lottatori "е 126 figure nel testo. . 
Lotte libere moderne. Svizzera, Islandese, Giappo- 
nese, Americana," Тигса,Ғ di A. COUGNET, di pagine 
XXxIV-223, соп 190 incisioni”. 
Luce e colori, di G.,BELLOTTI, (22 es in erano) 
Luce e «uono,^di E. JONES, trad, di IU. ‘Fornari, di 


р. VIII-336 е 121 inc. . . . 
Luce e salute. Fototerapia e radioterapia, di A. Ber- 
LINI, di p. xII-362 ef'65"fig. È r 
Macchine e caldaie”"(Altante di)." S. "DINARO, in pa- 

ine Xv-80, con 112 tav. e 170 fig. . š 
Macchine (Il montatore di) di S. DINARO, 2a ЖЕ. di 
p. Xvi-502 е 62 incis, . . È 


Macchine^per cucire e ricamare, di"A. "GAL AS- 


SINI, di p. уп-230 e 100 fig. E * А 


Macchine a vapore e Turbine n Canone di 
Н. HAEDER e E. WEBBER, 25 ediz, ital., di p. XX-627, 
con 1822 incis. I 5 

Macchinista e п, mi G. GAUTERO e L. Lo- 
RIA, 11* ed. rifatta da C. in En p. Xvi-271 e 105 fig. 
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Macchinista navale, di E. GIORLI, di p. xv-879 con 
О А 
Macelli moderni Gonsersacione ‘aeie Carni dh Ip 
A. PESCE, di p. Xv-510 e 73 fig. n К 
Madreperla. Suo uso nella industria e ‘nelle arti, di 
E. ORILIA, di p. vIII-258, 40 fig. e 4 tav... a 
Magnetismo ed elettricità, di F. GRASSI, 4a ed., 


di p. ххп-878, соп 398 fig. e 6 tav. . : 
Magnetismo e ipnotismo, di G. BELFIORE, 3a ed., 
di p. хп-430 . = 2 : E 


Maiale. Razze, riproduzione clitoris: di E. MAR- 
CHI. (3^ ediz. in corso di stampa). 

Maioliche e porcellane, di L. DE MAURI, di p. XII- 
3000 marche e 12 tavole. . È 8 

Mais o granoturco. TEACS di E. AZIMONTI. 
28 ediz., di p. х11-196 e 61 inc, . E E 

Malaria e risale in Italia, di G. ERGOLANI, di 
p. VIII-203 6 а 5 

Malattie crittogamiche dene piante Cena: 
сее, di R. WoLr, trad. di P. Baccarini, di p. x-263 


e 50 inc. . B 
Malattie deir infanzia, di iG! CATTANEO, Gi pa- 
gine xII-506 . & . 
Malattie infettive degli animali, di U. FER- 
RETTI, di p. XX-582 . d . 
Malattie dei lavoratori e igiene Industria 
le, di б. ALLEVI, di p. xII-421 4 . 
Malattie mentali, di L. MONGERI, di P x V1-263 con 
26 tav. 5 


Malattie de? orecchio del naso e della 
gola, di T. MANCIOLI, di p. ххш-540, con 98 inc. . 
Malattie del paesi caldi, di С. Muzio, di p. XII- 


562, con 154 fig. e il tav. , d 
Malattie della pelle, di G. FRANCESCHINI, di pa- 
gine Xvr-217. . = 
Malattie dei polli ca altri volatili, fai P. A. 
PESCE, di p. ху1-297 е 50 incis. 2 2 


Malattie del sangue. Ematologia di E. REBU- 
SCHINI, di p. vIII-432 . 5 è о а " E . 
Malattie sessuali, di G. FRANGESCHINI, di p. XV-216 
Malattie e alterazioni del vino, di S. CETTO- 
LINI, 2* ediz., di p. virr-380 e 15 fig. К г В " 
Malattie del vini. Chiarificazione, di R. AVERNA- 
SACCÀ, di p. хи-400 е 23 fig. . 5 È A : 
Mandato commerciale, di E. VIDARI, di p. vi-160 


Mandolinista (Man. del) di A. PISANI (2° ediz. in 
corso di stampa). 
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Maniscalco pratico. di C. VOLPINI. Anatomia, fer- 
ratura, di p. ху1-898 е 193 fig.?. . 
Manzoni A., Cenni biografici di p. BELTRAMI, dn p. 109, 
con 9 autografi e 68 inc. . А E . 
Mare (Il) di V. BELLIO, di p. IV- -140 e ue : o 
Marina — vedi: Attrezzatura navale - Canotiaggio - In- 
gegnere navaie - Filonauta - Flotte moderne - Marine 
da guerra Marino - Nautica stimata — Astronomia 
nautica - Codice di marina - Avarie e sinistri (marit- 


timi. 
Marine da guerra del imondo al 1897, di L. 
D’ ADDA, di p. Xvr-320 e 77 ill. ó h 


Marino (Manuale del) Militare e ттун, di G. Dk 
AMEZAGA, 2° ediz. con appendice di Е.В. di Santa- 
fora, di p. vii1-438, cou 18 silografie а 

Marmista, di A. Ricci, 2* ediz., di p. Х11-154 е 48 inci 

Massaggio, di R. MAINONI, di p. xil-179, (28 ediz. in 

&{ lavoro). 

Matematica attuariale, di U. ;:BROGGI, di pa- 
„gine xv-3547 ł . . 3 

Matematica (Compiementi jdi) ad Шып Че! chimici, , di 


4 60 


б. VIVANTI, di p., X-381 BEA. 
viatematica dilettevole e'curiosa, di 1. GHERSI 
(їп lavoro). еа 
Matematiche – vedi: Algebra - Aritmetica.-7 Astrono- 
mia - Calcolo , Celeriimeasura!.; Compensazione er- 
Jrori - Computisteria 7- Contabilità - Cubatura?- Le-- 
nami Curve - Economia matematica - Gruppi аг a 
‘trasformazione - "Interesse - Logaritmi - Logica ma- 
stematica - {Ragioneria - Trigonometria - Traccia- 
‘mento curve -, Triangolazioni. 
Matematiche ;uperiorl (Repertorio? dil, di? E. 
PASCAL. 2 vol. 
l. Analisi, dizp. Xv1-642 è „жа = 5 == 
П. Geometria e indice per ' due vol, di p 950 . 


Materia medica moderna, di G. MALACRIDA, di 


p. х1-761 , È a : B . 5 5 
sfate ric grasse (Industria) I grassi e le cere, di S. 
FACHINI, di p. XxIII-651 Я 5 E м» Lù 5 


Mattoni e pietre di «abbia e calce (Arenoliti), 
di E. STOFFLER e M. GLASENAPP, con aggiunte di G. 
Revere, di p. vii-232. 85 fig. e 3 tav. . 

Meccanica, di R. S. BALL, trad. I. Be etti," 5slediz., di 
p. XVI-198 e 87 fig. к pale 

Meccanica agrarla, di v. NICCOLT, 2 vol. 

I. Lavorazione del terreno, di р XII-410 e 257 fig.. 
II Dal seminare al compiere la prima manipola- 
zione dei prodotti, di p. x11-426,e 175 fig. . 5 о 
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Meccanica del macchinista di bordo, di E. 
GIORLI, di p. xIII-297 e 92 fig. . ч 
Meccanica industriale nelle scuole e per 
l'officina, di S. DINARO, di p. xvi-378 e 100 illustr, 
Meccanica razionale, di R. MARCOLONGO, 2 vol. 
I. Cinematica statica, di p. х11-271 e 3 inc. . 
II. Dinamica-Idromeccanica, di p. vI-324 e 24 ine, 
Meccanica (Tecnologia) — vedi: Aeronautica - Auto- 
bilista - Aviazione - Caldaie - Chauffeur - Costruzioni 
metalliche - Dinamica - Disegnatore meccanico - Di- 
segno industriale - Fresatore - Ingegnere civile - In- 
gegnere costruttore meccanico - Lavorazione dei me- 
talli - Locomobili - Macchine (Atlante di), (Montatore 
di) - Macchinista e fuochista - Macchinista navale - 
Meccanico - Meccanismi - Modeliatore meccanico - 
Orologeria - Termodinamica - Tornitore meccanico. 
Meccanismi (500). Dinam., Idraul., Pneumat., ecc., di 
T. BROWN. 5* ediz. ital. a cura di C. Malavasi, di 
p. vin-184 А 
Meccanico (Il), di Е. GIORLI. 6 ediz., Ej р ху 566 е е 
377 fig. . с 5 
Medicamenti — vedi: Farmacista - Farmacoter. - ` Ma- 
teria med. - Medicatura - Medicina d'urgenza - Me- 
dico pratico - Posologia - Rimedi - Sieroterapia - 
Soccorsi urgenza - Veleni, 

Medicatura antisettica, di A. ZAMBLER, con pre- 
fazione di E. Tricomi, di p. xv1-124 е 6 inc, . 
Medicina d’urgenza, di Е. TROMBETTA, di pagine 

xvi-700 . - 
Medicina legale "militare, ‘ai Е. TROMBETTA, d di 
p. xvi-330 - Я 
Medicina sociale, di G. ALLEVI, di p. 400 о 5 5 
Medico pratico, di C. Muzio, 4* ediz., di p. Xv-962 . 
Merceologia tecnica, di P. ALESSANDRI, due vol. 
Vol. I. Materie prime (gregge e semilavorate) di 
uso commerciale e industriale, p. х1-530, 142 tav. e 
93 inc. b 
Vol. II. Prodotti ‘chimici ‘inorganici ‘cà organici, 
di uso commerc. ed industr., di p. XI-515, 83 tavole 
e 16 inc. . b 5 à А а : : 2 3 5 
Merceologia ad uso delle Scuole, di 0. Lu- 
XARDO (2* ediz. in corso di stampa). 
Metalli preziosi. Argento, oro, platino, di A. 
LINONE, di p. х1-315 . a = ^ 5 
Metallocromia, di I. GHERSI, di p. vIII-192 3 
Metallozratia applicata ai prodotti side- 
rurgici, di U. SAvola, di p. xvi-205 е 94 fig. 


2 50 
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Metallurgia — vedi: Acciai - Coltivazione delle miniere 
- Fonditore - Leghe metalliche - Meccanica indu- 
striale - Metallograffa - Ricettario dell’ elettricista - 
Ricett. di metallurgia - Saldature - Siderurgia - Tem- 
pera e cementazione - Zinco, 
Metallurgia dell’oro, di E. CORTESE, di p. xv-262 
е 35 inc. . 5 .3- 
Metcorsionia agricola, di G. COSTANZO e с. NE- 
GRO, di p. vIIi-208 e 27 inc. А 282150 
Meteorologia generale, di L. Di MARCHI, 2a Sd. 
di p. XVI-225 con 13 fig. . : 1 50 
Metrica dei greci e del romani, 4B I MÖLLER, 
2% ediz. ital. di G. Clerico, di p. xv1-186 5 > . + 50 
Metrologia universale e codice metrico in- 
ternazionale, di A TACCHINI, di p. XX-482 . . 6 50 
Mezzeria pratica, di A. RABBENO, di p. vIII-196 . 1 50 
Microbiologia. Malattie infettive, di L. Pizzini, di 


p. Viri-142 5 5 о К о .2-— 
Microscopia — vedi: AGES microscopica - geh 
parassiti - Batteriologia - Chimica clinica - Micro- 


scopio - Protistologia - Tecnica protistologica. 
Microscopio (1), di C. ACQUA, 2* ediz., di p. хи-230. 2 — 
Militaria — vedi: Armi antiche - Arte militare - Co- 
dice cavalieresco - Duellanie - Scherma - Tattica - 
Telemetria - Tiro a segno - Ufficiale esercito. 
Mineralogia descrittiva, di L. BOMBICCI, 38 ediz. 
a cura di P. Vinassa De Regny, di p. 1v-330, con 
138 fig. . : е . 3— 
Mineralogia generale n n BOMBICCI. 3a ediz. a 
a cura di P. Vinassa De Regny, di p. xvi-210, con 193 


fig. e 2 tav. . 1 50 
Miniere (Coltivazione deil di is: BERTOLIO. 28 ‘ediz. 

del Man. di V. Zoppetti, di p. viit-284. . à 2 50 
Misuratori elettrici (Frodi nei), di M. LANFRANCO, 

di p. X1-277, con 27 inc, e 39 tavole Wem 4 50 
Mitologian classica illustrata, di F. RAMORINO, 4* 

ediz. di p. уп-338 e 91 fig. . È 3- 


Mitologia (Dizionario di), di F. RAMORINO (in lavoro), 
Mitolozia greca, in due vol. 

I. Divinità. II. Eroi, di A. FORESTI (2* ediz. in lav.) 
Mitologia tedesca, di R. MINUTTI, di p. xx-348 . | 50 
Mitologie orientali, di D. BASSI. 

I. Mitologia Babilonese, Аззіга, di p. Xvr-219 . . 1 50 
Modellatore meccanico, falegname, ebani- 

sita, di V. GOFFI. 22 ediz. di p. ХУП-435 . . . 5 50 
Molini. Industria. Costruzioni ecc. di C. SIBER MILLOT, 

2a ediz., di p. ХУП-296, 161 incis. e 3 tav. . 5 . 5— 
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Moneta e falsa monetazione, di U. MANNUCCI, 
di p.x1-271 = L + 
Monete, pesi e misure inglesi, di it GHERSI, di 
р. хп-196, 46 tabelle di conti fatti e facsimili 2 2 
Monete greche, di S. AMBROSOLI (in ristampa). 
Monete papali moderne di S. AMBROSOLI, di pa- 
gine XII-131 e 200 inc. . , . . 
Monete romane, di Е. GNECCHI, 24 ad. di p. XVI- 
418, con 203 fig. e 25 tav. . . 
Monete romane. I tipi monetari di Roma Imperiale, 
di F. GNECCHI, di p. vII-119 е 28 tav. . E а 
Monogrammi, di A. SEVERI, 73 tavole a serie di due 
e di tre cifre . 3 о . 
Monogrammi moderni, di jw SORESINA, in 35 tav. 
Morfologia greca, di V. BETTE! di p. хх-376 


Morfologia italiana, di E. GORRA, di p. vi-142. . 
Morte vera e morte apparente, di F, DEL- 
L'ACQUA, di p. уш-136 á 5 " 
Mosti dei vini e degli spiriti. ‘Densità ecc. 
di E. De CILLIS, di p. xvi-230 . 5 
Mosto (Dal) al vino. Fermentazione alcoolica, di si 
CETTOLINI di p. XII-490, con 62 inc. E 
Motociclista e conduttore di Tričar, di F. 
BORRINO, 22 ediz., di p. xII-364, con 197 ill. 2 
Motori a gaz, di У. CALZAVARA (28 ediz. in corso di 
stampa). 
Motori Diesel, di G. SUPINO, di p. vi11-290, con 184 inc. 
e 14 tavole s È E 2 5 
Motori a olio pesante, a DISSE ed a forza viva, 
di E. GARUFFA, di pag. VIiI-493, con 363 incisioni , 
Motori a scoppio, di E. GARUFFA, di p. x1I-459 e 
381inc. . с E E & 5 5 : 5 5 
Motrici ad esplosione, a gaz povero, са olii 
pesanti, a petrolio, di F. LAURENTI, 2* ediz., 
di p. xII-503 e 214 inc. 5 z 
Municipalizzazione dei NOEL pubblici, di 
C. MEZZANOTTE, di p. ХХ-324 . a 
Muratore (Il), di I. ANDREANI, di p. 290. e 235 fig. 
Musica. Espressione e interpretazione, di 
G. MAGRINI, di p. УШ-119 е 228 fig. я x * 
Musica. Manuale teorico pratico, in G. Ma- 
GRINI, di p. xI-414 С ü а = 
Musica — vedi anche ai singoli titoli: Acustica musi: 
cale - Armonia - Arte e tecnica del canto - Ballo - 
Canto - Chitarra - Contrappunto - Mandolinista - 
Musica - Pianista - Psicologia musicale - Ritmica - 
Semiografia musicale - Storia della musica - Stru- 
mentazione - Strumenti ad arco - Violoncello - Violino. 
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Napoleone I., di L. CAPPELLETTI, 28 ed. di p. XXXIV- 
272 e 22 inc. . А E E 
Naturalista preparatore (Usi snae nod di R. 


GESTRO, 48 ediz.. di p. XIX-204 e 51 fig. . б 5 
Naturalista viaggiatore, di A. ISSEL e R. GE- 
STRO, di p. viii-144 e 38 ine. , - E 5 . 


Nautica — vedi ai singoli titoli: Astronomia nautica . 
Attrezzatura navale - Avarie e sinistri marittimi - Ca- 
notaggio - Codice di marina - Costruttore navale - 
Disegno e costruzione navi - Doveri macchinista na- 
vale - Filonauta - Flotte inoderne - Ingegnere navale 
- Lavori maritt, - Macch. navale - Nautica stimata. 

Nautica stimata o navigazione piana, di F. 


TAMI, di p. хххп-179 е 47 fig. . A 
Navigazione aerea (Aviazione), di A. DE MARIA; di 
р. Xvr-338 e 103 fig. . . 
Neologismi buoni e cattivi, di G. MARI (in la- 
voro). 
Nevrastenia, di L. CAPPELLETTI di p. XX-490 . 5 
Notaio (Man. del) di A. GARETTI, 7* ediz. riveduta da 
G. V. Biancotti, di p. 464 . = = 5 


Numismatica. Atlante numismatico italia. 
mo, di 5. AMBROSOLI, di p. Xv1-428 e 1746 inc. . 
Numismatica (Manuale di), di 5. AMBROSOLI, 4 ediz., 

di p. Xv1-250, 250 inc. e 4 tav. . 5 E Е 
Numismatica — vedi anche аі singoli titoli: Atene - 
Guida numismatica - Monete greche, papali, romane 

- Vocabol. numismatico. 
Nuotatore (Man. del), di P. ABBO, p. х1-148 e 97 fig. 
Nuoto (Il). L'arte di nuotar bene, di A. BERETTA, di 


pag. X1I-278, con 109 incisioni . ^ . 
Nutrizione del bambino, di L. COLOMBO, di 3 XX- 
228 e 12 inc. . . . . . А 


Occultismo, di N. Licò, di P ху1-328 Ы а P x 

Occultismo — vedi anche ai singoli titoli: Chiromanzia 

- Dizionario di scienze occulte - Magnetismo - Spiri- 
tismo - Telepatia. 

Oceanografia, di G. MAGRINI (in lavoro). 
Oftalmojatria veterinaria, di P. NEGRI e V. 
RICCIARELLI, di p. XV1-279, con 87 ill. e 15 tavole 
Oli vegetali. Piante erbacee a seme oleoso, di G. DEL 

NERO, di p: xv-313 e 41 inc. . 

Olii vegetali, animali e minerali, di B. GORINI, 
2a ediz. di G. Fabris, di p. у-214 e 7 fig. . д 
ФІН vegetali, animali e minerali (Industria d. ) 

di S. FACHINI (in lavoro). 
Olivicoltura e industria dell’ollo d'oliva, di 
F. R. SIMARI, di рав. xIx- 218 соп 146 incisioni . : 
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Omero, di W. GLADSTONE, trad. di R. Palumbo e C. 
Fiorilli (esaurito). 

Operaio Manuale dell’), di б. BELLUOMINI, 7* ediz., di 
p. XVI-272, e 19 inc. . а 

Operato elettrotecnico, di G. MARCHI, 4* ediz. E 
di p. xxiv-658 e 411 fig. 2 5 5 

Orchidee, di A. Pucci, di p. vi- -303, e 95 inc. 5 

Ordinamenti degli Stati liberi d’ Europa, di 
Е. RACIOPPI, 25 ediz., di p. xII-316 . О : 

Ordinamento degli Stati liberi fuori а” Eu: 
кора. di F. RACIOPPI, di p. УШ-376 

Orefice (Manuale per 1), di E. BOSELLI, 2% sit, di 
p. XI-370 . 3 

Oreficeria floreale (Modelli), 'di A Мул, 50 ta- 
vole e testo . 

Organista (Man. dell’), di T LOCHER e pref. di E. 
Bossi, di p. XIV-187 А : 

Organoterapia, di E. REBUSCHINI, di p. viit-432 

Ornamenti sulle stoffe (L'arte di disporre gli) di 
E. CASARTELLI, di p. XxI-37, 38 tav. e 170 disegni 

Ornatista (Man. dell’), di A. MELANI, 2* ediz., XXVIII 
tav. e testo . 

Ornitologia Tenero di Е. ARRIGONI DEGLI ODI 

p. 907, 36 tav. e 401 fig. . 

Orologeria moderna, di E. GARUFFA, 22 E di 
p. VIII-384 e 366 fig. 

Orticoltura, di D. TAMARO, 4 Fao m р. XVI- -611 е 
127 inc. . о 

Ortoepia e ortografia italiana moderna di 
G. MALAGOLI, 28 ediz, riveduta, di pag. Xx-294 . 

Ortofrenia. Educazione dei fanciulli, di P. 
PARISE, di p. хи-231 . 5 

Ostetricia. Ginecologia minore, di L. м. Bossi 
2* ediz. in corso di stampa). 

Ostricoltura e mitilicoltura, di D. Sh di 
p. уш-302 2 5 : È Е 3 

Ottica, di E. GELCICH, di p. xv1-576 e ові fig. . г 

Paga giornaliera (Prontuario della), da L. 0,50 а 
L. 10, di б, NEGRIN. (28 ediz. in corso di stampa). 

папата ЕЕ di J. REGAZZONI (esaurito). 

Paleografia greca e latina, di E. A. THOMPSON, 
trad. di G. Fumagalli, 3* ediz., di р. хп-208, con 38 


inc, e 8 tavole E 8 - 8 E . . 
Paleontologia, di P. Vinassa DE A di p. XVII- 
512, con 356 fig. . e 2 ^ $ E 


Pane e panificazione, di G. ERR di Di VIN 
261, con 61 inc. e 4 tav.. 5 eos E 3 . 5 
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Parrucchiere (Manuale del), di A. LIBERATI, di p. 
XII-219 e 88 ine, . a E c . . 
Pasticciere e confettiere moderno, di G. 
Ciocca, di p. L-274, 300 disegni e 36 tav. 8 
Pastificio (Industria del), аі R. RovETTA, di p. "xvi 
240, 107 inc. e 4 tav. . E Е . 
Patate. Coltura e usi, di N. ROTER di p. XXIV-221, e 
20 inc. 
Pedagogia (Sia na ah A. MORGANA, con prefa- 
zione di A. STRATICÒ, di pag. xIx-553 . 3 Е 3 
Pedagogia (Man. di), di G. VIDARI (in lavoro). 
Pellagra. Storia, patogenesi, ecc., di G. ANTONINI, di 
p. УШ-166 e tav. . 5 . 
Perito meccanico (Il) nello cie di ueni. idro- 
vere, idrauliche, pneumofore, impianti industriali, 
ecc. di S. Dinaro (in lavoro). 
Pescatore (Man. del), di L. MANETTI, p. ХУ-241, 107 fig. 
Peso dei metalli, а U, а Y, a Za T e a doppio Т. 


di G. BELLUOMINI, 2* ediz., di p. xxiv-248 . S E 
Piante e fiori sulle finestre, nei cortili, ecc. 
di A, Pucci, 3* ediz. di p. VIII-214 e 107 fig. . s ž 


Piante erbacee a seme oleoso, di G. DEL NERO, 
di p. xv-313 e 51 fig. . . . 

Piante industriali, di A. ALOI, 3 ediz, 3 di р. xI-274 
e 64 inc. 5 5 

Piante tessili, di M. A SAVORGNAN D'OSOPPO, di p. 
XII-476 e 72 inc, . 

Pietre preziose, di U. MANNUCGI, fi p. X VI-308, 23 
inc. e 14 tav. . 

Pila elettrica (La), de A. | ASTOLFONI, di p- xv- -297, 
con 105 incis. . . 

Pino da pinoli, di L. BIONDI e E: RIGHINI, * xir142 

Pirotecnia moderna, di F. рт MAJO, 2* ediz., di 
p. Xv-183 e 21 inc. 

Piscicoltura d'acqua ces di E. BETTONI, 2 
ediz. (in corso di stampa). 

Pittura. Fiori all'acquarello, ad olio ed a guazzo sulle 
stoffe, di G. RONCHETTI, di p. virr-167, e li tav. . . 

Pittura pel dilettanti, ad olio, acquarello e mi- 
niatura, di б. RONCHETTI, 4° ediz., di p. xv-385, 30 


inc. e 3 tav. . t x È : E 
Pittura italiana antica e imitata d A. ME- 
LANI, 3* ediz., di p. XVIII-527 e 164 tav. : : 


Pittura murale. Affresco, tempera, ecc., di G. Ron- 
CHETTI, di p. xv-358 . 6 8 б 
Pittura — vedi anche: Anatomia pittorica - ‘Colori e 
pittura - Decorazione - Disegno - Luce e colori - Ri- 
stauratore Б - Scenografia - Storia dell’arte. 
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Pneumonite crupale e sua cura, di A. SERA- 
FINI, di p. xVI-222 5 4 : . 5 

Poliedri, curve e superfici, secondo i metodi 
della Geometria descrittiva, di С LORIA, di p. xvi-231 

Polizia giudiziaria, ad uso dei Periti e Magistrati 
di L. TOMELLINI, di p. xx-352 e 161 inc. 

Polizia sanitaria degli animali, di A. MINARDI, 
di p. уш-333 e 7 fig. . Я 5 o б 

Polli — vedi: Malattie dei polli - ` Avicoltura. 

Pollicoltura, di G. TREVISANI, 8 ediz., di pag: XVI 
224 ed 88 incisioni. 

Pomologia, di G. MOLON, di p. `хххи-717 соп 86 inc. 
e 12 tav. А . 

Pomologia artificiale, de M. DEL LUPO, ali ni VI- 
132 e 34 inc. 

Porco (Il), Razze, Ens Gu. di F. FAELLI, dn р. хіх: 
461, con 100 fig. e 5 tavole . . 

Posologia del rimedi più usati nella tera- 
pia infantile, di A. CONELLI, di p. vii-186 . 3 

Posta. Manuale postale di A. PALOMBI, di p. Xxx-308 

Prati (D. Prati naturali, artificiali, pascoli, ecc., di E. 
MARGHETTANO, di p. УШ-392 e 162 inc. . s Е " 

Prealpi bergamasche. Valsassina, Valtellina e 
Valcamonica, di A. STOPPANI e A. TARAMELLI, 32 
ediz. di p. 290, 15 tav. e 3 carte, 2 vol. in busta . 5 

Processi fotomeccanici moderni, di R. Na- 
MIAS, di p. УШ-316 e 53 fig. (2^ ediz. in lavoro). 

Prodotti agricoli del tropico, di A. GASLINI, 


di p. xVI-270 Я È . Е . 
Prodotti ceramici. Majoliche, porcellane, grès, di 
G. MADERNA, di p. X11-345 e 92 fig. . 5 о 3 2 


Produzione e commercio del vino in Italia, 
di S. MONDINI, di p. vir-303 5 

Profumiere Man. del), di А. ROSSI, di pì 1v-476 e 
58 inc. à 3 

Progettista moderno ai а archi- 
tettoniche, di I. ANDREANI, 2° ediz. ampliata di 
pag. ХУ-559, соп 196 inc. e 67 tavole , 

Projezioni fisse e cinematografo, di L. SASSI, 
di p. XVI-484, con 308 fig. . d ч 

Prontuario tecnico legislativo, "di G. Viva- 
RELLI, di p. 300, con 131 ine, 

Proprietario di case e opifici, di G. GIORDANI 
di p. хх-264 е 

Prospettiva, di С. CLAUDI, 3a adis p. xi-76 e 33 de. 

Protezione degli animali, di N. LICO, di p. vi1-200 

Protistologia, di L. MAGGI, 2è ediz., di p. Xvi-278 
e 93 inc. . 5 2 c o : o а . 


< . 
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Proverbi e modi proverbiali italiani, di G. 
FRANCESCHI, di p. xix-380 2 © А 
Proverbi sul cavallo, di С. VOLPINI, di p. xix- 172 
Psichiatria. Confini, cause e fenomeni della pazzia, 
di J, Finzi, di p. vin-225 . 5 . 
Psicologia, di C. CANTONI, 28 citi. (semis 
Psicologia fisiologica, di G. MANTOVANI, 22 ediz., 
di p. xH-175 e 16 inc. . B * E 5 Е 5 
Psicolozia musicale, di M. ER di p. x-259 
Psicopatologia legale, di L. MONGERI, di p. X x-421 
Psicoterapia, di G. PonTIGLIOTTi, di p. хп-318 e 
22 inc. . 8 5 . 
Pugilato e lotta libera [us difesa perso: 
male, di A. COUGNET, 2 ediz., di p. xxxv-396 e 
222 inc. ; 5 
Raccoglitore di oss getti minuti e curiosi, di 
J. GELLI, di p. x-344 e 310 inc. 
Rachitide e deformità da essa prodore di 
P. MANCINI, di p. ХХУШ-300 e 116 fig. . 5 
Radioattività, di G. A. BLANC, pref. di A. Sella e e 
Append. di С. D'ORMEA, di p. уш-266 e 72 inc. . . 
Raggi RSntgen e loro pratiche applica- 
zioni, di I. TONTA, di p. viII-160, 65 inc. e 14 tav. . 
Ragioneria, di V. GITTI, 5® ediz, di p. virr-141 . 
Ragioneria delle cooperative di consumo, 
di G. ROTA, (esaurito). 

Ragioneria industriale, di О. BERGAMASCHI, 3 
ediz. a cura di A. MASETTI, di p. vIl-404 . 5 
Ragioneria pubblica, di A. MASETTI, di p. xv-293 
Raglonlere (Prontuario del), di E. GAGLIARDI. 28 ed. 
rifatta ed aumentata, di pag. хїї-608 Е : o 
Razze bovine, equine, suine, ovine e ca- 
prine, di F, FAELLI, di p. XX-372 e 75 fig. à 
Regolo calcolatore e applicazioni nelle ope- 

razioni topografiche, di G. pc ga 2% ediz., di 
p. Xvi-303 e 150 fig. 5 E 5 è а 
Religioni e lingua dell’India лаје, di R. 
CUST, trad. di A. De Gubernatis, di р. Ту-124 A 
Residui industriali. Utilizzazioni Ricuperi, di C. 
FORMENTI; di p. XX-376 . А 
Resistenza del materiali e stabilità delle 
costruzioni, di G. SANDRINELLI, Зе ediz., di p. 
XVIH-495 e 274 inc. E E Ü . 
Resistenza e pesi di travi metalliche com- 
poste, di E. SCHENCK, di p. XIX-188 . . 
Retorica, ad uso delle scuole, di F. CAPELLO, 
di p. vi-122 . 2 5 " Я о ` 
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г. б. 
t: Ricami — vedi Biancheria - Lavori femminili - Mac- 
chine da cucire - Monogrammi - Piccole industrie - 
Ricettario domestico - Trine. 
Ricchezza mobile, di E. BRUNI, di p. уш-218 . 150 
Ricerca di giacimenti minerali e ncque 
i sotterranee, di M. GROSSI (in lavoro).iz— = 
Ricettario domestico. di I. GHERSI 5* ediz. (in 
corso di stampa). aa 
Ricettario delP elettricista, I. GHERSI, p. vin-585z7 
con oltre 2000, ricetie e provvedimenti pratici e 43 inci 5, — 
Ricettario totogranco, di L. SASSI 4 ediz} di 


p. XXIV-3292 . Я Cr em = gl a Rat: —– 
Ricettario industriale, di I. GHERSI, 5° ediz, a aii 
IP. 1v-1058, con 34 inc. , о А Sr. 7 — 850 
Ricettario pratico per le industrie tessili ei 
[,. aflimi, di O. GIUDICI, di p. viri-270 .__. . 8 50 
Ricettario pratico di metallurgia, di G. "BEL 
È .LUOMINI, di p. x11-328 2 g . 350 
Rimedi. L'arte di prescriverli e ditapplicari, di G. Ma- È 

LACRIDA, di p. 400 2 2 2 5 . —. 850 


Riscaldamento, S A e impianti dij. 
motori, di C. RUMOR е Н. STROMENGER, di p. XVI- 


270 e 115 fig. . È ." 7 4750 
Risorgimento italiano 1914-1870, di L. BERTO- 
& - LINI, 28 ediz., di p. Xvii-208 :. : I 60 
Ristauratore, dei dipinti, di G. SECCO-SUARDO, 2 
Ё vol. di, p..x v1-269-x11-362 e 47 inc. sks. 5 + 6- 
Ritmica: е metrica razionale italiana, di В} 
Murari, 3* ediz. di p. xv-230 . Р . 150 


Ritmica musicale, di A. TACCHINARDI, di p. XVI-254 3— 
Rivoluzione francese 1789-1799, di С. P. So-7 
CUUILERIO, (2* ediz., in lavoro). = = vx 
- Roma antica — vedi: Antichità priv. - Antichità pub- 
bliche - Archeologia di arte etrusca e romana - Epigra- 
fia - Mitologia - Monete - Rovine (Le) del Palatino - 
Topogratia - Mitologia. 
iRontgen — vedi: Raggi di - Elettricità medica - Luce 
e salute - Radioattività. 
Rose. Storia, coltivazione, varietà, di G. GIRARDI, di p. 


хуш-284#96 ill. e 8 tav, . boa . 8 50 
Rovine del Palatino, di C. CANCOGNI. con pef: di 
R. Lanciani, di p. xv-178. 44 inv. e una pianta . . 850 


Saggiatore (Man. del), di F. BUTTARI, di p vni-245 2 50 
finldnture autegene del metalli, di S. RAGNO 


di p. rv-129 e 18 inc. . > : .2— 
Sale e saline, di A. DE Gaspari 5, di 5 VIII-358 e 
24 fig. о . 3 50 


Salsamentario, sdi L. ` MANETTI, dn р. 224 а 76 ina, . 2- 
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Sanscrito (Studio del), F. G. FUMI, 3* ediz. p. Xv1-343 
Saponi (L'industria ѕаропіега), di E. MARAZZA, 28 ediz., 
di p. хп-477 e 132 бр. . > о 
Sarto tagliatore italiano (Ш), di G. PETERLONGO, 
di p. xii-232 e 47 tav. . È . 
Scacchi (Giuoco degli), di A. шень за a a cura 
di E. MILIANI, di p. x-487 . : . 
Scenografia, di С. FERRARI, di p. "XXIV- -327 con 16 
inc. e 160 tav. 
Scherma italiana, J. GELLI, 2a aid. р. vi- -251, 108 fig. 
Scienze occulte (Dizionario di), di A, PAPPALARDO; 
di p. viu-338 . Enea 5 ges : tnm 
Scienze occulte — vedi: Chiromanzia - Fisionomia - 
Grafologia - Magnetismo - Occultismo - Spiritismo - 
Telepatia. 
Scrittura doppia americana, di C. BELLINI, di 
p. X1-152 e 4 tabelle A 
Scritture d'affari, di D. MAFFIOLI, da gi ть уш-221 
Scultura italiana antica e moderna, di А. 
MELANI, 3* ediz., di pag. хххп-692, con 170 tavole e 40 
figure nel testo 
Selfacting o fllatojo не di 1 `то- 
NELLI, di p. vIli-159 e 41 inc. . 
Selvicoltura, estimo e economia Grato, di A. SAN- 
TILLI, 2* ediz. di p. XII-292 e 54 inc. = E 
Selvicoltura — vedi: Consorzi di difesa del suolo - 
Coltura montana - Pino da pinoli. 
Semejotica. Esame degli infermi, di U. GABBI, 22 ediz., 
di pag. xvi-216 e 11 inc. . . 
Semiogratia musicale, di С. GASPERINI, p. уш-817 
Seta (Industria della), di L. GABBA, 22 ediz. di p. v1-208 
Seta — vedi ai singoli titoli: Bachi da seta - Filatura e 
torcitura - Gelsicoltura - Tessitore - Tessitura - Tin- 
tura - Ricettari domestico e industriale. 

Seta artificiale, di С. B. BaccIONI, di p. уш-221 . 
Sfere cosmografiche e geografia matema- 
tica, di L. A. ANDREINI, di p. XXIx-326 e 12 inc. 
Shakespeare, di E. DOWDEN, trad. di A. m di 

р. XII-242 È 
Siderurgia, di E. ZOPPETTI e E, GARUFFA, ‘ai т. Iv- 

368 e 220 inc. о x E 
Sileroterapla, di E. REBUSCHINI, di P- vin- 424 mg? 
Sinonimi latini, di D. FAVA, di p. LXIV-114. А А 
Sintassi francese razionale икене, di D. 

RODARI, di p. xvr-206 & 5 
Sintassi greca, di V. QUARANTA, di р. хуш- 175 
Sintassi katina, di Т. G. PERASSI, di p. vII-168 . 
Sismologia, di L. GATTA, di p. viir-175 e 16 inc. а 
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Sismologia moderna, di G. B. ALFANO, di p. х1-357 
Sistemazione dei torrenti e dei bacini mon- 

tami, di C. VALENTINI, p. X11-298, 165 inc. e 46 tav. 
Soccorsi Purgenza, di C. CALLIANO, 7? ediz. а 


cura del dott. Bodino, di p. XLIII-528 e 135 inc. . ^ 
Socialismo, di G. BIRAGHI, di p. xv-285 . : . 
Societa industriali per azioni, di F. PICCINELLI, 
di р. XXXVI-534 . È : . d 


Socletà di mutuo soccorso. Pensioni e sussidi, 
di G. GARDENGHI, di p. vi-152 Р 

Sociologia generale, di E. MORSELLI, di p. x11-172 

Soda caustica, cloro e clorati alcalini per 
elettrolisi, di P. VILLANI, di p. VIII-314 5 " 

Somalo (Elementi di) vedi Gramm. somala. 

Sordo-muto e sua istruzione, di P. FORNARI, 
di p. vir-232 e 11 inc, . D 

Sovratensioni negli impianti elettrici, di F. 
PIAZZOLI ‘in lavoro). 

Specchi (Fabbricazione degli) e la decorazione 
del vetro e del cristallo, di R. NAMIAS, di 


p. XII-156 e 14 inc. a 
Speleologia, Studio delle caverne, di E. CASELLI, ai 
p. xir-163 a E = 


Spettrofotometria copier Gh G. GALLERANI, 
di p. Xix-395, 92 inc. e 3 tav. . . 

Spettroscopio e sue applicazioni, GR R. TE 
PROCTOR, trad. di F. Porro, di p. vI-179 e 71 inc. . 

Spiritismo, di A. PAPPALARDO, 48 ediz., di p. X v1-248, 
e 10 ill, 

Sports invernali. РЕШЕ О, slitta, ecc, H N. Sar: 
VANESCHI, di p. xv-171 e 100 ill. 8 

Stampaggio a caldo e bulloneria, di б. SCAN- 
FERLA, di p. VIII-160 e 62 inc. 

Stati del mondo (Gli), G. GAROLLO. Notiziario statist. 

Statistica, di F. VIRGILII, 58 ediz., di p. хх-228 . а 

Stearineria. L'industria stearica, di E. i di 
p. XI-284 e 70 inc. Я 

Stenografia, di G. GIORGETTI, 4а Gilt a8 DI Yv-239. 

Stenogratfia (Guida allo studio agas di A. Nico- 
COLETTI, 3* ediz., di p. x v-160 а 

Stenografia (Esercizi di lettura е scrittura), di А, 
NICOLETTI. 4% ediz. di p. viri-160. . 

Stenozratla. Antologia stenografica, di E. MOLINA, 
di p. xI-199 0 

Stenografi. Dizionario etimologico stenografico, di 
E. MOLINA, di p. XVI-624 . È 

Stenografo pratico, di L. CRISTOFOLI, de) p. xi- 13i 

Stereometria. Sviluppo dei solidi e loro costruzione 
in carta, di A. RIVELLI, di p. 90, con 92 inc. e 41 tav. 
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TNCS 
Stilisticia, di F. CAPELLO, di p. xil-164. . Е o . 1580 
Stilistica latina, di A. BARTOLI, di p. xII-210 . . 150 


Storia antica, di I. GENTILE e G. TONIAzzO, in 2 vol. 
I. L'Oriente antico, (esaurito). 
II. La Grecia, di p. 1v-216 . а È 3 - . 150 
Storia dell’arte, di G. CAROTTI. 
Vol. I, L'Arte nell'Evo-antico, di p. Lv-413 e 590 inc. В 50 
II. L'Arte nel Medio-evo. Parte 1°, Arte cri- 
stiana, di p. Vilr-421 e 360 inc. . E . B 50 
» III. L'Arte nel rinascimento (in lavoro). 
» IV. L'Arte dell'Evo-moderno (in lavoro). 
Storia dell’arte militare, di V. ROSSETTO, di p. 


уш-504 е 17 tav. . S . à . . . 8850 
Storia e cronologia medioevale e moderna, 
di V. CASAGRANDI, 3* ediz, di p. VIII-254 . 5 1 50 


Storia d'Europa, di E. T. FREEMANN, trad. di А, 
GALANTE, di p. Х11-472 4 

Storia di Francia, di G. BRAGAGNOLO, di p. xVI-424 

Storia d’ Inghilterra, б. BRAGAGNOLO, p. ху1-367 

Storia d’Italia, di P. ORSI, 4* ediz., di p. XIII-285 

Storia — vedi: Argentina - Astronomia nell’ antico te- 
tamento - Commercio - Cristoforo Colombo - Crono- 
logia - Dizionario biografico - Etnografia - Islamismo 
- Leggende - Manzoni - Mitologia - Omero - Risorgi- 
mento - Rivoluzione francese - Shakespeare. 

Storia greca — vedi: Antichità greche - Archeologia - 
Atene - Mitologia - Monete - Storia antica. 

Storia romana — vedi: Antichità private - Antichità 
pubbliche - Archeologia - Mitologia - Monete - To- 
pografia di Roma. 

Storia della ii di A. UNTERSTEINER, 3 ediz., 
di p. VIII-423 . e E = : : . а . 4- 

Storia naturale — vedi: Anatomia e fisiologia - Ana- 
tomia microscopica - Animali parass. - Antropologia 
- Batteriologia - Biologia animale - Botanica - Co- 
leotteri - Cristallogralia - Ditteri - Embriologia - Far- 
falle - Fisica cristallografica - Fisiologia - Geologia - 
Imenotteri - Insetti - Ittiologia - Lepidetteri - Lim- 
nologia- Mineralogia - Naturalista preparatore - Na- 
turalista viaggiatore - Oceanografia - Ornitologia - 
Ostricoltura - Paleoetnologia - Paleontologia - Pisci- 
coltura - Sismologia - Speleologia - Tecnica protistol, 

- Uccelli canori - Vulcanismo - Zoologia. 
Strade ferrate in Italia. Regime legale ammini- 
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strativo, di F. TAJANI, di p. VIti-265 5 : 2 50 
Strade ordinarie e loro manutenzione, ai 
F, FROSALI, di p. Xr-216 e 37 inc. . s . 2 50 


Strade jurbane e provinciali e fono pavi- 
mentazione di P. BRESADOLA, p. XV1-330 e 40 іпс. 4 50 

Strumentazione, di E. PROUT, trad. di V. Ricci, 28 
ediz., di p. XVI-314 e 95 ine. . 3 А o . 2 50 
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Strumenti ad arco e musica da camera, del 
Duca di CAFFARELLI, di p. x-235 . 5 о 
Strumenti diottrici, di У. REINA, di р. krv- 220 3 
103 fig. . Sa 
Strumenti metrici. oat delie Лаа есс., 
di E. BAGNOLI, di р. VIII-252 e 192 inc.. 3 5 
Sughero scorze e applicazioni industriali; 
di A. FUNARO e N. Losacono, di p. VII-170 . È, 
Tabacco (П) e sua coltura, di G. BEVERSEN, di pa- 
gine xXVIII-219, 9 inc. e 31 tav.. 5 2 $ 
Tabacco, di G. CANTONI, di p. 1v-176 e я inc. " o 
Tannini (I), nell'uva e nel vino, di R. AVERNA-SACCA, 
ab DVI IL, er Tome TE we. тузы 
Tartufi e funghi, coltura e cucinatura, di FoLco- 
BRUNI, di p. viir-184 8 6 5 a 
Tattica applicata, di A. Pavia di p. VII-214 . 5 
Teatro antico greco-romano, di V. INAMA, di 
p. хх-248 e 32 fig.. È 
Tecnica protistolozica, di lis MAGGI, di р. хут-318 
Tecnologia e terminologia monetaria, di G. 
SACCHETTI, di p. xVI-191 . . 
Telaio meccanico (Il). Guida pratica, di А. PIOMRO 
di p. Х11-159 e 28 fig. . "i : 5 2 
Telefono (Il), di С. MOTTA, (in cens 
Telegratia elettrica, di R. FERRINI. 38 edizione 
(esaurito). 
Telegratfista (Guida del), di G. CANTANI, 2* ediz. di 
р. X11-218 e 122 fig. . 
Telegrafo senza fili e onde Hertziane, di о, 
MURANI, 28 ediz., di p. xv-397, con 205 fig. . . . 
Telemetria, misura delle distanze in guerra, di G. 
BERTELLI, di p. xII-145 е 12 fig. . 5 
Telepatia. Trasmissione del pensiero di m PAPPA- 
LARDO, 3* ediz., di p. XVI-343 . 5 5 
Tempera e cementazione, di 5. FADDA, di pa- 
gine vilI-108 È 
Teoria dei numeri, m U. SCARPIS, iH p. уш- 152 
Teoria delle ombre, di E. m di p. xiv-104, 74 
fig. е 6 tav. . , Е B 
Teosofia, di G. GIORDANO, di p. УШ- 1248. 6 , 
Terapeutica — vedi ai singoli titoli: Chimica clinica - 
Chimica legale - Farmacista - Farmacoterapia - Me- 
dicina d'urgenza - Medico pratico - Organoterapia - 
Posologia rimedi - Rimedi - Terapia malattie infanzia. 
Termodinamica, di G. ‘CATTANEO, p. X-196 e 4 fig. 
Terreno agrario. Chimica del terreno, di A. FU- 
NARO, di p. vrir-200— . D o o 2 . 
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Tessitore (Man. del), di P. PiNCHETTI, 3* ediz., di 
p. Xiv-298 e illustr. E 

— vedi: Industrie tessili, 

Tessitura meccanica della lana e del co- 
tone, di E. G. FRANZI, di p. уп-329 . 5 к 

Tessitura meccanica della seta, di P. PONCI, 
di p. XIL-3:16 e 179 inc, : * 

Tessuti (Man. del compositore di), di Р. PINCHETTI, di 
p. 11-321, ill. da 2000 armature . r 

Tessuti di lama e cotone (Analisi e Eire, 
di O. GIUDICI, di p. xII-864, con 1098 inc. . 

Testamenti Man. dei), di G. SERINA, 2 ed., p. x v-312 

Tigré italiano. Idiomi parlati in Eritrea, con 2 di- 
zionari, di M. CAMPERIO, di p. 180 . 

Tintore (Man. del) di R. LEPETIT, 48 ediz., di р; "xvi 
466 e 20 inc. 

Tintura della geta, di T. PASCAL, di Р. X v-432 

Tipografia. Vol. I. Guida per chi stampa e fa stam- 
pare di S. LANDI (esaurito). 
Vol. II. Lezioni di composizione, di S. LANES di pa- 
gine vlli-271, figure e e modelli i 2 

Tiro a sezno mazionale, di A. BRUNO, n vi- -335 

Tisi (Come si vince la). Protilassi e diagnosi di F. MoT- 
TOLA, e pref. di A. De Giovanni, di p. xi1-208 . 

Tisici e sanatori, di A. ZUBIANI, con pref. di B. 
Silva, di p. xLI-240 * = c : 5 5 

— vedi: Tubercolosi. 
Topografia (Man. di), di G. DEL FABRO, di p. XXXI- 


462 e 86 inc. . . : . 
Topografia (Guida pei ' calcoli di), an G. DEL FABRO, 
di p. XVI-216 e 71 fig. . = : . . 5 E 


Topografia e rilievi — vedi: Cartografia - Catasto - 
Celerimensura - Codice del perito - Compensazioni 
errori - Curve - Disegno topogr. - Estimo terreni - 
Estimo rurale - Fotogrammetria - Geometria pratica 
- Prospettiva - Regolo calcolatore - Telemetria - Trac- 
ciameuto curve  Triangolazioni. 

Fopozratia di Roma antica, di L. BORSARI, di 


p vin-436 e 7 tav. 5 5 . . 
Tornitore meccanico (Guida del), di S. DINARO, 
e ediz. di p. XII-160 e 16 fig. . 2 
Tornitore e fresatore meccanico, d ILE Duca, 
28 ediz., di p. x1-176 e 27 fig. . š 5 ” 3 5 


Torrenti — v. (Sistemazione dei). 

Tracciamento delle curve delle ferrovie e 
strade, di G. Н. A. ERÓHNKE, trad, di L, Loria, 3a 
ediz., di p. viri-167 > . 5 

Traduttore tedesco (Il), di R. MINUTTI, di pagine 
XVI-224 . E 5 6 . . . . 
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Trasporti, tariffe e reclami ferroviari, di 
E. PELIZZARO (in lavoro). 
Trazione ferrovaria, di P. OPPIZZI, di p. vII-204, 
con 2 tav. e 51 fig. 5 а . 
Trazione a vapore sulle ferrovie adi 
rie, di G. OTTONE, di p. LxvIn.469 о . : 
Triangolazioni topografiche e catastali, di 
О, JACOANGELI. di p. xIv-340 е 33 inc.. . 3 
Trigonometria piana (Esercizi di), di C. ALASIA 
di p. xvi-292 e 30 inc. З 3 
Trine a fuselli, di G. ROMANELLI. MARONE, di р. ne 
331 e 200 illustr. . А 
Tubercolosi (La), di М. VALTORTA. e G. FANOLI, con 
pref. di A. Murri, di p. XIX-291 e 11 tav. г А 
Turbine idrauliche moderne. Teoria е costru: 
zione, di C. MALAVASI (in lavoro). 

Turco parlato. Grammatica, dialoghi, vocabolario, 
di L. BONELLI e S. JASIGIAN, di p. vIIl-343 . . 
Uccelli canori. Caratteri, costumi e loro cura, di L. 
UNTERSTEINER, 2* ediz., di p. УПІ-226 e 6 inc. . 
Ufficiale italiano (L’) di U. MORINI, di p.Xx-388 3 
Unità assolute. Definizione, dimensione, problemi, 

di б BERTOLINI, di p. x-124 . à A 
Urina (12) nella diagnosi delle malattie, di F. Jonio, di 
p. XVI-216 
Usi mercantili riconosciuti dalle camere ai 
Commercio in Italia, di С. TRESPIOLI, di pa- 
gine XXX1v-689 . E d . è 
Uve da tavoia. Coltivazione Е commercio, di D, Ta- 
MARO, 3* ediz, di p. Xv1-278, 8 tav. e 57 5 
Vademecum dell’uomo d'affari, di с. DOMPÉ, 
di p. хп-427 . . . 
Valori pubblici e operazioni ai borsa, di F. 
PICCINELLI, 2* ediz., di p. Xxiu-902 , A : 
Vangelo (Manuale del) di G. M. ZAMPINI, p. XLVI- -480 
Veleni e avvelenamenti, di C. FERRARIS, di pa- 
gine Xvi-208 e 20 inc. . 3 A A 
Verbi greci anomali, di P. злохотт, di pagine 
XXiV-107 . D 
Verbi italiani, di [ES POLCARI, di p. x11-260; 5 
Verbi latini di forma particolare nel per- 
fetto e nel supino, di A. PAVANELLO, p. VI-215 
Vernici e prodotti affini, lacche, masticl, 
ecc., di U. FORNARI, 2а ediz., di p. x1i-244 2 5 
Vernici (Industria delle), di S. FACHINI (in lavoro). 
Veterinaria — vedi: Araldica гооіеспіса - Bestiame - 
Cavallo - Igiene veterinaria - Malattie infettive - Ma- 
jaie - Oftalinojatria veterinaria - Polizia sanitaria - 
Porco - Prolilassi malattie - Razze bovine - Zootecnia. 
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Veterinario (Man. del), di C. Roux e V. LARI, di pa- 
gine xx-356 e 16 fig. . E & . b 
Vetro. Fabbricazione, lavorazione, applicazioni, di G. 


D'ANGELO, di p. x1x-527 e 321 fig. . ^ 5 
Vigile urbano (ascesa pel), di G. SAGCCHIERO, 
di pag Х1Уу-178 . - . 5 E E 


Vini bianchi da pasto e vint reati 
77 di G. A. PRATO. 2* ediz riv. da A. Sirucchi, p. X11-280 

Vini (I migliori d’Italia), di A. SrRUCCII, di p. xx-25, 42 
tav. e 7 carte . z . ^ 

Vini speciali provenienti dE üre eif tavola 
e vini artificiali, di A. DURSO-PENNISI, a1 p. XII- 
212 e 68 fig. . ^ i 3 * 

Vinificazione (Man. no M. ATO n. X1-253 e 33 inc. 

Vino (Il), di G. GRAZZI-SONCINI (esaurito). 

Violini, violinisti e musica per violino, di A. 
UNTERSTEINER, con app di A. nponaventura, di pa- 


gine уш-228 , E . . . E . . 
Violoncello, violoncellista e =Й Wisti, 
di S, FORINA, di p. хуп-444 5 5 E а 2 
Viti meccaniche, calcolo e cosiruzione, di A. M .5- 
SENZ, di p. Xvir-215, con 100 inc. . 5 5 1 
Viticoltura (Precetti di), di O. OTTAVI,® 64 ediz riv. 
da A. Strucchi, di p. хуг-32 а 1 
Vocabolario araldico italiano, mi G. GUELFI di 
p уш-294 e 356 inc. . . 5 a S . 


Vocabolario Hoepli della lingua itallana, 
compilato da G. MARI, consterà di circa 2200 pagine, 
e si pubblieterà ж fascicoli mensili di 128 pagine 
ciascuno, Saranno circa 17 fascicoli. Sono già pubbli- 
cati i fascicoli 1 a 9 Prezzo di ogni fascicolo . ` 

I sottoscrittori pagando anticipatamente L. 15 ri- 
ceveranno gratis anche la copertina in tela per le- 
gare il volume. 

Vocabolario numismatico, in7 IRE di S. AM- 
BROSOLI, di p. уги-134 . « 

Vocabolario russo, di V. orson) di; "p. xv1-288 

Vocabolario tecnico illustrato nelle sei lingue: 
Italiana, Francese, Tedesca, Inglese, Spagnuola, Russa, 
sistema Deinardt-Schloman, diviso in volumi per 
ogni singolo ramo della tecnica industriale. 

Vol I. — Elementi di macchine e gli utensili più 
usuali per la lavorazione del legno e del metallo, 
in-16, p. vir-403. con 823 inc. e pe а del! Ing. 
Prof, б. COLOMBO. с . е . 

Vol. II. — Elettrotecnica, con circa fx э Iz о nu. 
merose formule, di p. x11-2100, a 2 e a 4 coionne à 

Vol. III. — Caldaie a vapore, Macchine a vapore, 
Turbine a vapore, p. x1-1322, con 3500 incis : E 
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Vol. IV. — Motori a combustione, di p. x-618 con 
1000 inc. e numerose formule . С : 
Vol. V. — Ferrovie: Costruzione ed ` esercizio, di 
p. х11-870, con oltre 1900 inc. e numerose formule . 
Vol. VI. — Ferrovie: Materiale mobile, con oltre 
1500 illustr. 5 
Vol. VII. — Аррагесеһї di sollevamento e mezzi 
di trasporto, di p. 650, con oltre 1500 inc. 
Vol. VIII. — Il calcestruzzo armato nelle costru: 
zioni, di circa 600 pagine, con oltre 1200 inc. 
Vol. IX. — Macchine utensili, con 2210 inc. . 
Vol. X. — Veicoli a motore (automobili, motoscafi, 
aeronautica ed aviazione), con 1773 ine, . А 
Volapuk (Dizion. Italiano-volapùk), nozioni di gram., 
di C. MATTE], secondo i principi dell inventore M. 
Schleyer, di p. xxx-198 E : 
Volapuk (Dizion. volapük-ital.), dB (È "MATTEL, p. хх-204 
Volapuk (Manuale di conversazione, di М. Rosa ТОМ- 
MASI e A. ZAMBELLI, di p. 152 . о e b 
Vulcanismo, di L. GATTA, di p. vri-268 e 28 n А 
Zebre (Le) di A. GRIFFINI. Studio zoologico popolare 


illustrato, di pag. ХХУПІ-298, con 41 tavole , 5 . 
Zinco. Caratteri e proprietà, di R. Musu-Boy, di pagine 
XVI-219, 10 inc. e 4 tav. B 


Zolfo (Miniere di), di G. CAGNI, di p. 'хп-275 е E ine. 
Zoologia. di E. H. GIGLIOLI e CAVANNA G. 
I. Invertebrati, di p. 200, con 45 figure (esaurito). 
II. Vertebrati, Parte I, Generalità, Ittiopsidi (Pesci e 
Anfibi), di pag. Xv1-153, con 33 inc.. x 
III. Vertebrati. Parte II, Sauropsidi, Teriopsidi (Ret: 
tili, Uccelli е ammiferi, di p. xvi-200, соп 22 inc. . 
Zoonosi, di G. GALLI VALERIO, di p. xv-227 . E s 
Zootecnia, di С. TAMPELLINI, 28 ediz., di p. xv-444, 
179 inc. e 12 tav. . 2 5 a : : б . . 
Zootecnia — vedi: Abitazioni animali - Animali da 
cortile - Alimentazione del bestiame - Araldica zoo- 
tecnica - Bestiame - Cane - Cani e gatti - Cavallo - 
Maiale - Ornitologia - Porco - Razze bovine - Vete- 
rinario - Maniscalco. 
Zucchero (Industria dello: 
I. Coltivazione della barbabietola da zucchero, di 
B. R. DEBARBIERI, di p. xvi-220 con 12 inc. . . , 
II. Commercio importanza economica e legisla- 
zione doganale, di L. FONTANA-RUSSO, di p. хи-244 
Ilf. Fabbricazione dellu Zucchero di barbabietola, 
di A. TACCANI, di p. хи-228 con 71 inc.. . 
Zucchero e alcool nei loro rapporti agri- 
coll, fisiol. e soc., di S. LAURETI, di p. xVI-426 . 
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INDICE ALFABETICO PER AUTORI 


(I numeri indicano le pagine). 


Abbo P. Nuotatore. . . . .40 
Abetti €, A. Fiammiferi. . .24 
Acqua C, Microscopio. . . .38 
Adier Ө. Eserc. di lingua tedesca 23 
Adueci N. Le patate . . . .42 
-LagFecola - - gie. . Е 
Aducco A. Chimica agraria. .12 
Agnelli 0. Divina Commedia ‚19 
Airy Q. B. Gravitazione, ‚ ‚29 
Alasia €. Trigonometria (Eser. 51 
— Geomet. elem. (Complem. di) 27 
— Geometria della sfera . .27 
Alberti F. Il best'ameel'agricol. 8 
Albini Q. Fisiologia . t 

Alessandri Р. E, Analisi chimica 5 
— Analisi volumetrica . . 5 
— Chimica sostanze alimentari 12 
— Disinfezione . . . . . ‚19 
— Farmacista . . . . . .24 
— Merceologia tecnica . . .37 
Alfano G.B.Bismologia moderna 47 
Allevi G. Alcoolismo . . . . 4 
— Le malattie dei lavoratori . 35 
— Medicina sociale. . . . ‚37 
Allievi, Manuale del contadino 16 
Altori A. Dizionario Eritreo .20 
Aloi A. Rgrumi.9. „1. «4 
— Adulterazioni del vino . . 4 
— Piante industriali . . . .42 
Aly-Belfadel A, Gram. magiara 29 
Ambrosoli 8, Atene . . . . 8 
— Numismatica . . . . . .40 
— Atlante numismatico . . .40 
— Monete Greche . . . . .39 
— Vocabolario pei numismatici 52 
Ambrosoli S. Monete papali. .39 


WWW. 


Andreani I. Il progettista mod. 43 
— Costruzioni lesionate . . . 17 
— Corso completo di disegno , 19 
— L'arte nei mestieri: Falegna- 
me - Fabbro - Muratore 7 23 24 39 
Andreini A. Sfere cosmografiche 46 
Andrich G. L. Diritto italiano. 19 
Androvie б. Gr. Serbo-croata . 28 
Antilli A. Disegno geometrico 19 
Antonelli G. Igiene del sonno, 30 
— lgiene della mente. . . .29 
— igiene del piede, . , . .29 
Antonini G. Antropol. criminale 6 
Antonini E. Pellagra . . . .42 
Appiani б. Colori e vernici . 14 
Archetti A. Colle anim. e veg. 14 
Arduino M. Consoli e consolati 15 
— Diplomazia. . . . . . .18 
— Emigrazione ;—. 2 
Arlia €. Dizionario bibliogr, .20 
Arpesani C. Lav. metalli e legn. 31 
Arrighi €. Dizionario milanese 20 
Arrigoni E. Ornitologia . . .41 
Arti grafiche, ecc.. . 7 
Aschieri F.Geom. projet. d. piano27 
— Geometria projett. d. spazio 27 
Asprea V. Apicoltara . . . 6 
Astolfoni A., La ше elettrica 42 
Averna-Saeca К. I tannini nel- 
Tuva e nel vino . . . . .49 


— Malattie dei vini . . , .35 
Azimonti E. Frumento . . .26 
— Campicello scolastico . . .19 
— Mais, , ‚ 385 


Azzoni F. Debito pub. italiano 18 
Baccarini P. Malatt. crittogam. 35 
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Baccioni U. Seta artificiale . 46 
Baddeley V. Law-Tenms . .32 
Bagnoli E. Strumenti metrici . 49 
Baldi C. Corti d'assise . . .16 
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